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Изучение деформаций при поперечном изгибе стержней ‒ это определение проги-

бов и углов поворота сечений. При поперечном изгибе стержней из однородных матери-

алов силовая плоскость проходит через одну из главных центральных осей, а вторая ось 

совпадает с нейтральным слоем. Главными центральными осями называются оси прохо-

дящие через центр тяжести сечения и относительно которых центробежный момент 

инерции равен нолю. 

Уравнение для определения углов поворота сечений 𝜃 представляет вид: 

𝜃 = ∫
𝑀(𝑧)

𝐸𝐽(𝑥)
𝑑𝑧 + 𝐶. (1) 

Интегрируя еще раз уравнение (1) получают формулу для определения прогибов: 

у = ∫𝑑𝑧∫
𝑀(𝑧)

𝐸𝐽(𝑥)
𝑑𝑧 + 𝑐𝑧 + 𝑑. (2) 

Произвольные постоянные С и d определяют из условий закрепления стержней. 

Произведение 𝐸 ∙ 𝐽 называют жесткостью сечения стержня при изгибе. 

При осевом растяжении размеры стержня меняются в осевом направлении и зави-

сят от величины прикладываемой нагрузки F и от жесткости сечения стержня. Абсолют-

ное удлинение стержня длиной l определяют из выражения |1 ÷ 3|. 

∆𝑙 =
𝐹 ∙ 𝑙

𝐸 ∙ 𝐴
. (3) 

Произведение Е ∙ А называют жесткостью сечения стержня при осевом растяжении 

или сжатии. Для сечения из однородного материала статические моменты жесткости от-

носительно осей х и у будут равны: 

𝐸𝓈𝑥 = 𝐸 ∙ 𝐴 ∙ ус ;    Е𝓈у = Е ∙ А ∙ хс, (4) 

где хс и ус – координаты центра тяжести сечения относительно осей х и у; 

𝓈х = А ∙ ус и 𝓈у = А ∙ хс – статические моменты площади сечения относительно ко-

ординатных осей х и у. 

Очевидно, если стержень состоит из ряда стержней из разнородных материалов 

прочно соединенных между собой по длине, то жесткость сечения при осевом растяже-

нии-сжатии и изгибе следует определять иным способом. 

Рассмотрим поперечное сечение стержня, состоящее из двух разнородных матери-

алов прочно соединенных между собой и отличающихся друг от друга модулями про-

дольной упругости Е1 и Е2 (рис. 1). 
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Рис. 1. Поперечное сечение стержня, составленное из двух разнородных материалов 

 

В сечении выделим элементы бесконечно малых площадей dА1 и dА2 с координа-

тами х1 и у1, х2 и у2. Для данного сечения статические моменты жесткости будут равны: 

(Е𝓈х)с = 𝐸1 ∫ У1 ∙ 𝑑𝐴1 + 𝐸2 ∫ у2
𝐴2𝐴1

𝑑𝐴2; (5) 

(Е𝓈у)с = 𝐸1 ∫ х1 ∙ 𝑑𝐴1 + 𝐸2 ∫ х2
𝐴2𝐴1

𝑑𝐴2. (6) 

Интегралы представляют статические моменты площадей отдельных частей попе-

речного сечения 𝓈х и 𝓈у. Если известны координаты центров тяжести отдельных частей 

сечения хс1, ус1 и хс2, ус2, то формулы (5) и (6) можно представить в виде: 

(Е𝓈х)с = Е1 ∙ А1 ∙ ус1 + Е2 ∙ А2 ∙ ус2; (7) 

(Е𝓈у)с = Е1 ∙ А1 ∙ хс1 + Е2 ∙ А2 ∙ хс2. (8) 

В зависимости от знаков координат  хс1, ус1 и хс2, ус2 суммарная жесткость сечения 

может быть больше или меньше поля, а значит для любого сечения можно определить 

также координаты хj и уj относительно которых суммарные моменты жесткости будут 

равны нулю. Начало таких координат будет называться центром жесткости сечения. До-

пустим, что известны координаты центра жесткости сечения хj и уj относительно перво-

начальных осей х и у. в этом случае выражения (7) и (8) можно представить в виде: 

(Е𝓈х)с = (Е1 ∙ А1 + Е2 ∙ А2)у𝑗; (9) 

(Е𝓈у)с = Е1 ∙ А1 + Е2 ∙ А2)х𝑗 , (10) 

где (Е1А1 + Е2А2) = (ЕiAi)c – суммарная жесткость сечения при осевом растяжении‒сжатии. 

Координаты центра жесткости сечения относительно произвольных осей х и у бу-

дут равны: 

     х𝑗 =
(𝐸𝑖𝓈𝑥𝑖)𝑐

(𝐸𝑖𝐴𝑖)𝑐
 ;    у𝑗 =

(𝐸𝑖𝓈у𝑖)𝑐

(𝐸𝑖𝐴𝑖)𝑐
. (11) 

Следует заметить, если материал стержня однороден, то есть Е1 = Е2 = Е, то полу-

ченные выражения (11) будут соответствовать известным формулам из курса сопротив-

ления материалов для определения координат центра тяжести сечения. 

Рассмотрим методы определения суммарных жесткостей сечения при изгибе Е·J 

(рис. 1). Для данного сечения осевые суммарные жесткости (Е·Jх)с и (Е·Jу)с относительно 

осей х и у можно представить в виде формул: 

(Е𝐽х)с = 𝐸1 ∫ у1
2 ∙ 𝑑𝐴1 + 𝐸2 ∫ у2

2
𝐴2𝐴1

𝑑𝐴2. (12) 
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(Е𝐽у)с = 𝐸1 ∫ х1
2 ∙ 𝑑𝐴1 + 𝐸2 ∫ х2

2

𝐴2𝐴1

𝑑𝐴2. (13) 

Суммарная центробежная жесткость сечения (Е·Jху)с может иметь вид: 

(Е𝐽ху)с = 𝐸1 ∫ х1у1 ∙ 𝑑𝐴1 + 𝐸2 ∫ х2у2
𝐴2𝐴1

𝑑𝐴2. (14) 

Интегралы в формулах (12) и (13) представляют собой осевые моменты инерции 

частей сечения, а в формуле (14) – центробежные моменты инерции. Поэтому формулы 

(12)‒(14) можно представить в виде: 

(Е𝐽𝑥)𝑐 = 𝐸1 ∙ 𝐽𝑥1 + 𝐸2𝐽𝑥2; (15) 

(Е𝐽у)𝑐 = 𝐸1 ∙ 𝐽у1 + 𝐸2𝐽у2; (16) 

(Е𝐽𝑥у)𝑐 = 𝐸1 ∙ 𝐽𝑥1у1 + 𝐸2𝐽𝑥2у2. (17) 

Если стержень собран из n стержней из различных материалов, то формулы           

(15)‒(17) можно представить в виде: 

(Е𝐽𝑥)𝑐 =∑𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

𝐽𝑥𝑖;      (𝐸𝐽у)𝑐 =∑𝐸𝑖𝐽у𝑖

𝑛

𝑖=1

;   (𝐸𝐽𝑥у)𝑐 =∑𝐸𝑖𝐽𝑥𝑖у𝑖

𝑛

𝑖=1

  .  (18) 

Выводы. Суммарные осевые жесткости сечений всегда будут положительны, а 

центробежная суммарная жесткость может быть положительной, отрицательной и иметь 

нулевое значение. 
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