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Аннотация. В данной статье рассматривается решение задачи определения напряженно-
деформированного состояния толстостенного цилиндра, подверженного внутреннему и внешнему давле-
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Задача об исследовании разрушения той или 
иной конструкции часто является нелинейной и 
остается сложной и малоизученной. Рассмотрим 
решение упругой задачи определения напряжен-
но-деформированного состояния толстостенного 
цилиндра, подверженного внутреннему и внеш-
нему давлению, реализованные в компьютерной 
системе Wolfram Mathematica. 

Известно, что цилиндр следует считать тол-
стостенным, если толщина его стенки больше 
одной десятой среднего радиуса цилиндра. 
Двумя сечениями, перпендикулярными к оси 
цилиндра и находящимися друг от друга на рас-
стоянии, вырежем кольцо (рис. 1). 

Рисунок 1 – Исходный вид цилиндра 

Рассмотрим концы цилиндра, которые могут 
свободно расширяться. Пусть σz = 0. За счет рав-
номерной радиальной деформации τn. σφ и σr обо-
значают касательные и радиальные напряжения, 
действующие перпендикулярно сторонам эле-
мента. 

Поскольку r – единственная независимая пе-
ременная, приведенное выше уравнение можно 
записать как 

dσ𝑟
d𝑟
+ (

σ𝑟−σθ
𝑟
) = 0,

d

d𝑟
(𝑟σ𝑟) − σθ = 0. 

Из закона Гука 

ε𝑟 =
1

𝐸
(σ𝑟 − 𝑣σθ), εθ =

1

𝐸
(σθ − 𝑣σ𝑟). 

Деформация элемента симметрична относи-
тельно оси и поэтому вызовет радиальные пере-
мещения всех точек цилиндра. Пусть u – ради-
альное перемещение цилиндрической поверхно-
сти радиуса r. Абсолютное радиальное 
удлинение элемента dr будет равно du, а относи-
тельное удлинение: 

ε𝑟 =
d𝑢

d𝑟
. 

Относительное удлинение в тангенциальном 
направлении на радиусе r 

εθ =
𝑢

𝑟
.

В случае двухстороннего растяжения, кото-
рому подвергается рассматриваемый элемент, 
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согласно закону Гука, напряжения и деформа-
ции связаны между собой следующими зависи-
мостями: 

σ𝑟 =
𝐸

(1 − 𝑣2)
(ε𝑟 + 𝑣εθ), 

σθ =
𝐸

(1 − 𝑣2)
(εθ + 𝑣ε𝑟). 

Подставляя их в уравнение равновесия: 

d
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или 

d2𝑢

d𝑟2
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𝑟

d𝑢
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−
𝑢

𝑟2
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Вышеприведенное уравнение называется 
уравнением равномерного радиального смеще-
ния. Решение вышеуказанного уравнения: 

𝑢 = 𝐶1𝑟 +
𝐶2
𝑟
,

где 
1C  и

2C – постоянные. 
Следовательно, 

σ𝑟 =
𝐸

(1 − 𝑣2)
[С1(1 + 𝑣) − 𝐶2 (

1 − 𝑣

𝑟2
)],

σ𝜃 =
𝐸

(1 − 𝑣2)
[С1(1 + 𝑣) + 𝐶2 (

1 − 𝑣

𝑟2
)].

Константы определяются из граничных усло-
вий, когда 

𝑟 = 𝑎, σ𝑟 = −𝑝𝑖 ,
𝑟 = 𝑏,  σ𝑟 = −𝑝0. 

Следовательно, 

σ𝑟 =
𝐸

(1 − 𝑣2)
(ε𝑟 + 𝑣εθ),

σθ =
𝐸

(1 − 𝑣2)
(εθ + 𝑣ε𝑟). 

Значит 
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𝐸
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+ (
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𝐸
)
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2𝑏2
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.

 Гафик компонента напряжения σr представ-
лен на рис. 2.

Рисунок 2 – График компонента напряжения σr 

В условиях квазистатического нагружения 
разрушение цилиндра происходит в результате 
развития трещины, распространяющейся в ради-
альном направлении от внутренней поверхности. 
Длина участка устойчивого роста трещины ока-
зывается сопоставимой с толщиной цилиндра, 
поэтому анализ его прочности должен основы-
ваться на представлениях механики разрушения. 
При этом необходимо учесть возможность пла-
стического деформирования. 
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Аннотация. Представлены результаты исследования микроструктуры силуминов околоэвтектического 
состава, полученных при скоростях охлаждения расплава 102 К/с и  105 К/с. Показано, что повышение 
скорости затвердевания до 105 К/с не приводит к смещению точки эвтектики. Сплав, с концентрацией Si 
12,5 мас. % содержит первичные дендриты α-Al, при концентрации кремния 13,6 мас.% наблюдаются 
первичные кристаллы Si. При высокоскоростном затвердевании наименьший объем фазы α-Al при кон-
центрации Si 12,7 мас.%, что соответствует эвтектике при равновесном затвердевании. 
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