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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

 

 

Целью данного учебного пособия является оказание помощи 

преподавателям  и студентам в проведении практических занятий 

по курсу общей физики, закреплении полученных теоретических 

знаний и приобретении навыков решения задач студентами инже-

нерно-технического профиля. 

В пособии представлены более 500 задач по разделам «Механи-

ка», «Статистическая физика и термодинамика» общего курса фи-

зики. Для удобства пользования материалом пособия приведены 

краткие сведения из теории: определения основных понятий и фи-

зических величин, формулы с описанием всех входящих в них ве-

личин, справочные данные, а также примеры решения задач по 

каждой теме. Задачи для самостоятельного решения имеют ответы.   

Особенностью пособия является разделение задач по уровням 

сложности  в соответствии с десятибалльной системой оценки зна-

ний, принятой в настоящее время в высшей школе. Такое пред-

ставление следует считать условным, поскольку оно было сделано 

на основе профессионально-субъективного подхода с учетом опыта 

преподавания курса общей физики для студентов инженерно-

технических специальностей БНТУ. Разумеется, что право оценки 

уровня сложности решения определенной задачи остается за пре-

подавателями, которые будут использовать данное пособие. 
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При проведении практических занятий обратите внимание на 

следующие методологические аспекты решения задач. 

1. Изучите соответствующий теоретический материал, озна-

комьтесь с примерами решения задач по заданной теме. 

2. Прочитайте условие задачи. Особое внимание обратите на 

поставленный в задаче вопрос, так как решение следует начинать 

именно с него. 

3. Проанализируйте данные, представленные в задаче. Если 

необходимо, недостающие значения констант, физических свойств 

тел или веществ найдите в таблицах приложения. 

4. Определите физические состояния или процессы, рассмат-

риваемые в задаче, а также законы и закономерности, которыми 

они описываются. 

5. Сделайте краткую запись условия задачи, в которой долж-

ны быть отражены все исходные и искомые данные. 

6. Сделайте схематический рисунок. Смысл рисунка заключа-

ется в графическом представлении информации, содержащейся в 

условии задачи в текстовом виде. Если рисунок отражает тексто-

вую информацию достаточно полно, то запись математической мо-

дели физического процесса значительно облегчается, а следова-

тельно, и само решение задачи. Запишите уравнения, 

описывающие рассматриваемый физический процесс, которые в 

совокупности с другими вспомогательными соотношениями и бу-

дут представлять математическую модель.  

7. Векторные уравнения проецируйте на оси выбранной си-

стемы координат. 

8. Задачу решайте, как правило, в общем виде, т.е. в конечной 

формуле искомая величина должна быть выражена через известные 

исходные данные. Решение задачи в общем виде позволяет просле-

дить логику решения, оценить правильно оно или нет, а также сни-

зить вероятность ошибки при выполнении числового расчета. Од-

нако если решение становится достаточно громоздким, возможны 

промежуточные числовые расчеты. 

9. Проверьте полученную конечную формулу с точки зрения 

соответствия размерностей. Если размерности величин, стоящих в 

формуле слева и справа от знака равенства, не сходятся, решение 

является неверным. 
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10.  Используйте числовые значения известных величин в ос-

новных единицах СИ и подставьте в формулу. Выполните необхо-

димые математические действия и получите результат. 

11.  При вычислениях применяйте правила действия с прибли-

женными числами. Точность вычислений должна соответствовать 

точности исходных данных задачи. 

12.  Оцените правдоподобность полученного числово-

го значения. 

 

Авторы выражают благодарность рецензентам: профессору ка-

федры общей физики БГУ, доктору физико-математических наук 

И.Р. Гулакову и заведующему кафедрой физики БГТУ, профессо-

ру, доктору физико-математических наук И.И. Наркевичу, полез-

ные замечания и советы которых позволили значительно повысить 

качество данного учебного пособия. 

Авторы с благодарностью примут конструктивные замечания и 

пожелания, касающиеся содержания учебного пособия. 
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 I. МЕХАНИКА 

1. КИНЕМАТИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ  

И ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 

Краткие теоретические сведения  

 
Механическое движение – это изменение положения тел или 

их частей относительно друг друга в пространстве с течением вре-

мени. 

Материальная точка – это тело, размерами и формой которого 

при заданных условиях  можно пренебречь, а всю массу считать 

сконцентрированной в одной точке. 

Абсолютно твердое тело – это тело, деформациями которого 

можно пренебречь. 

Поступательное движение – это движение, при котором любая 

прямая, связанная с движущимся абсолютно твердым телом, оста-

ется параллельной самой себе. 

Траектория – это линия, которую описывает материальная точ-

ка при своем движении. 

Положение материальной точки в пространстве определяется 

радиус-вектором r


 – вектором, проведенным из начала координат 

в точку пространства, в которой находится данная материальная 

точка. 

Перемещение ( r


) тела – это  вектор, проведенный из началь-

ного положения тела в его  конечное положение,  

 

12 rrr


 . 

 

Мгновенная скорость тела – производная от радиус-вектора 

движущегося тела по времени t: 

 

dt

rd



v . 

 

Мгновенная скорость характеризует направление и быстроту 

перемещения тела по траектории. 
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Ускорение тела – производная от скорости по времени или 

вторая производная от радиус-вектора движущегося тела по време-

ни: 

2

2

dt

rd

dt

d
a





v

. 

 

При равномерном прямолинейном движении  ( v


 = const) вы-

полняется соотношение 

 

tr  v


. 

 

Уравнения движения тела с постоянным ускорением 

a
  

= const: 

ta


 0vv , 

2

2

0

ta
tr




 v , 

 

где 0v


– начальная скорость. 

В криволинейном движении материальной точки полное уско-

рение a


 – это  векторная сумма тангенциального a


 и нормаль-

ного na


 ускорений. Модуль полного ускорения  

 
22

naaa  
, 

при этом 

dt

d
a

v
 ; 

 

R
an

2v
 , 

 

где R – радиус кривизны в данной точке траектории. 
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Среднее значение модуля скорости тела в промежутке времени 

от t до (t + t) 

t

S




v , 

 

где  S – путь, пройденный точкой за промежуток времени  t. 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. Уравнение  движения материальной точки имеет вид 

4CtBtAx  , где А = 1,0 м, В = 2,0 м/с, С = –0,5 м/с
4
. Найти 

координату, проекции скорости и ускорения точки в момент вре-

мени t = 3 c. 

 

 Решение. Координату х точки нахо-

дим, подставляя числовые значения в 

уравнение движения: 

 

м5,33815,0321 х . 

 

Проекция мгновенной скорости 

точки 

 

34CtB
dt

dx
x v . 

 

Проекция мгновенного ускорения точки 

 

2

2

2

12Ct
dt

xd

dt

d
a x

x 
v

. 

 

В момент времени t = 3 c: 

 

 см0,52275,040,2 xv ; 

Дано: 
4CtBtAx  м; 

А = 1,0 м;  

В = 2,0 м/с;  

С = –0,5 м/с
4
;
 
 

t = 3 c 

 

Найти: x; ax; vx             
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v
0

x

y

o

v

a


g

v
y

a
n




v
0

 
Рис. 1.1 

 
2см0,5495,012 xa . 

 

Следовательно, точка движется в отрицательном направлении 

оси ОХ ускоренно. 

 

Ответ. м533,х ; см0,52xv ; 
2

см0,54xa . 

 

Задача 2. С башни в горизонтальном направлении брошено тело 

с начальной скоростью v0 = 10,0 м/с. Пренебрегая сопротивлением 

воздуха, определить для момента времени t = 2 с после начала дви-

жения: 1) скорость тела; 2) радиус кривизны его траектории.  

 

Решение. Разложим векторы скорости и уско-

рения на составляющие по  осям ОХ и ОY 

(рис. 1.1): 
 

 aag ny


;0 vvv . 

 

Так как проекция скорости vy = gt, то мо-

дуль скорости 

 

222

0 tg vv ; 

 

        0,2228,90,10 222 v м/с. 

 

Из рис. 1.1 видно, что проекция 

нормального ускорения 

                                       

 cosgan .     

           

Из треугольника разложения 

вектора скорости v


 на составляющие имеем 

                                 
222

0

00cos
tg


v

v

v

v
.      

Дано: 

v0 = 10,0 м/с; 

t = 2 c; 

g = 10 м/с
2 

 

Найти:   v ; R             
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Тогда   

222

0

0cos
tg

g
a gn


 

v

v
. 

 

С другой стороны,  

R
an

2v
 . 

 

Тогда радиус кривизны траектории  

 

 
0

2
3

222

0
2

v

vv

g

tg

a
R

n


 ; 

 

 
м0,109

0,100,10

28,90,10 2
3

222





R . 

 

Ответ.  v = 22,0 м/с; R = 109,0 м. 

 

Задача 3. Ускорение материальной точки изменяется по закону 

jita


0,30,3 2  (м/с
2
). Найти, на каком расстоянии от начала 

координат точка будет находиться в момент времени t = 1 c, если 

при t = 0 0;0 00  r


v .  

 

Решение. Разложим вектор  скорости 

v


: 

 

ji yx


vvv  . 

 

Так как компоненты вектора 

скорости v


 связаны с компонентами 

вектора ускорения соотношениями  

Дано: 

jita


0,30,3 2  м/с
2
; 

t = 1 c; 

0;0 00  r


v при t = 0 

 

Найти:  r  



11 

                                 
dt

d
a

dt

d
a

yx
x y

vv
 ; , 

 

то, учитывая, что по условию задачи jita


0,30,3 2  , можем 

записать 

.м/с0,3;м/с0,3 222 
dt

d
t

dt

d yx
vv

 

 

Разделим переменные и проинтегрируем 

 

21

3 0,3; CtCt yx  vv . 

 

Найдем постоянные интегрирования, исходя из начальных 

условий v0x  = 0, v0y = 0 при t = 0, 

 

С1 = 0; С2 = 0. 

 

Так как компоненты вектора скорости v


связаны с компонента-

ми радиус-вектора jtyitxtr


)()()(   соотношениями  

 

                                        
dt

dy

dt

dx
yx  vv ; ,  

 

то получаем два дифференциальных уравнения 

 

                                     t
dt

dy
t

dt

dx
0,3;3  . (1.1) 

 

Тогда координаты x(t), y(t) получаются интегрированием выра-

жений (1.1) 

3

4

4
)( C

t
tx  ; 
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4

2

2

0,3
)( C

t
ty  . 

 

Учитывая начальные условия: x = 0, y = 0  при t = 0, находим 

С3 = 0, С4 = 0. 

Уравнение движения материальной точки будет иметь вид  

 

j
t

i
t

tr


2

0,3

4
)(

24

 . 

 

Модуль радиус-вектора )(tr


  

 

2
2

2
4

22

2

0,3

4
)()()( 



















tt
tytxtr


. 

 

Подставляя время t = 1 с, получим расстояние r  от начала коор-

динат до материальной точки:   

 








 











2
2

2
4

2

10,3

4

1
)(tr

 1,5 м. 

 

Ответ. r = 1,5 м. 

 

  З а д а ч и  
 

4 балла 
 

1.1 Точка движется в плоскости XOY. Проекция скорости на ось 

OX составляет vx = 3,0 м/с, на ось OY – vy = 4,0 м/с. Чему ра-

вен модуль скорости v точки?  

Ответ. v = 5,0 м/с. 
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1.2 Радиус-вектор точки изменяется по закону 

ktjtir
 2854   (м). Как изменяются с течением времени 

координаты точки x, y, z?  

Ответ.  х = 4 (м) и  с течением времени не изменяется; y = 

= 5t (м) – линейная зависимость  координаты  y от  t; z =  

= −8t
2
 (м) – параболическая зависимость координаты z(t). 

 

1.3 Изменение координаты х материальной точки от времени 

определяется уравнением х = 6t
5
 (м). С какой по модулю 

скоростью движется материальная точка вдоль оси ОХ?  

Ответ. vх = 30t
4
 м/с. 

1.4 Модуль скорости тела, движущегося  вдоль оси ОХ, изменя-

ется по закону t43v (м/с). Чему равна средняя скорость 

тела в промежутке времени от t1 = 5 c до t2 = 10 c?  

Ответ. <v> = 33 м/c. 

1.5 Вектор скорости материальной точки изменяется по закону 

jti
 243 v (м/с). Чему равны проекции скорости на оси 

ОХ и ОY?  

Ответ. vx = 3 м/с; 
2

4ty v м/с. 

1.6 Модуль скорости точки изменяется с течением времени по 

закону 
23tv  м/с. Как изменяется модуль ускорения?  

Ответ. ta 6 м/с
2
 – линейная зависимость. 

1.7 Траектория движения тела имеет радиус кривизны 10,0 м. 

Модуль скорости движения тела 5,0 м/с. Чему равно нор-

мальное ускорение тела?  

Ответ. an = 2,5 м/с
2
. 

1.8 Тело проходит за 10,0 с путь длиной 2,0 м. Начальная ско-

рость тела равна нулю. Считая движение равноускоренным, 

найти модуль ускорения тела.  

Ответ. а = 4,010
−2 

м/с
2
.  
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1.9 В данной точке траектории нормальное ускорение тела 

3na  м/с
2
, тангенциальное ускорение 4a  м/с

2
. Чему 

равно полное ускорение тела?  

Ответ. а = 5 м/с
2
. 

1.10 Полное ускорение тела а = 10,0 м/с
2
, нормальное ускорение 

0,4na  м/с
2
. Чему равно тангенциальное ускорение тела?  

Ответ. 29,a  м/с
2
. 

 
5–6 баллов 

 
1.11 Координаты двух точек в зависимости от времени имеют 

вид x1 = 23,0 + 2,6t + 1,5t
2
 (м); x2  = 16,0 + 8,0t – 0,75t

2 
(м). 

Определить момент времени t1, в который скорости этих то-

чек будут одинаковыми.  

Ответ. t1 = 1,2 с. 

1.12 Модуль скорости точки изменяется по закону 
245 tv (м/с). Чему равно тангенциальное ускорение 

точки в момент времени t1 = 2 с?  

Ответ. 16a м/с
2
. 

1.13 Тело брошено под углом к горизонту. Максимальная высота 

подъема Sh
4

1
 , где S – дальность полета. Определить угол 

бросания к горизонту. Сопротивлением воздуха пренебречь.  

Ответ.  = 45. 

1.14 Тело падает с высоты h = 19,60 м с начальной скоростью 

v0 = 0,0 м/с. Какой путь пройдет тело за первую и послед-

нюю 0,1 с своего движения?  

Ответ. h1 = 0,05 м; h2  = 1,90 м. 

1.15 Мяч, брошенный горизонтально, ударяется о стенку, нахо-

дящуюся на расстоянии l = 5,0 м от места бросания. Высота 

места удара мяча о стенку на h = 1,0 м меньше высоты h, с 

которой брошен мяч. С какой начальной скоростью v0х бро-
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шен мяч? Под каким углом  мяч подлетает к поверхности 

стенки?  

Ответ. v0x  = 11,1 м/с; tg  = 2,5;


68 . 

1.16 Камень, брошенный со скоростью v0 = 10,0 м/с под углом 

 = 45
о
 к горизонту, упал на землю на расстоянии l от места 

бросания. С какой высоты h надо бросить камень в горизон-

тальном направлении, чтобы при той же начальной скорости 

v0 он упал на то же место? 

Ответ. h = 5,1 м. 

1.17 Два автомобиля, выехав одновременно из одного пункта, 

движутся прямолинейно в одном направлении. Зависимости 

пройденных автомобилями путей задаются уравнениями 
2

1 BtAtS  (м);   
32

2 FtDtCtS  (м), соответственно. 

Определить скорость первого автомобиля относительно вто-

рого автомобиля.  

 Ответ.   2
32 FtDBtCAu  . 

1.18 Уравнение движения материальной точки вдоль оси ОХ име-

ет вид 
32 CtBtAtx  (м), где А = 2 м/с, В = 3 м/с

2
, 

С = 4 м/с
3
. Найти: 1) зависимость модуля скорости v и моду-

ля ускорения а от времени t; 2) путь,  модули скорости и 

ускорения тела через 2 с после начала движения.  

Ответ. 1) v = 2 – 6t + 12t
2
; a = –6 + 24t; 2) S = 24 м; 

v  = 38 м/с; a = 42 м/с
2
. 

1.19 Уравнения движения двух материальных точек имеют вид 
3

1

2

111 tCtBtAx  ; 
3

2

2

222 tCtBtAx  ,  где   В1 = 

= 4,0 м/с
2
; С1 = 3,0 м/с

3
; В2 = 2,0 м/с

2
; С2 =  1,0 м/с

3
. Опре-

делить момент времени t1, для которого ускорения этих то-

чек будут равны.  

Ответ. t1 = 0,5 с. 

1.20 Тело, движущееся со скоростью v = 36 км/ч, останавливается 

при торможении в течение 2 с. С каким средним ускорением 

двигалось тело? Какое расстояние оно прошло до остановки?   

Ответ. а = 5 м/с
2
; S  = 10 м. 
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1.21 При равномерном торможении проекция скорости автомо-

биля vx за 20 с уменьшилась с 72 до 54 км/ч. Получить урав-

нение изменения проекции скорости vx от времени t  и по-

строить ее график.  

Ответ. vx (t) = 20  0,25t ( м/с) – линейная зависимость. 

 
7–8 баллов 

 
1.22 Тело 1 брошено вертикально вверх с начальной скоростью 

v01 = 20,0 м/c. Тело 2 падает с высоты Н = 5,0 м с начальной 

скоростью v02 = 0 м/c. Найти расстояние h между телами че-

рез промежуток времени t = 0,1 с. Определить время tвс, че-

рез которое тела встретятся.  

Ответ. h = 3,0 м; tвс = 0,25 с. 

1.23 Два тела движутся навстречу друг другу в вертикальном 

направлении. Тело 1 свободно падает с высоты Н = 16,0 м, 

тело 2 начинает двигаться вверх  с начальной скоростью v02. 

Через время t = 0,5 с расстояние между телами h = 10,0 м. 

Найти модуль начальной скорости v02 второго тела.  

Ответ. v02 = 12 м/c.  

1.24 Первое тело брошено с поверхности Земли вертикально 

вверх с начальной скоростью м/с0,501 v . В тот же мо-

мент времени вертикально вниз с той же начальной скоро-

стью из точки, находящейся на максимальной высоте подъ-

ема maxh  первого тела, брошено второе тело. Определить: 

1) в какой момент времени t тела встретятся; 2) на какой вы-

соте h от поверхности Земли произойдетвстреча; 3) проек-

ции скоростей 1v и 2v  тел в момент встречи.  

Ответ. t = 1,3 · 10
−1

 с; h = 5,6  10
−1

 м; v1 = – 3,8 м/с; v2 = 

= 6,3 м/с. 

1.25 Тело брошено горизонтально со скоростью v = 15,0 м/с. 

Найти нормальное и тангенциальное ускорения тела через 

t = 1 с после начала движения.  
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Ответ. 2

222
м/с2,8




tg

g
a

x

n

v

vx ;  

    

2

222

2

м/с4,5



tg

tg
a

x

τ

v
. 

1.26 Тело  брошено  со скоростью v0 = 20,0 м/с под углом  = 30 

к горизонту. Определить в момент времени  t1 = 1,5 с после 

начала движения нормальное и тангенциальное ускорения.  

Ответ.  аn = 9,5 м/с
2 
; аτ = 2,6 м/с

2
. 

1.27 Точка движется в плоскости ХОY из положения с координа-

тами 000  yx . Вектор скорости с течением времени из-

меняется по закону jbtia


v , где a и b – постоянные. 

Определить: 1) уравнение траектории точки y(x);     2) форму 

траектории.  

Ответ. 2

22
x

a

b
y  ; парабола. 

1.28 Материальная точка движется прямолинейно. Уравнение 

движения имеет вид 
304,00,2 ttx  (м). Найти скорость и 

ускорение точки в моменты времени  t1 = 0 и t2  = 5 с. Каковы 

средние значения  скорости и  ускорения за первые 5 с дви-

жения?  

Ответ. v1 = 2,0 м/c;   v2 = 5,0 м/c; a1 = 0 м/c
2
;   

a2 = 1,20 м/c
2
;  м/c;3,0v a

2
м/c0,60 .     

1.29 Точка движется вдоль оси ОХ согласно уравнению 

8
0,6

3t
tx   (м). Найти среднюю скорость движения точки 

в интервале времени от t1 = 2 с  до   t2 = 6 с, проекции скоро-

сти и ускорения точки в момент времени t2 = 6 с.  

Ответ. м/c;3,0v  vx = –7,5 м/с; аx = –4,5 м/с
2
. 

1.30 Радиус-вектор материальной точки изменяется со временем 

по закону jBtiAtr
 2  (м). Найти: а) уравнение траекто-
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рии, изобразить ее графически; б) проекции скорости на оси 

координат; в) зависимости от времени векторов скорости и 

ускорения, модули этих величин в момент времени t1 = 1,5 с. 

Данные: А = 2,0 м/с, В = 6,0 м/с
2
.  

Ответ. а) y = 1,5x
2
; б) vx = 2,0 м/с;  vy = 12,0t м/с;  

в) jti


0,120,2 v ;  ja


0,12 ;   v1 = 18,1 м/с;   

а = 12,0 м/с
2
. 

1.31 Радиус-вектор материальной точки изменяется со временем 

по закону jBtiAtr


 2
 (м). Найти: а) уравнение траекто-

рии, изобразить ее графически; б) проекции скорости на оси 

координат; в) зависимости от времени векторов скорости и 

ускорения, модули этих величин в момент времени t1 = 0,3 с. 

Данные: А = 36,0 м/с
2
, В = 12,0 м/с.  

Ответ. а) xy 2 ;  б) vx = 72,0t (м/с);   vy = 12,0 м/с;  

в) jit


0,120,72 v ; ia


0,72 ;v1 = 24,7 м/с;  а = 72,0 м/с
2
. 

1.32 Две материальные точки движутся из начала координат в 

одной и той же системе отсчета со скоростями, изменяющи-

мися с течением времени по следующим законам: 

kjtit


0,30,20,5 2

1 v (м/с); ktjti
 2

2 0,20,10,4 v  (м/с). Найти 

расстояние между точками в момент времени t1 = 1,0 с.  

Ответ. r12 = 2,8 м. 

1.33 Две материальные точки движутся из начала координат в 

одной и той же системе отсчета со скоростями, изменяющи-

мися с течением времени по следующим законам:  

ktit
 2

1 0,60,2 v (м/с); ktjtit


0,20,45,4 2

2 v  (м/с). 

Найти расстояние между материальными точками в момент 

времени t1 = 2 с.  

Ответ. r12  = 23,0 м.  

1.34 Радиус-вектор материальной точки относительно начала ко-

ординат изменяется со временем по закону 

jtitr
 2

62   (м). Найти уравнение траектории и проекции 

скорости на оси координат.  

Ответ. y = 1,5x
2
; vx = 2 (м/с); vy = 12t (м/с). 
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1.35 Проекция ускорения материальной точки изменяется по за-

кону 20,140,200,2 tta  (м/с
2
). Какой скорости до-

стигнет материальная точка через t1 = 0,5 с после начала 

движения из состояния покоя? Какой путь она пройдет за 

это время?  

Ответ. v = 2,1 м/с; S = 0,24 м. 

1.36 Уравнение движения материальной точки вдоль оси ОХ име-

ет вид 
32 DtCtBtAx  (м), где С = 0,14 м/с

2
 и 

D = 0,01 м/с
3
. Через какое время после начала движения 

ускорение тела будет равно 1,0 м/с
2
?  

Ответ. t = 12 c. 

1.37 Велосипедист ехал из одного города в другой. Половину 

пути он проехал со скоростью 12 км/ч. Затем половину 

оставшегося времени ехал со скоростью 6 км/ч, после чего 

до конца пути – со скоростью 4 км/ч. Чему равна средняя 

скорость велосипедиста?  

Ответ. vcp = 1,90 м/с. 

1.38 В первой половине пути автобус двигался со скоростью в 

8 раз большей, чем во второй. Средняя скорость автобуса на 

всем пути 16 км/ч. Чему равна скорость автобуса на каждой 

половине пути?  

Ответ. v1 = 20 м/с; v2 = 2,5 м/с. 

 
9–10 баллов 

 
1.39 Три точки находятся в вершинах равностороннего треуголь-

ника, сторона которого равна а. Они начинают одновремен-

но двигаться с постоянной по модулю скоростью v, причем 

первая точка все время держит курс на вторую, вторая – на 

третью, третья – на первую. Через сколько времени они 

встретятся?  

Ответ. 
v3

2a
t  . 

1.40 Две частицы движутся с ускорением g = 9,8 м/с
2
 в однород-

ном поле тяжести. В начальный момент времени частицы 
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находились в одной точке, имели скорости v1 = 3,0 м/с и 

v2 = 4,0 м/с, направленные горизонтально и в противополож-

ные стороны. Найти расстояние между частицами в момент, 

когда векторы их скоростей окажутся взаимно перпендику-

лярными. 

 Ответ.   52
21

21 ,
g

l 
vv

vv м. 

1.41 На реке на расстоянии l = 60 м от берега закреплен на якоре 

плот. Скорость течения реки у берега равна нулю и возрас-

тает пропорционально расстоянию от берега, так что у плота 

скорость реки равна 2 м/с. Лодка движется от берега к плоту. 

Скорость лодки относительно воды  2 м/с. Под каким углом 

φ должна быть направлена скорость лодки перед отплытием, 

чтобы без дальнейших корректировок ее скорости пристать 

к плоту точно напротив  места отплытия?  Сколько времени 

понадобится лодке, чтобы достичь плота?  

Ответ.  = 30 от перпендикуляра к берегу против тече-

ния реки; t = 35 c. 

1.42 Уравнения движения материальной точки имеют вид x =     

= –9 + 3t, y = 4t – t
2
. Определить векторы скорости, ускоре-

ния и угол между ними в момент времени t = 2 c.  

Ответ. jti


)2(43 v ; ja


2 ; угол между 

векторами скорости и ускорения равен 90. 

1.43 Две частицы движутся с постоянными скоростями v1 и v2 по 

двум взаимно перпендикулярным прямым к точке их пере-

сечения О. В момент t = 0 частицы находились на расстоя-

ниях l1 и l2 от точки О, соответственно. Через какой проме-

жуток времени после этого расстояние между частицами 

станет наименьшим? Чему оно равно.  

Ответ. 
2

2

2

1

2211

vv

vv






ll
t m

; minl  .
2

2

2

1

2112

vv

vv






ll
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2. КИНЕМАТИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Вращательное движение твердого тела – это движение, при 

котором все точки тела движутся по окружностям, центры которых 

лежат на одной и той же прямой, которая называется осью враще-

ния. 

Угловая скорость твердого тела – это  производная от угла по-

ворота по времени 

dt

d
 . 

 

Угловое ускорение твердого тела – это  производная от угловой 

скорости по времени или вторая производная от угла поворота по 

времени 

2

2

dt

d

dt

d 



 . 

 

При равномерном вращательном движении вокруг неподвиж-

ной оси ( =  const) выполняется соотношение 

 

t . 

 

Уравнения равнопеременного вращательного движения твер-

дого тела вокруг неподвижной оси (  = const): 

 

t 0 , 

2

2

0

t
t


 . 

 

Уравнения связи  модулей угловых величин с модулями линей-

ных:  

RaRaRRddS n
2,,,  v , 
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где dS – путь, пройденный точкой вращающегося тела (длина дуги) 

при повороте на угол dφ за промежуток времени dt;  

R  –   расстояние от точки до оси вращения; 

а – модуль тангенциального ускорения;  

аn – модуль нормального ускорения. 

Частотой n при равномерном вращении называется  число обо-

ротов в единицу времени 

 

n = N/t,          [n] = 1 Гц. 

 

Периодом вращения Т называется время одного полного обо-

рота. 

Угловая скорость тела , вращающегося равномерно, связана с 

частотой n и периодом вращения Т соотношением 

 

T
n




2
2 . 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. Тело вращается вокруг неподвижной оси по закону 

2CtBtA  (рад), где А = 10,0 рад; В = 20,0  рад/с;  

С =  −2,0 рад/с
2
. Расстояние от точки до оси вращения 

R = 0,1. Найти полное ускорение материальной точки в момент 

времени t = 4,0 c. 
 

Решение. Полное ускорение a


 точ-

ки, движущейся по кривой линии, 

может быть найдено как геометриче-

ская сумма тангенциального ускоре-

ния a


, направленного по касатель-

ной к траектории, и нормального 

ускорения na


, направленного к цен-

тру кривизны траектории (рис. 2.1), 

Дано: 
2CtBtA  рад; 

А = 10,0 рад; 

В = 20,0  рад/с;   

С = –2,0 рад/с
2
; 

R = 0,1 м; 

 t = 4,0 c 

 

Найти:  а  
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naaa


  . 

 

Так как векторы a


 и na


 взаимно пер-

пендикулярны, модуль ускорения 

 

22

naaa   .   (2.1) 

 

Модули тангенциального и нормального ускорения точки 

вращающегося тела выражаются формулами 

 

RaRa n
2;  . 

 

Подставляя выражения a  и na  в формулу (2.1), находим 

 

                         
422422  RRRa . (2.2) 

 

Угловую скорость  найдем, взяв первую производную от угла 

поворота по времени 

                                         CtB
dt

d
2


 . 

 

В момент времени t = 4 c модуль угловой скорости 
 

   рад/с0,4рад/с42220  . 

 

Угловое ускорение найдем, взяв первую производную от угло-

вой скорости по времени 

 

                                 2рад/с0,42 


 C
dt

d
,  

 

следовательно, движение равнозамедленное при t = 4,0 c . 

a

an

a
O

v

 
 

Рис. 2.1 
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Подставляя значения ,  и R в формулу (2.2), получим 
 

  2м/с7,142
441,0  a . 

 

Ответ. 
2

м/с7,1a . 

 

Задача 2. Диск радиусом R = 5 см вращается вокруг неподвиж-

ной оси так, что зависимость угловой скорости от времени задается 

уравнением 
452 BtAt  (рад/с), где А = 2,0 рад/с

2
; 

В = 1,0 рад/с
2
. Определить для точек на ободе диска к концу первой 

секунды после начала движения: 1) модуль полного ускорения; 

2) число оборотов, сделанных диском. 

 

Решение. Модуль полного ускоре-

ния точек на ободе диска  
                                                

22

naaa   . 

 

Тангенциальная и нормальная 

составляющие ускорения рассчи-

тываются по формулам 
 

Ra  ; Ran
2 . 

Тогда  

)202( 3BtAR
dt

d
RRa 


 ; 

242 )52( BtAtRRan  . 

 

Полное ускорение  

 

       
4423 )52()202( BtAtBtARa  . 

 

Подставляя числовые значения, получаем 

  

Дано: 
452 BtAt   рад/с; 

А = 2,0 рад/с
2
; 

В = 1,0 рад/с
2
; 

t = 1c; 

R = 5 см = 0,05 м 

 

Найти:  а; N  
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.м/с2,4

)10,1510,22()10,1200,22(05,0

2

4423



a
 

 

Если диск совершил N оборотов, то угол поворота диска  

 

                                              N 2 .  

 

Так как  

dt

d
 ,  

 

то 

 

52

0

4

0

)52( BtAtdtBtAtdt

tt

  . 

 

Следовательно, число оборотов диска  
 

5,0
22

52












BtAt
N ; 

 

5,0
2

10,110,2 52





N . 

 
 

Ответ. а = 4,2 м/с
2
; N = 0,5. 

 

Задача 3. Точка движется по окружности радиусом R = 20 см с 

постоянным тангенциальным ускорением а.. Найти нормальное 

ускорение an точки  через время t1 = 20 c после начала движения, 

если известно, что к концу десятого оборота после начала движе-

ния линейная скорость точки v = 0,5 м/с. 
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Решение. Нормальное ускорение 

точки определяется по соотношению 

 

Ran

2 . 

 

Так как  = t, то 

 

         Rtan

22 .          (2.3) 

 

За время t1  изменение угла поворота составит 

 

 
2

2

1
0

t
 .                         (2.4) 

 

Учитывая, что число оборотов равно N, выражение (2.4) можно 

записать так 

2
2

2

1tN


 . 

 

Отсюда находим  
 

                              
2

1

4
t

N





;    1

4
t

N





.  (2.5) 

 

Через время t1 угловая скорость точки будет  

 

11 t . 

Тогда         




 1

1t . 

 

С учетом (2.4) можно записать, что 
 

Дано: 

R = 20 см = 0,2 м; 

а = const; 

t1 = 20 c; 

v = 0,5 м/с; 

N = 10; 

φ0 = 0 рад при t0 = 0 с 

 

Найти: an 
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2

2

14








N
;      






2

14 N . 

 

С другой стороны,   угловая скорость точки может быть вычис-

лена через линейную скорость и радиус окружности  

 

R

v
1 . 

Тогда 

2

2

4
R

N



v

. 

 

Откуда получаем величину углового ускорения 
 

                                     
2

2

4 RN


v
.  (2.6) 

 

Подставляя (2.6) в (2.5), окончательно получим для нормального 

ускорения выражение 

 

2

32

24

322

2

1

4

м/с2,0
2,010014,316

205,0

16










RN

t
аn

v
. 

 
 

Ответ. аn =  0,2 м/с
2
.  

 
З а д а ч и  

 
4 балла 

 
2.1 Вектор угловой скорости направлен 

так, как показано на рис. 2.2. В ка-

кую сторону вращается материаль-

ная точка: по стрелке (а) или по 

а б



 

Рис. 2.2 
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стрелки (б)? Почему?  

Ответ. По стрелке (а). 

2.2 Тело за 2 с совершило поворот на угол 2. Найти угловую 

скорость?   

Ответ. рад/с . 

2.3 Если за время 10 с тело совершило 100 полных оборотов с 

постоянной угловой скоростью, чему равен период и частота 

вращения тела?  

Ответ. Т = 0,1 с; n = 10 Гц. 

2.4 Тело вращается вокруг оси с частотой n = 10 Гц. Чему равен 

модуль угловой скорости тела?  

Ответ. рад/с20πω  . 

2.5 Тело вращается вокруг своей оси с угловой скоростью 

 = 2t рад/с. Чему равен модуль углового ускорения тела?  

Ответ. 2
рад/с2 . 

2.6 Тело равномерно вращается по окружности радиуса R = 10 м 

с угловой скоростью ω = 3 рад/с. Чему равен модуль линей-

ной скорости тела?  

Ответ. v = 30 м/с. 

2.7 Тело движется по окружности с угловой скоростью 

t43 (рад/с). Найти модуль углового ускорения тела?  

Ответ.   = 4 рад/с
2
. 

2.8 Угловое ускорение точки, движущейся по окружности ради-

уса R = 10 м, равно  = 5t
2
 рад/с

2
. Чему равен модуль танген-

циального ускорения в момент времени t1 = 1 с?  

Ответ. 50a м/с
2
. 

2.9 Тело за 10 с совершило 20 полных оборотов по окружности 

радиуса 5 м. Найти нормальное ускорение тела.  

Ответ. 789na м/с
2
. 

2.10 Тело движется по окружности радиуса R = 5 м с тангенци-

альным  ускорением,  равным 10 м/с
2
. Чему равен  модуль  
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углового ускорения тела?  

Ответ.  = 2 рад/с
2
. 

 
5–6 баллов 

 

2.11 Точка движется по окружности радиусом R = 20 см с посто-

янным тангенциальным ускорением а = 5,0 см/с
2
. Через ка-

кое время t после начала движения модуль центростреми-

тельного ускорения аn точки будет а) равен модулю 

тангенциальному; б) вдвое больше модуля тангенциального.  

Ответ. t1 = 2 с; t2 = 2,8 с. 

2.12 Точка движется по окружности радиусом R с постоянным 

тангенциальным ускорением а = 0,5 м/с
2
. Через время 

t = 2,1 с после начала движения модуль нормального ускоре-

ния точки аn = 0,6а. Найти радиус окружности.  

Ответ. R =  3,7 м. 

2.13 Колесо радиусом R = 0,10 м вращается с угловым ускорени-

ем  = 3,14 рад/с
2
. Найти для точек на ободе колеса к концу 

первой секунды после начала движения: а) угловую скорость 

; б) модуль линейной скорости v; в) модуль тангенциально-

го ускорения а; г) модуль нормального ускорения аn; д) мо-

дуль полного ускорения а; е) угол , составляемый вектором 

полного ускорения с радиусом колеса.   

Ответ.  а)  = 3,14 рад/с;  б) v =  0,31 м/с;   

в) а = 0,31 м/с
2
; г) аn = 0,99 м/с

2
; 

д) а = 1,03 м/с
2
; е) sin  = 0,30,   = 1746. 

2.14 Диск вращается вокруг неподвижной оси так, что зависи-

мость угла поворота радиуса диска от времени задается 

уравнением 
25,0 t . Определить к концу второй секунды 

после начала движения: 1) модуль угловой скорости диска; 

2) модуль углового ускорения диска; 3) для точки, находя-

щейся на расстоянии 0,8 м от оси вращения модули танген-

циального а, нормального аn и полного а ускорения.  

Ответ.  = 2 рад/с;  = 1 рад/с
2
; а = 0,8 м/с

2
; аn = 3,2 м/с

2
;  

а = 3, 3 м/с
2
. 
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2.15 Автомобиль движется по горизонтальной дороге со скоро-

стью 90 км/ч. Чему равен модуль скорости точки обода, ле-

жащей на одном уровне с осью колеса, относительно по-

верхности Земли.  

Ответ. v = 35,25 м/с. 

2.16 Определить модуль полного ускорения а точки, находящей-

ся на ободе колеса радиусом R = 0,5 м, вращающегося со-

гласно уравнению 
3ВtАt  (рад), где А = 2,0 рад/с; 

В = 0,2 рад/с
3
, в момент времени t = 3 с.  

Ответ. а = 27,4 м/с
2
. 

2.17 Колесо вращается так, что зависимость угла поворота радиу-

са колеса от времени дается уравнением   
32 DtCtBtA  (рад), где В = 1,0 рад/с, 

С = 1,0 рад/с
2
,  D = 1,0 рад/с

3
. Найти радиус колеса R, если 

известно, что к концу второй секунды движения для точек, 

лежащих на ободе колеса, модуль нормального ускорения 

аn = 3,4610
2
 м/с

2
.  

Ответ. R = 1,20 м. 

2.18 Диск радиусом R = 0,2 м вращается согласно уравнению  
3СtВtА  (рад), где А = 3,0 рад; В = –1,0 рад/с; 

С = 0,1 рад/с
3
. Определить модули тангенциального а,, нор-

мального аn и полного а ускорение точек на окружности 

диска для момента времени t = 10 с.  

Ответ. а = 1,2 м/с
2
; аn = 168,2 м/с 

2
; а = 168,2 м/с

2
. 

2.19 Колесо радиусом R = 0,1 м вращается так, что зависимость 

угла поворота радиуса колеса от времени дается уравнением 
3СtВtА   (рад), где  В = 2,0 рад/с; С = 1,0 рад/с

3
. Для 

точек, лежащих на ободе колеса, найти через 2 с после нача-

ла движения: 1) угловую скорость;    2) модуль линейной 

скорости; 3) модуль углового ускорения; 4) модуль танген-

циального ускорения; 5) модуль нормального ускорения.  

Ответ.  = 14,0 рад/с;  v = 1,4 м/с;   = 12,0 рад/с
2
;  

а = 1,2 м/с
2
; аn = 19,6 м/с

2
. 
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7–8 баллов 
 

2.20 Материальная точка движется вдоль осей х и у по законам: 
30,2 ttx  (м); 

32 0,2 tty  (м). Найти модули полного, 

тангенциального и нормального ускорений точки в момент 

времени c2,01 t , а также радиус кривизны  

траектории в этот момент времени.  

Ответ. а = 4,6 м/с
2
; а = 0,3 м/с

2
; аn = 4,6 м/с

2
;  

R = 86,710
−2

 м. 

2.21 Колесо вращается с постоянным угловым ускорением 

 = 3,0 рад/с
2
. Определить радиус колеса, если через t = 1 с 

после начала движения полное ускорение колеса а = 7,5 м/с
2
.  

Ответ. R = 0,8 м. 

2.22 Материальная точка движется вдоль осей х и у по законам 
30,20,34 ttx  (м); 

20,5 tty  (м). Найти модули пол-

ного, тангенциального и нормального ускорений точки в 

момент времени c6,01 t , а также радиус кривизны траек-

тории в этот момент времени.  

Ответ. а = 7,5 м/с
2
; а = 0,20 м/с

2
; аn = 7,5 м/с

2
; R = 2,1 м.  

2.23 Точка движется вдоль осей х и у по законам 
20,30,2 ttx  (м), 30,40,24 ty  (м). Найти модуль полно-

го, тангенциального и нормального ускорений точки в мо-

мент времени t = 1 с, а также радиус кривизны траектории в 

этот момент времени.  

Ответ. а = 24,7 м/с
2
; а = 23,3 м/с

2
; аn = 8,3 м/с

2
; R = 25,0 м.  

2.24 Найти модуль углового ускорения  колеса, если известно, 

что через время t = 2 с после начала движения вектор полно-

го ускорения точки, лежащей на ободе, составляет угол 

 = 60 с вектором ее линейной скорости.  

Ответ.  = 0,43 рад/с
2
. 

2.25 Материальная точка движется по окружности радиуса 

R = 10 см с постоянным тангенциальным ускорением 

а = 0,4 см/с
2
. Через какие промежутки времени вектор пол-
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ного ускорения образует с вектором скорости v


 угол 

равный 60 и 80? Какова длина пути, пройденного точкой   

за   эти промежутки времени?  

Ответ. t1  = 6,6 c;  S1 = 8,7·10
-2

 м;  t2  = 12 c;  S2 = 2,9·10
-1

 м. 

2.26 Диск радиусом R = 0,1 м вращается вокруг своей оси. Зави-

симость угла поворота диска от времени задается уравнени-

ем  = 2,0 + 4,0t
3
 рад. Определить угол поворота , при ко-

тором вектор полного ускорения составляет с радиусом 

диска угол 45.  

Ответ.  = 2,7 рад. 

2.27 Точка движется по окружности радиусом R = 0,02 м. Зави-

симость пройденного точкой пути от времени дается урав-

нением 
3СtS  (см), где С = 0,1 см/с

3
. Найти нормальное и 

тангенциальное ускорения точки в момент, когда модуль ли-

нейной скорости точки v = 0,3 м/с.  

Ответ. аn = 4,50 м/с
2
; а = 0,06 м/с

2
. 

 
9–10 баллов 

 
2.28 Точка движется по окружности так, что зависимость прой-

денного точкой пути от времени дается уравнением 
2СtВtАS  (м), где В = –2,0 м/с и С = 1,0 м/с

2
. Найти 

модули линейной скорости точки, ее тангенциального, нор-

мального и полного ускорения через t1 = 3 с после начале 

движения, если известно, что нормальное ускорение точки 

при t2 = 2 с будет 2

2 см5,0nа .  

Ответ. v1 = 4 м/с; an1 = 2 м/с
2
; a1 = 2 м/с

2
;  a1 = 2,8 м/с

2
. 

2.29 Колесо радиусом R = 5 см вращается так, что зависимость 

угла поворота радиуса колеса от времени дается уравнением 
32 DtСtВtА  (рад), где D = 1,0 рад/с

3
. Найти для то-

чек, лежащих на ободе колеса, изменение модуля тангенци-

ального ускорения аt за каждую секунду движения.  

Ответ. а = 0,3 м/с
2
. 
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2.30 Зависимость линейной скорости точек, лежащих на ободе 

диска,  от  времени  определяется  уравнением  v = 0,3t +  

+ 0,1t
2
 (м/с). Диск имеет радиус R = 10 см. Определить мо-

мент времени, для которого  вектор полного ускорения  об-

разует с радиусом колеса угол  = 4.  

Ответ. t = 2 с. 

2.31 Точка движется по окружности радиусом R = 15 см и с по-

стоянным  по модулю тангенциальным ускорением а. К 

концу четвертого оборота после начала движения линейная 

скорость точки v = 15,0 м/с. Определить модуль нормально-

го ускорения точки аn через t = 16 c после начала движения.  

Ответ. аn = 1,5 м/с
2
. 

2.32 Два тела начинают двигаться из одной точки окружности 

друг за другом с разницей во времени Δt = 2 c. Через какое 

минимальное время тела снова окажутся в одной точке? Пе-

риод обращения первого тела Т1 = 70 с, второго Т2 = 65 с.  

Ответ. t = 26 с. 

2.33 Тело, привязанное к нерастяжимой нити, равномерно враща-

ется в вертикальной плоскости по окружности, центр кото-

рой находится на высоте h от поверхности Земли. Нить об-

рывается в нижней точке траектории. При какой длине нити 

проекция перемещения тела на горизонтальное направление 

максимальна?  

Ответ. l = 2/3h. 

2.34 Гладкий диск радиусом R вращается в горизонтальной плос-

кости. От диска отрывается тело и скользит по его поверхно-

сти. На каком расстоянии от оси вращения оторвалось тело, 

если за время его скольжения диск повернулся на угол 90°?  

Ответ. 

4

2

2 


R
r . 
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3. ДИНАМИКА ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Сила – количественная мера взаимодействия тел. 

Первый закон Ньютона: существуют такие системы отсчета, 

относительно которых тело движется равномерно прямолинейно  

или сохраняет состояние покоя, если действие сил на него равно 

нулю или скомпенсировано.   

Импульс материальной точки – это векторная величина 

  

v


mp  . 

 

Полный импульс системы тел равен векторной сумме импуль-

сов ip


 всех тел, образующих систему: 

 





n

i

ii

n

i

i mpp
11

v


, 

 

где iim v


,  – масса и скорость i-го тела, соответственно. 

Второй закон Ньютона: скорость изменения импульса тела 

равна векторной сумме всех сил, действующих на тело: 

 





N

i

iF
dt

pd

1


, 

 

где N – число действующих на тело сил. 

Третий закон Ньютона: силы, с которыми два тела взаимодей-

ствуют друг с другом,  равны по модулю и противоположны по 

направлению. 

Силы в механике: 

а) сила упругости (закон Гука) 

 

xkF  , 
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где k – коэффициент упругости (в случае пружины – жесткость);      

x = x – x0 – абсолютная деформация удлинения (сжатия)    тела; 

x0 – начальная длина тела; 

x – длина деформированного тела. 

Нормальным напряжением σ называется величина равная от-

ношению модуля нормальной составляющей силы F  к площади 

поверхности S, на которую действует сила: 

 

S

F . 

 

Связь нормального напряжения σ с относительной деформацией 

растяжения (сжатия) тела ε 

 

σ = Eε, 

  
0

0

x

xx 
 , 

где Е – модуль Юнга. 

Связь  тангенциального напряжения  с деформацией сдви-

га γ 

 = G γ, 

 

где G – модуль сдвига; 

 

б) сила тяжести 

mgP  ; 

 

в) сила гравитационного взаимодействия (закон всемирного 

тяготения) 

2

21

r

mm
GF  , 

 

где G – гравитационная постоянная;  

      1m  и 2m  – массы взаимодействующих тел;  
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       r – расстояние между телами (тела рассматриваются как мате-

риальные точки); 

г) сила трения (скольжения) 

 

NF  , 

 

где μ – коэффициент трения;  

 N – сила реакции опоры. 

Параллельным соединением двух пружин с жесткостями k1 и 

k2 называется такое соединение, при котором абсолютные дефор-

мации пружин одинаковы: x1 = x2.  

Последовательным соединением двух пружин с жесткостями 

k1 и k2 называется такое соединение, при котором абсолютные де-

формации пружин различны: x1 ≠ x2. 

Общая жесткость k системы, состоящей из двух пружин с жест-

костями k1 и k2: 

1) при параллельном соединении 

 

k = k1 + k2; 

 

2) при последовательном соединении 

 

21

111

kkk
 . 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. На гладком горизонтальном столе лежит брусок мас-

сой  М = 2,0 кг, на  котором  находится  брусок  массой  m = 1,0 кг. 

Оба бруска соединены нитью, перекинутой через невесомый блок. 

Какую силу F нужно приложить к нижнему бруску, чтобы он начал 

двигаться от блока с постоянным ускорением a = g/2? Коэффици-

ент трения между брусками μ = 0,5. Трением между нижним брус-

ком и столом пренебречь.  
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Решение. Горизонтальные силы, 

действующие на оба бруска, показа-

ны на рис. 3.1.  

 

По третьему закону Ньютона сила трения 
1

трF


, действующая на 

брусок массой m, равна по величине и противоположна по направ-

лению силе трения 
2

трF


, действующей на брусок массой М со сто-

роны бруска массой m: 

 

тр
2

тр
1

тр FFF  . 

 

Ускорения брусков одинаковы, так как они связаны нерастяжи-

мой нитью 

а1 = а2 = а. 

 

Запишем второй закон Ньютона для брусков массой М и m   в 

проекциях на ось Х, соответственно: 

 

                                 трFTFMa     ;              (3.1) 

                                 трFTma   .                        (3.2) 

 

Сила трения, действующая на брусок m: 

 

                                      mgF тр . (3.3) 

 

Решая совместно уравнения (3.1)–(3.3), получим величину ис-

комой силы: 

Дано: 

М = 2,0 кг; 

m = 1,0 кг; 

a = g/2; 

g = 9,8 м/с
2
; 

μ = 0,5 

 

Найти:   F 

F

F

тр1
FтрT

T

x

m

M
2

а1

а2

 
Рис. 3.1 
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                               mgmMaF 2 ; 
 

F = 9,8 : 2(1,0 + 2,0) + 2 · 1,0 · 9,8 · 0,5 = 24,5 Н. 
 

 Ответ. F = 24,5 H. 
 

Задача 2. Два одинаковых шарика связаны невесомой нитью, 

перекинутой через невесомый блок, причем один из шариков по-

гружен в сосуд с жидкостью (рис. 3.2). С какой установившейся 

скоростью v будут двигаться шарики, если известно, что устано-

вившаяся скорость падения одиночного шарика в той же жидкости 

равна v0? Сила сопротивления жидкости пропорциональна скоро-

сти. Плотность жидкости ρж, плотность материала шариков ρ. 

 

Решение. При сво-

бодном падении ша-

рика в сосуде на не-

го действуют сила 

Архимеда aF


, сила 

сопротивления дви-

жению 0cF


 и сила 

тяжести gm


 

(рис. 3.2, а). Если шарик движется с неизменной (установившейся) 

скоростью, то векторная сумма сил, действующих на шарик:  

 

00a  gmFF c


. 

 

Сила сопротивления пропорциональна скорости, поэтому ее мо-

дуль  

Дано: 

v0; 

ρж; 

ρ 

 

Найти:   v 

 

mg

F

Fa

T

T

c
mg

Ymg

F

Fa

c0

O

a) б)

v
0

v
v

 
 

Рис.3.2 
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                                         Fс0 = сv0,  (3.4) 

 

где с – коэффициент пропорциональности. 

Сила Архимеда определяется по формуле 

 

                                       Fa = жgV,  (3.5) 

 

где ж – плотность жидкости; V – объем шарика, погруженного в 

жидкость. 

 

                                  kv0 + жgV = gV,  (3.6) 

 

где  = m/V − плотность материала шарика. 

Из (3.6) следует, что коэффициент пропорциональности  

 

                                 
0v

Vg
c ж .  (3.7) 

 

При установившемся движении  связанных шариков векторные 

суммы сил, действующих на левый и правый шарики, будут (рис. 

3.2, б) 

                                 0 gmT


,  (3.8) 

                        0ca  gmFTF


.  (3.9) 

 

Тогда в проекциях на ось ОY уравнения (3.8)−(3.9) с учетом 

(3.4), (3.5) и (3.7) можно переписать как  

 

                                   TVg  ,  (3.10) 

                     
0

жж
v

vVg
VgVgT  .  (3.11) 

 

Решая совместно уравнения (3.10) и (3.11), находим величину 

установившейся скорости 
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 жж0  vv . 

 

Ответ.  жж vv  . 

 

Задача 3. Тормозная система 

развивает силу тяги, пропорцио-

нальную времени F = –сt, где 

с = cоnst. Пренебрегая трением, 

определить через какое время от 

момента начала торможения ав-

томобиль массой m остановится. 

Найти тормозной путь. К момен-

ту торможения автомобиль имел 

скорость v0.  
 

Решение. На  автомобиль действуют 

три силы: сила тяжести gm


, сила ре-

акции опоры N


и сила тяги тормоз-

ной системы iсtF


 , где i


 – еди-

ничный орт направления оси  ОХ 

(рис. 3.3). 

Согласно второму закону  Ньюто-

на, векторная сумма всех сил, дей-

ствующих на автомобиль, равна скорости изменения импульса ав-

томобиля: 

.
)(

FNgm
dt

td
m





v

  

 

 В проекциях на ось ОХ имеем 

 

сt
dt

td
m 

)(v
. 

 

Разделим переменные и проинтегрируем данное выражение с 

учетом начальных условий v = v0 при t0 = 0. Получим уравнение 

изменения скорости автомобиля с течением времени t 

Дано: 

F = –сt; 

с = cоnst; 

v0; 

m 

 

Найти:   tост;  xост 

F

x

v
0

mg

N

 

 
Рис. 3.3 
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m

сt

2

2

0  vv .  (3.12) 

 

В момент остановки скорость автомобиля v  = 0 м/с. Тогда 

время движения автомобиля до остановки tост  может быть найдено 

из уравнения 

                                               
m

сt

2
0

2

ост

0  v .   

 

Отсюда находим, что время до остановки определяется по фор-

муле 

 

                                      
с

m
t 0

ост

2 v
 . (3.13) 

 

Величину тормозного пути хост получаем интегрированием 

выражения (3.12) для скорости, полагая, что х0 = 0 при t0 = 0: 

 

                          









ост

0

ост

0
2

)(
2

0ост

t

t

t

t

dt
m

сt
dttx vv ; (3.14) 

 

m

сt
tx

6

3

ост

ост0ост  v . 

 

Подставляя в (3.14) выражение для времени остановки (3.13), 

получим 

 

с

m
x 0

0ост

2

3

2 v
v . 

 

Ответ. 
с

m
t 0

ост

2 v
 ; 

с

m
x 0

0

2

3

2 v
vост . 
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З а д а ч и  
  

4 балла 
 

3.1 Если система отсчета К движется относительно инерциаль-

ной системы отсчета К с ускорением а, является ли система 

К инерциальной? Почему? 

3.2 На тело массой m = 2 кг действует сила F = 10 Н. С каким 

ускорением движется тело?  

Ответ. а = 5 м/с. 

3.3 При движении тела массой m = 1 кг модуль его скорости с 

течением времени t изменяется по закону v = 2 + 5t (м/с). 

Чему равен модуль скорости изменения импульса тела?  

Ответ. 
dt

dp
 = 5 кг·м/с

2
. 

3.4 Объясните, почему в соревнованиях по перетягиванию кана-

та возможно выиграть, ведь натяжение каната остается во 

всех сечениях одинаковым? 

3.5 Если на закрепленную пружину жесткостью k = 400 Н/м по-

действовать силой F = 80 Н, насколько удлинится пружина?  

Ответ. х = 0,2 м. 

3.6 Если нормальное напряжение в теле, вызванное относитель-

ной деформацией  = 0,01, составляет 10
8
 Па, чему равен мо-

дуль Юнга материала тела?  

Ответ. Е = 10
10

 Па. 

3.7 Материал тела имеет модуль сдвига G = 1,00·10
8
 Па. Чему 

равна деформация сдвига, если тангенциальное напряжение 

в теле 1,00·10
6
 Па?  

Ответ.  = 0,01. 

3.8 От каких характеристик зависит коэффициент трения покоя, 

трения скольжения и трения качения? 
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3.9 При действии силы F = 10 Н на тело некоторой массы, ле-

жащее на шероховатой поверхности стола, тело остается в 

покое. Чему равна сила трения покоя? Объясните ответ.  

Ответ. Fтр = 10 Н. 

3.10 В чем заключаются основные отличия силы тяжести от веса 

тела? 

3.11 Тело массой m = 1 кг поднимают на подвесе вверх с ускоре-

нием а = 1 м/с
2
. С какой силой тело действует на подвес?  

Ответ. F = 11 Н. 

3.12 Какими типами взаимодействия обусловлены: а) сила тре-

ния; б) сила упругости; в) сила тяготения? 

 

5–6 баллов 
 

3.13 Два тела массами m1 = 4,0 кг и m2 = 2,0 кг движутся прямо-

линейно. Модули скоростей обоих тел изменяются с течени-

ем времени t по следующим законам:  

32

1 5,05,08,0 ttt v (м/с); 
32

2 8,05,1325,0 ttt v (м/с). 

 

В какой момент времени t1 значения равнодействующих сил, 

действующих на эти тела, окажутся одинаковыми?  

Ответ. t1 = 1,88 с.  

3.14 Автомобиль массой m = 1020 кг, двигаясь равнозамедленно, 

остановился через время t = 5,0 с, пройдя путь S = 25,0 м. 

Найти начальную скорость v0 автомобиля и силу торможе-

ния F.  

Ответ. F = 2,04 кН; v0 = 10 м/с. 

3.15 Вагон массой m = 20 т движется равнозамедленно вдоль 

направления ОХ. Проекции начальной скорости 

v0х = 54 км/ч, а ускорения ах = –0,3 м/с
2
. Какая сила тормо-

жения F действует на вагон? Через какое время t вагон оста-

новится? Какое расстояние S вагон пройдет до остановки?  

Ответ. F = 6 кН; t = 50 c; S = 375 м. 
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3.16 Тело движется прямолинейно под действием постоянной 

силы 15,0 Н. Зависимость координаты тела от времени имеет 

вид 2ttх 2,05,010,0  (м). Найти массу тела.  

Ответ. m = 3,75 кг. 

3.17 Камень, пущенный по поверхности льда со скоростью 

v0 = 2 м/с, прошел до полной остановки расстояние 

S = 20,4 м. Найти коэффициент трения камня о лед, считая 

его постоянным.  

Ответ.  = 0,01. 

3.18 Шайба, пущенная по поверхности льда с начальной скоро-

стью v0 = 20 м/с, остановилась через t = 40 с. Найти коэффи-

циент трения шайбы о лед.   

Ответ.  = 0,05. 

3.19 Тело массой 0,5 кг движется прямолинейно, причем уравне-

ние движения имеет 
32 DtCtBtAх  (м), где 

С = 5м/с
2
 и D = 1 м/с

3
. Найти силу, действующую на тело в 

конце первой секунды.  

Ответ. F = 2 H. 

3.20 Тело скользит по наклонной плоскости, составляющей с го-

ризонтом угол  = 45
о
. Пройдя расстояние S = 36,4 см, тело 

приобретает скорость v = 2 м/с. Чему равен коэффициент 

трения тела о плоскость?  

Ответ.  = 0,2. 

3.21 Тело скользит по наклонной плоскости, составляющей с го-

ризонтом угол 45. Зависимость пройденного телом расстоя-

ния S от времени t дается уравнением S = Ct
2
, где 

С = 1,73 м/с
2
. Найти коэффициент трения тела о плоскость. 

Ответ.  = 0,5. 

3.22 Тело массой m движется в плоскости ХОУ по закону 

х = Acosωt, y = Bsinωt, где A, B и ω – постоянные. Определить 

модуль силы, действующей на тело.  

Ответ. 
222

yxmF   . 
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7–8 баллов 
 

3.23 Аэростат, масса которого вместе с балластом m = 140 кг, 

равномерно опускается. Если сбросить балласт массой 

m1 = 24,9 кг, аэростат начнет равномерно подниматься с той 

же скоростью. Найти подъемную силу аэростата.  

Ответ. F = 1250 Н. 

3.24 Найти радиус кривизны моста, если автомобиль, движущий-

ся со скоростью 19,6 м/с, оказался в состоянии невесомости 

на его середине.  

Ответ. R = 39,2 м. 

3.25 Каким должен быть минимальный коэффициент трения, 

чтобы автомобиль, движущийся со скоростью 60 км/ч, смог 

сделать поворот с радиусом кривизны 200 м?  

Ответ. μ = 0,14. 

3.26 Материальная точка массой 50 г, прикрепленная к пружине 

длиной 30 см, вращается в горизонтальной плоскости. Конец 

пружины закреплен в центре вращения. При какой частоте 

вращения пружина удлинится на 5 см, если жесткость пру-

жины 300 Н/м?  

Ответ. n = 4,7 Гц. 

3.27 Какая сила действует в поперечном сечении однородного 

стержня длины l на расстоянии х от того конца, к которому 

вдоль стержня приложена сила F? Стержень находится на 

гладкой горизонтальной поверхности.  

Ответ. 









l

x
FT 1 . 

3.28 Парашютист массой m1 = 80 кг падает при открытом пара-

шюте с установившейся скоростью v1 = 5 м/с. Какой будет 

установившаяся скорость, если на том же парашюте спуска-

ется мальчик m2 = 40 кг? Сила сопротивления воздуха про-

порциональна квадрату скорости.  

Ответ. 
1

2

12

m

m
vv 3,5 м/с. 
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3.29 На обледеневшем участке дороги коэффициент трения меж-

ду колесами и дорогой в 10 раз меньше, чем на не обледе-

невшем. Во сколько раз нужно уменьшить скорость автомо-

биля, чтобы тормозной путь на обледеневшем участке 

дороги остался прежним?  

Ответ. В 10 раз. 

3.30 Груз массой m = 200 г, привязанный к нити длиной l = 40 см, 

вращается в горизонтальной плоскости с постоянной скоро-

стью так, что нить описывает коническую поверхность. При 

этом угол отклонения нити от вертикали  = 37 

(cos 37 = 0,7986).   Найти    угловую скорость       враще-

ния груза и силу натяжения нити.  

Ответ. H2,5
cos




mg
T ; рад/с5,6

cos





l

g
. 

3.31 Дана система блоков (рис. 3.4). Массы грузов m1 = 200 г, 

m2 = 500 г. Найти:   1) силу натяжения нити; 2) ускорения, с 

которыми движутся грузы.  

Ответ. Т = 2,26 Н; а1 = 1,5 м/с
2
; 

а2 = 0,75 м/с
2
. 

3.32 Железнодорожный вагон тормозится, его 

скорость равномерно изменяется за время 

t = 3,3 с от v1 = 47,5 км/ч до v2 = 30 км/ч.  

При каком предельном значении коэффи-

циента трения между чемоданом и полкой 

чемодан при торможении начинает сколь-

зить по полке?  

Ответ. При  < 0,15 чемодан начнет скользить. 

3.33 Канат лежит на столе так, что часть его свешивается со стола, 

и начинает скользить тогда, когда длина свешивающейся ча-

сти составляет 25 % всей его длины. Чему равен коэффици-

ент трения каната о стол?  

Ответ.  = 0,33. 

3.34 Груз массой 2 т необходимо поднять на гору  с уклоном 1 м 

на каждые 25 м пути. Во время подъема груза действует сила 

m
1

m
2  

 

Рис. 3.4 
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А

В

 
 

Рис. 3.5 

трения, равная 0,1 его силы тяжести. Найти силу тяги, разви-

ваемую двигателем подъемного механизма, если груз пере-

мещают с постоянной скоростью.  

Ответ.  F = 2,8 кН. 

3.35 Найти силу тяги, развиваемую двигателем автомобиля, дви-

жущегося в гору с ускорением 1 м/с
2
. Уклон горы равен 1 м 

на каждые 25 м пути. Масса автомобиля 1 т. Коэффициент 

трения 0,1.  

Ответ. F = 2,4 кН. 

3.36 Тело лежит на наклонной плоскости, составляющей с гори-

зонтом угол  4. При каком предельном значении коэффици-

ента трения тело начнет скользить по наклонной плоскости? 

С каким ускорением будет скользить тело по плоскости, если 

коэффициент трения 0,03? Сколько времени потребуется для 

прохождения при этих условиях 100 м пути? Какую скорость 

будет иметь тело в конце этих 100 м? 

Ответ.  1) пред = 0,07; 2)  а = 0,39 м/с
2
; 3) t  = 22,6 c; 

4) v = 8,8 м/с. 

 

3.37 Невесомый блок укреплен на конце стола (рис. 3.5). Гири А и 

В равной массы m1 = m2 = 1 кг соединены нитью и перекину-

ты через блок. Коэффициент трения гири В о стол  = 0,1. 

Найти: 1) ускорение, с которым движутся гири;  

2) натяжение нити. Трением в блоке пренебречь.  

Ответ.  а = 4,4 м/с
2
;  Т1 = Т2 = 5,4 Н. 

F


           

 
Рис. 3.6 
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3.38 На тело массой m = 10,0 кг, находящееся на наклонной плос-

кости с  = 20, действует горизонтально направленная сила 

F = 8,0 Н (рис. 3.6). Пренебрегая трением, определить: 

1) ускорение тела; 2) силу, с которой тело давит на плос-

кость.  

Ответ. а = 4,1 м/с
2
; Р = 89,4 Н.  

3.39 Частица массой m движется под действием силы 

tFF  cos0


, где F0 и ω – постоянные. Силой тяжести пре-

небречь. Определить положение частицы, т.е. выразить ее 

радиус-вектор r


 как функцию времени, если в начальный 

момент времени t = 0;     0000  v


;r .  

Ответ.    ttr cos1


 
2

0

m

F


 . 

 

9–10 баллов 

 
3.40 С каким минимальным ускорением следует перемещать в 

горизонтальном направлении брусок А, чтобы тела 1 и 2 не 

двигались относительно него (рис. 3.7)? Массы тел одинако-

вы, коэффициент трения между 

бруском и телами равен μ. Мас-

сы блока и нити пренебрежимо 

малы, трения в блоке нет. 

 Ответ. 
)(1

)(1









 gmin

. 

3.41 На наклонную плоскость, со-

ставляющую угол  с горизонтом, поместили два бруска 1 и 

2  (рис. 3.8). Массы брусков 

равны m1 и m2, коэффициенты 

трения между плоскостью и 

этими брусками μ1 и μ2, соот-

ветственно, причем   μ1 > μ2. 

Найти силу взаимодействия 

между брусками в процессе 



1

2

 
 

Рис. 3.8 

 

А

1

2

 
Рис. 3.7 
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движения.  

Ответ. 
21

2121 cos)(

mm

gmm
F







. 

3.42 На тележке массой 

m1 = 20,0 кг, которая может 

свободно перемещается вдоль 

горизонтальных рельсов, ле-

жит брусок массой m2 = 5,0 кг 

(рис. 3.9). Коэффициент тре-

ния между бруском и тележ-

кой μ = 0,2. Брусок тянут с си-

лой F


, направленной параллельно рельсам. Найти ускоре-

ние бруска и тележки, если модуль силы изменяется по за-

кону ctF  (Н), где с = 4,0 Н/с. Построить графики зависи-

мости пройденных ускорений от времени.  

Ответ. При 0 < t < 3,1 с 
21

21
mm

ct
aa


 ; 

;м/с0,5
2

1

2

1 
m

gm
a


при t > 3,1 с   g

m

ct
a 

2

2 .  

3.43 На наклонную плоскость с углом наклона к горизонту α = 

= 35˚ положена доска массой m2 = 2 кг, а на доску − брусок 

массой m1 = 1 кг. Между бруском и доской коэффициент 

трения μ1 = 0,1, а между доской и плоскостью – μ2 = 0,2. 

Определить:  1) ускорение бруска;  2) ускорение доски;   

3) коэффициент трения μ3, при котором доска не будет дви-

гаться.  

Ответ. а1 = 4,82 м/с
2
; 

 
а2 = 3,62 м/с

2
; 

 
μ3 ≥ 0,5; 

  cossin 11 ga ; 
 






















 









 coscossin

2

21

2

2

1

12
m

mm

m

m
ga ; 

                     m2                     F


                          m1

 
Рис. 3.9 
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cos

cossin

21

2

1
12

3
mm

m

m
m

. 

 

3.44 Четырьмя натянуты-

ми нитями груз за-

креплен на тележке 

(рис. 3.10). Сила 

натяжения горизон-

тальных нитей соот-

ветственно равны Т1 

и Т2 , вертикальных 

Т3 и Т4. С каким ускорением тележка движется по горизон-

тальной плоскости?  

Ответ. 
34

12

TT

TT
ga




 .  

3.45 Два тела массами m1 и 

m2 связаны нитью, вы-

держивающей силу натяжения Т. K телам приложены силы, 

модули которых изменяются по законам  сtF 1
(Н) и 

сtF 2
2
 (Н), где с – постоянный коэффициент, t – время дей-

ствия силы (рис. 3.11). Определить, в какой момент времени 

нить порвется.  

Ответ. 
 
 

12

21

m2mс

mmT
t




 . 

 

 

 

 

 

 

T

T
1

T
2

T
3

T
4

 
 

Рис. 3.10 

F
1 F

2
m

2
m

1

 
 

Рис. 3.11 
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4. МЕХАНИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ. РАБОТА. МОЩНОСТЬ.  

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ В МЕХАНИКЕ 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Систему взаимодействующих тел называют замкнутой, если на 

нее извне не действуют внешние силы. Для замкнутой системы вы-

полняется закон сохранения импульса: полный вектор импульса 

замкнутой системы есть величина постоянная: 

 

const
1




n

i

ipp


. 

 

Закон сохранения импульса для двух тел, взаимодействующих 

по тиру упругого удара, имеет вид 

 
'' vvvv 22112211


mmmm  , 

 

где 1v


 и 2v


 – скорости до упругого удара; 

      
'v1


 и 

'v 2


 – скорости тех же тел после упругого удара. 

Закон сохранения импульса для двух тел, взаимодействующих 

по тиру неупругого удара, имеет вид 

 

 vvv


212211 mmmm  , 

 

где v


 – скорости тел после неупругого удара. 

Работа, совершаемая силой F


 при элементарном переме-

щении rd


: 

 cosFdSrdFdA


, 

 

где rddS


  – элементарный путь; 

        – угол между векторами F


 и rd


. 

Работа переменной силы F на пути S  
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dSFA

S

 
0

cos . 

 

Изменение полной энергии системы равно работе, совершен-

ной внешними и внутренними силами, приложенными к системе: 

 

внутрвнеш12 AAWW  . 

 

Кинетическая энергия тела массой m, движущегося поступа-

тельно со скоростью v:  

 

2

2

к

vm
W    или    

m

p
W

2

2

к  . 

 

Работа А, совершаемая результирующей силой, определяется 

как мера изменения кинетической энергии тела: 

 

21 кк WWA  . 

 

Мощность – это физическая величина, равная работе, соверша-

емой в единицу времени: 

 

dt

dA
P  . 

 

Консервативными называются силы, работа которых не зави-

сит от траектории движения тела, а определяется только началь-

ным и конечным положением тела в пространстве.  

Если на систему материальных точек действуют консерватив-

ные силы, то вводят понятие потенциальной энергии. Работа А12, 

совершаемая консервативными силами, определяется потенциаль-

ными энергиями начальной и конечной конфигураций системы: 

 

21 пп12 WWA  , 
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где 
i

Wп – потенциальная энергия системы в начальной (1) и конеч-

ной (2) конфигурациях системы. 

Потенциальная энергия: 

а) упругодеформированной пружины 

 

2

п
2

1
xkW  , 

 

где k – жесткость пружины;  

      Δх – абсолютная деформация пружины; 

б) гравитационного взаимодействия 

 

r

mGm
W 21

п  , 

 

где G – гравитационная постоянная;  

      1m  и 2m – массы взаимодействующих тел;  

       r – расстояние между телами (тела рассматриваются как мате-

риальные точки); 

в) тела, находящегося в однородном поле силы тяжести 

 

mghW п , 

 

где g – ускорение свободного падения; 

      h – высота тела над уровнем, принятым за нулевой (формула 

справедлива при условии h << R, где R – радиус Земли). 

Связь вектора силы F


, действующей в точке с координатами 

(x, y, z)  потенциального силового поля, с потенциальной энергий   

Wп(x, y, z) 

 

     


























k
z

zyxW
j

y

zyxW
i

x

zyxW

zyxWF





,,,,,,

,,grad

ппп

п

. 
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Закон сохранения  полной механической энергии: полная ме-

ханическая энергия  замкнутой системы, в которой действуют 

только консервативные силы, с течением времени не изменяется 

 

constкп  WWW . 

 
Примеры решения задач  

 
 

Задача 1. На горизон-

тальных рельсах стоит 

платформа с песком общей 

массой   m1 = 5,0·10
3 
кг. В 

песок попадает снаряд мас-

сой m2 = 5,0 кг. В момент 

попадания скорость снаряда  

v1 = 4,0·10
2
  м/с. Направле-

ние скорости снаряда свер-

ху вниз под углом  = 37 к 

горизонту (рис. 4.1, а). 

Найти модуль скорости 

платформы в направлении  

ОХ, если снаряд застревает 

в песке. 

 

Решение.  На систему «платформа-

снаряд» действуют следующие 

внешние силы: сила тяжести, сила 

нормальной реакции рельсов, сила 

трения. Учитывая, что силы тяжести 

и сила реакции рельсов действуют 

только в вертикальном направлении, 

и, считая силу трения пренебрежимо 

малой, можно заключить, что проек-

ция вектора импульса системы на горизонтальное направление 

остается постоянной.  Тогда по закону сохранения импульса для 

неупругого взаимодействия в направлении оси ОХ имеем  

Дано: 

m1 = 5,0·10
3
 кг; 

m2 = 5,0 кг; 

v1 = 4,0·10
2
 м/с; 

 = 37 

 

Найти:   u 

 



m
2

m1

v

m
2m

1
u

а)

б)

ox

ox

 
Рис. 4.1 



55 

 

m2 v1 cos = (m1+m2)u, 
 

где u – скорость платформы с песком после попадания в нее снаря-

да (рис. 4.1, б).  

Отсюда 

                                    

21

2 cos 

mm

m




 1

v
u ;              

м/с32,0
0,5100,5

37cos100,40,5
3

2









u . 

 
 

Ответ. u = 0,32 м/с. 

 

Задача 2. Тело массой m1 = 1,0 кг ударяется о неподвижное тело 

массой m2 = 4,0 кг. Считая удар центральным и абсолютно упру-

гим, найти, какую долю кинетической энергии передает первое те-

ло второму при ударе. 

 

Решение. Закон сохранения энергии для 

абсолютно упругого удара тел  (рис. 4.2)  

будет иметь вид 

 

2222

2

22

2

11

2

22

2

11 umummm


vv
, 

 

где v1, v2, u1, u2 – скорости тел соответствен-

но до и после удара. 

Так как удар центральный и абсолютно упругий, выполняется 

закон сохранения импульса: 

 

22112211 umummm


 vv . 

 

Кинетическая энергия второго тела до удара была равна нулю. По 

сле удара изменение энергии второго тела 2кк2 WW  ,  

Дано: 

m1 = 1,0 кг; 

m2 = 4,0 кг 

 

 

Найти:  
1к

2к

W

W
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где Wк2 – кинетическая энергия второго тела после удара.  

Так как 02 v , то 

                              
222

2

22

2

11

2

11 umumm


v
. (4.1) 

 

 Закон сохранения импульса в проекции на ось ОХ, параллель-

ную скорости движения первого тела, запишем так: 

 

                                 221111 umumm v . (4.2) 

 

 

Решая систему уравнений (4.1), (4.2), найдем 
 

21

11
2

2

mm

m
u




v
. 

 

Кинетическая энергия второго тела после удара 
 

 2

21

2

1

2

12

2

22
2к

2

2 mm

mmum
W




v
. 

 

Определим часть энергии, которую передаст первое тело при 

ударе: 

 

 2

21

21

1к

2к 4

mm

mm

W

W


 ; 

 

mm
O

v
v

1

2= 0
u

1
u2

1 2 mm
1 2

X
 

Рис. 4.2 
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6,0

0,40,1

0,40,14
2

1к

2к 





W

W
. 

 

Ответ. 60
1к

2к ,
W

W
 . 

 

Задача 3. Тело массой 1,0 кг под действием силы движется пря-

молинейно. Зависимость модуля перемещения тела от времени за-

дана уравнением 142 2  ttr (м). Определить работу силы за 

10 с от начала ее действия и зависимость кинетической энергии от 

времени. 
 

Решение. Работа, совершаемая си-

лой: 

                  FdrA .         (4.3) 

 

По второму закону Ньютона сила, 

действующая на тело:  
 

                   maF  ,         

          или 
2

2

dt

rd
mF  .            (4.4) 

 (4.13) 

Мгновенное ускорение определяется первой производной от 

скорости по времени или второй производной от пути по времени. 

В соответствии с этим 

                                    44  t
dt

dr
v ; (4.5) 

                                         
2

2

2

м/с4
dt

rd
a .   (4.6) 

 

Тогда из (4.4) и (4.6) имеем 
 

Дано: 

m = 1,0 кг; 

;142 2  ttr  

Δt = 10 с 

 

Найти:  A; Wк 
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                                         m
dt

rd
mF 4

2

2

 .   (4.7) 

 

Из выражения (4.5) находим 
 

                                         dttdr 44  .   (4.8) 

 

Подставив (4.7) и (4.8) в (4.3) вычисления А, получим 

 

   dttmA 444 . 

 

По этой формуле вычислим работу, совершаемую силой за 10 с 

с начала ее действия: 

 

 
10

0

210

0

16
2

16
1616 








  t

t
mdtmmtA . 

 

  Дж960101610080,1 A . 

 

Кинетическая энергия тела 
 

     
2

2

к

vm
W  .    (4.9) 

 

Подставляя (4.3) в формулу (4.9), имеем 
 

      
   8168

2

44 2

2

к 


 ttm
tm

W . 

 
 

Ответ. А = 960 Дж;   8168
2

к
 ttmW . 
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З а д а ч и  
 

4 балла 

 

4.1 С какими свойствами пространства и времени связаны зако-

ны сохранения энергии и импульса? 

4.2 Частица под действием силы F = 2 Н совершила перемеще-

ние r = 10 м. Вектор силы  и вектор перемещения направле-

ны друг по отношению к другу под углом 60°. Найти работу 

силы F.  

Ответ. A = 10 Дж. 

4.3 Тело  движется  вдоль оси  ОХ  под  действием  силы F = 

= x + 3 (Н). Какую работу совершила сила при перемещении 

тела из положения с координатой x1 = 0 м в положение с ко-

ординатой х2 = 4 м. 

Ответ. A = 20 Дж. 

4.4 Тело массой 1 кг под действием силы изменило скорость от 

10 м/с до 20 м/с. Найти совершенную силой работу.  

Ответ. A = 150 Дж. 

4.5 Тело массой 1 кг брошено под углом 60° к горизонту со ско-

ростью 10 м/с. Чему равна кинетическая энергия тела в 

верхней точке траектории?  

Ответ. Wк = 12,5 Дж. 

4.6 При каком условии силовое поле можно считать потенци-

альным? 

4.7 Потенциальная энергия частицы в силовом поле имеет вид 

Wп = 3x (Дж), где х – координата тела при перемещении его 

вдоль оси ОХ. Найти проекцию силы на ось  ОХ, действую-

щую на тело со стороны поля.  

Ответ. Fx = −3 Н. 

4.8 Два тела движутся  по двум взаимно перпендикулярным 

направлениям вдоль осей OX и OY. Импульсы тел равны 
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ip


31   (кг·м)/с, jp


42  (кг·м)/с.  Чему равен модуль сум-

марного импульса частиц?  

Ответ.  р = 5 (кг· м)/с. 

4.9 За время 60 с двигатель совершил работу равную 120 Дж. 

Чему равна мощность двигателя?  

Ответ. Р = 2 Вт. 

4.10 Кинетическая энергия тела, движущегося вдоль оси ОХ, рав-

на 20 Дж. При ударе о стенку 10 % кинетической энергии 

превратилось в тепло. Найти кинетическую энергию тела 

после удара.  
Ответ. Wк = 18 Дж.  

 
5–6 баллов 

 
4.11 Насос мощностью N используют для откачки нефти с глуби-

ны h. Определите массу жидкости, поднятой за вре- 

мя t, если КПД насоса .  

Ответ.  
gh

Nt
m


 . 

4.12 Граната, летящая со скоростью 10,0 м/с, разорвалась на два 

осколка. Больший осколок, масса которого составляет 60 % 

массы всей гранаты, продолжал двигаться со скоростью 

25,0 м/с. Найти проекцию скорости меньшего осколка на 

направление движения гранаты.  

Ответ. 
'v x1 = 12,5 м/с. 

4.13 Тело соскальзывает без наличия начальной скорости по 

гладкой наклонной плоскости длиной S1 = 90 см, составляю-

щей угол  = 30 с горизонтом, и, пройдя по горизонтальной 

плоскости расстояние S2 = 40 см, останавливается. Найдите 

коэффициент трения μ на горизонтальном участке пути дви-

жения тела.  

Ответ. μ = 1,1. 
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4.14 Человек массой 60 кг, бегущий со скоростью 8 км/ч, догоня-

ет тележку массой 80 кг, движущуюся со скоростью 2,9 км/ч, 

и вскакивает на неѐ. Найти: 1) с какой скоростью будет дви-

гаться тележка? 2) с какой скоростью будет двигаться те-

лежка, если человек бежал ей навстречу?  

Ответ. v1 = 1,4 м/с; v2 = 0,5 м/с. 

4.15 Снаряд массой 100 кг, летящий горизонтально вдоль желез-

нодорожного пути со скорость 500 м/с, попадает в вагон с 

песком массой 10 т и застревает в нѐм. Какую скорость  по-

лучит  вагон,  если: 1) вагон стоял неподвижно; 2) вагон дви-

гался со скоростью 36 км/ч в том же направлении, что и сна-

ряд; 3) вагон двигался со скоростью 36 км/ч в направлении, 

противоположном движению снаряда?   

Ответ. v1 = 5 м/с; v2 = 15 м/с; v3 = –5 м/с. 

4.16 Тело массой 1 кг, движущееся горизонтально со скоростью 

1,0 м/с, встречает второе тело массой 0,5 кг и неупруго стал-

кивается с ним. Какую скорость получит тело, если: 1) вто-

рое тело было неподвижно; 2) второе тело двигалось со ско-

ростью 0,5 м/с в том же направлении, что и первое тело; 

3) второе тело двигалось со скоростью 0,5 м/с в направле-

нии, противоположном направлению движения первого тела.  

Ответ. v1 = 0,7 м/с; v2 = 0,8 м/с; v3 = 0,5 м/с. 

4.17 Пружина  жѐсткостью  k = 500 Н/м сжата  силой 1,010
2
 Н. 

Определите работу А внешней силы, дополнительно сжима-

ющей пружину ещѐ на х = 2,0 см. 

 Ответ.  А = 2,1 Дж. 

4.18 Из  пружинного  пистолета  с  пружиной жѐсткостью  k = 

= 150 Н/м был произведѐн выстрел пулей массой m = 8,0 г. 

Определить скорость v пули при вылете еѐ из пистолета, ес-

ли пружина была сжата на х = 4 см.  

Ответ. v = 5,5 м/с. 

4.19 Налетев на пружинный буфер, вагон массой 16 т, двигав-

шийся со скоростью  0,6 м/с, остановился, сжав пружину на 

Δх = 8,0 см. Найти общую жѐсткость k пружины буфера.  

Ответ. k = 900 кН/м.   
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4.20 Какую нужно совершить работу А, чтоб пружину жѐстко-

стью k = 800 Н/м, сжатую на Δх1 = 6,0 см, дополнительно 

сжать на х2 = 8,0 см?  

Ответ. А = 6,4 Дж. 

4.21 Конькобежец массой 70,0 кг, стоя на коньках на льду, броса-

ет в горизонтальном направлении камень массой 3,0 кг со 

скорость 8,0 м/с. Найти расстояние, на которое откатится 

при этом конькобежец, если известно, что коэффициент тре-

ния коньков о лѐд 0,02.  

Ответ. S = 0,3 м. 

4.22 Определить работу растяжения двух соединенных последо-

вательно пружин жѐсткостями k1 = 400 Н/м и k2 = 400 Н/м, 

если первая пружина при этом растянулась на х = 2,0 см.  

Ответ. А = 0,16 Дж. 

4.23 Две пружины жѐсткостью k1 = 0,5 кН/м и k2 = 1,0 кН/м 

скреплены параллельно. Определить потенциальную энер-

гию W данной системы при абсолютной деформации  4,0 см.  

Ответ. W = 1,2 Дж.  

4.24 Определить работу растяжения двух соединѐнных последо-

вательно пружин,  жесткость  которых k1 =  400 Н/м  и k2  =  

= 250 Н/м, если первая пружина при этом растянулась на 

∆x = 2,0 см.  

Ответ. А = 208 мДж. 
 

7–8 баллов 
 

4.25 Материальная точка массой m = 3,0 кг движется прямоли-

нейно под действием силы так, что координата точки со 

временем изменяется по закону х = 5 + 8t + 2t
2 

(м). Какая ра-

бота А совершается за первые 4 с? Какая мощность Р  разви-

вается при движении точки в момент t = 2с?  

Ответ. А = 768 Дж; Р = 192 Вт.  

4.26 Материальная точка массой m = 1,0 кг под действием кон-

сервативной силы переместилась из точки с координатой 

х1 = 1,0 м в точку с координатой  х2 = 1,5 м. Составляющая 
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силы Fх вдоль оси ОХ изменяется в зависимости от коорди-

наты х по закону x
x

m
Fx 45,1

2
  (Н). Найти работу, произ-

водимую силой, по перемещению материальной точки.  

Ответ. А = 3 Дж.  

4.27 Потенциальная энергия частицы в силовом поле изменяется 

по закону 0,40,2 22

п  yxW (Дж). Найти работу, совер-

шаемую над частицей силами поля при переходе из точки с 

координатами (6,0; 2,5; 0) в точку с координатами 

(4,0; 2,0; 0). Найти выражение для силы, действующей на ча-

стицу, и модули этой силы в начальной и конечной точках.  

Ответ. А = –15,5 Дж; jyixF


42  ; F1 = 15,6 Н;  

F2 = 11,3 Н. 

4.28 Потенциальная энергия частицы в силовом поле изменяется 

по закону 
z

yxW
0,2

2,12

п  (Дж). Найти работу, совершае-

мую над частицей силами поля при переходе из точки с ко-

ординатами (1,2; 0,8; 1,5) в точку с координатами 

(1,0; 1,2; 1,4). Найти модули силы, действующей на частицу,  

в  начальной  и  конечной  точках.   

Ответ.  А = 5,510
-2

 Дж; F1 = 2,8 Н; F2 = 2,6 Н.   

4.29 Шар массой m1 = 3,0 кг движется со скорость v1 = 2,0 м/с и 

сталкивается с покоящимся шаром массой m2 = 5,0 кг. Какая 

работа будет совершена при деформации шаров? Удар счи-

тать абсолютно неупругим, центральным.  

Ответ. А = 3,8 Дж.  

4.30 Из орудия, не имеющего противооткатного устройства, про-

изводилась стрельба в горизонтальном направлении. Когда 

орудие было неподвижно закреплено, снаряд вылетел со 

скорость v1 = 600 м/с, а когда орудию дали возможность 

свободно откатываться назад, снаряд вылетел со скорость 

v2 = 580 м/с. С какой скорость откатилось при этом орудие?  

Ответ. v = 40 м/с. 
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4.31 Шар массой m1, движущийся горизонтально с некоторой 

скорость v1, столкнулся с неподвижным шаром массой m2. 

Шары абсолютно упругие, удар прямой, центральный. Ка-

кую долю своей кинетической энергии первый шар передал 

второму?  

Ответ.
2

21

21

1

2 4

)m(m

mm

W

W


 . 

4.32 Из шахты глубиной h = 600 м поднимают клеть массой 

m1 = 3,0 т на канате, каждый метр которого имеет массу 

m = 1,5 кг. Какая работа А совершается при поднятии клети 

на поверхность земли? Каков КПД подъѐмного устройства?  

Ответ. А = 2,07·10
7
 Дж; η = 0,87.    

4.33 Если на верхний конец вертикально расположенной спи-

ральной пружины положить груз, пружина сожмѐтся на 

∆х0 = 3 мм. На сколько сожмѐт пружину тот же груз, упав-

ший на конец пружины с высоты h = 8,0 см?  

Ответ. Δх = 2,5·10
-3

 м.  

4.34 Тело массой m = 2,5 кг движется вниз по наклонной плоско-

сти, составляющей угол α = 30º с горизонтом. На отрезке пу-

ти S = 0,5 м на него действует постоянная сила F в направле-

нии движения. Изменение кинетической энергии тела на 

этом отрезке пути ∆Wк = 9,98 Дж, коэффициент трения 

μ = 0,07. Найти модуль силы, действующей на тело.  

Ответ. F = 9,2 Н.   

4.35 Два движущихся друг за другом тела ударяются неупруго. 

Скорость первого тела до удара v1 = 2,0 м/с, скорость второ-

го тела v2 = 3,6 м/с. Общая скорость тел после удара равна v. 

Кинетическая энергия первого тела до удара была меньше 

кинетической энергии второго тела в n = 0,679 раз. Найти 

модуль скорости v тел после удара.  

Ответ. v =  2,6 м/с.  

4.36 Снаряд, выпущенный со скоростью v0 = 100,0 м/с под углом 

α = 45º к горизонту, разорвался в верхней точке траектории 

на два одинаковых осколка. Один осколок упал на землю 
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под местом разрыва снаряда со скоростью v1 = 97,0 м/с. С 

какой скоростью упал на землю второй осколок? Сопротив-

ления воздуха нет.  

Ответ. м/с.171,0cos4
22

0

2

12  vvv  

 

9–10 баллов 

 

4.37 Между двумя шариками с массами m1 и m2 находится сжатая 

пружина. Если один из шариков (например, массой m2) 

удерживать на месте, а другой освободить, то он отлетает со 

скоростью v0. С какой скоростью будет двигаться шарик 

массой m1, если оба шарика освободить одновременно? Де-

формации пружины в обоих случаях одинаковы.  

Ответ. 

21

2

01
mm

m


 vv . 

4.38 По небольшому куску мягкого железа, лежащему на нако-

вальне массой m1 = 300 кг, ударяет молот массой m2 = 8 кг. 

Определить КПД  удара, если удар неупругий. Полезной 

считать энергию, затраченную на деформацию куска железа.  

Ответ.  = 0,97. 

4.39 Молот   массой   m = 5,0 кг,   двигаясь со  скоростью  

v = 4,0 м/с, ударяет по железному изделию, лежащему на 

наковальне. Масса наковальни с изделием М = 95 кг. Считая 

удар абсолютно неупругим, определить энергию, расходуе-

мую на ковку (деформацию) изделия. Чему равен КПД про-

цесса ковки при данных условиях?  

Ответ. А = 38 Дж;  = 0,95. 

4.40 Статический прогиб сетки под действием силы тяжести 

спортсмена х0 = 15 см.  Спортсмен с высоты h = 12 м падает 

на упругую сетку. Пренебрегая массой сетки, определить, во 

сколько раз наибольшая сила давления спортсмена на сетку 

больше его силы тяжести.  

Ответ. В 14 раз. 
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4.41 Шайба 1, скользящая по шероховатой горизонтальной по-

верхности, испытала соударение с покоившейся шайбой 2. 

После столкновения шайба 1 отскочила под прямым углом к 

направлению своего первоначального движения и прошла до 

остановки путь S1 = 1,5 м, а шайба 2 – путь S2 = 4 м. Найти 

скорость шайбы 1 непосредственно перед столкновением, 

если еѐ масса в η = 1,5 раза меньше массы шайбы 2, а коэф-

фициент трения μ = 0,17. 

Ответ. v  = м/с0,52 12

2  )SSg( . 

4.42 Сначала тело поднимают из шахты глубиной h1 = R/2, где 

R – радиус Земли, на поверхность Земли, а затем ещѐ на вы-

соту h2 = h1 от поверхности Земли. В каком случае работа по 

подъѐму тела больше?  

Ответ. А1 > А2.  

4.43 Потенциальная энергия частицы в центральном силовом по-

ле задана как функция расстояния r от центра поля до неко-

торой точки: 
r

B

r

A
rW 

2
)( , где А = 6·10

–6
 Дж·м

2
;    

В = 3·10
–4

 Дж·м
2
. Определить, при каких значениях r потен-

циальная энергия и сила, действующая на частицу, имеют 

экстремальное значение. Какую минимальную скорость надо 

сообщить частице массой 0,2 г, находящейся в положении 

равновесия, чтобы она могла удалиться от центра поля на 

расстояние R = 10 см, или выйти за пределы действия поля.  

Ответ. Потенциальная энергия и сила имеют экстре-

мальные (минимальные) значения при r равном 0,04 м и 

0,06 м, соответственно. Для перехода частицы в точку, 

находящуюся на расстоянии  r = R = 0,10 м минимальная 

скорость частицы должна составлять 3,7 м/с, а для пере-

хода частицы на бесконечность – 6,2 м/с.  
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5. МОМЕНТ ИНЕРЦИИ. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ  

МОМЕНТА ИМПУЛЬСА 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Момент импульса материальной точки относительно центра 

вращения 

 v


mrL , , 

 

где v


m – вектор импульса точки; 

      r


 –  радиус-вектор точки. 

Момент инерции материальной точки относительно оси вра-

щения 
2mRI  , 

где m – масса точки; 

      R – расстояние точки до оси вращения. 

Момент инерции твердого тела равен сумме моментов инер-

ции материальных точек, составляющих это тело, 

 





n

i

ii RmI
1

2
. 

 

Моменты инерции некоторых однородных тел вращения отно-

сительно их геометрических осей вращения: 

 

 тонкостенный цилиндр 
2mRI  ; 

 сплошной цилиндр 
2

2mR
I  ; 

 шар 
5

2 2mR
I  . 

Момент инерции однородного тонкого стержня длиной  l от-

носительно оси, проходящей через середину стержня перпендику-

лярно его длине, 
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12

2lm
I  . 

 

Теорема Штейнера. Момент инерции I тела относительно лю-

бой оси вращения и момент инерции 0I  тела относительно оси, 

параллельной данной и проходящей через центр инерции тела, свя-

заны соотношением  

 
2

0 mdII  , 

где m – масса тела; 

       d – расстояние между осями. 

Вектор момента импульса твердого тела относительно центра 

вращения равен произведению момента инерции тела на вектор его 

угловой скорости: 

 




IL . 

 

Момент импульса системы тел есть векторная сумма моментов 

импульсов всех тел системы: 

 

  iii ILL


. 

 

Закон сохранения момента импульса относительно точки О: 

если вектор результирующего момента  внешних сил, приложен-

ных к системе, равен нулю ( 0М


), то вектор момента импульса 

системы есть величина постоянная, т.е. 

 

constL


. 

 

Проекция на ось Z момента импульса тела, вращающегося отно-

сительно неподвижной оси Z: 

 

 zz IL , 

где  – угловая скорость тела. 
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Закон сохранения момента импульса системы тел, вращающих-

ся вокруг неподвижной оси Z: 

 

const
i

iziI , 

 

где ziI – момент инерции i-го тела системы относительно оси  вра-

щения Z;  

      i – угловая скорость вращения i-го тела системы вокруг непо-

движной оси Z. 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. Платформа в виде сплошного диска радиусом 

R = 1,5 м и массой m1 = 180 кг вращается вокруг вертикальной оси 

с частотой n = 10 мин
 –1

. В центре платформы стоит человек массой 

m2 = 60 кг. Какую линейную скорость v относительно пола поме-

щения будет иметь человек, если он перейдет на край платформы? 

Человека рассматривать как материальную точку. 

 

Решение. Согласно условию зада-

чи, момент внешних сил относи-

тельно оси вращения Z, совпадаю-

щей с геометрической осью 

платформы, можно считать равным 

нулю. При этом условии проекция 

Lz момента импульса системы 

платформа – человек остается по-

стоянной: 

                                                                                     

const zz IL ,    (5.1) 

 

где Iz – момент инерции платформы с человеком относительно оси 

Z; 

       – угловая скорость платформы. 

Дано: 

R = 1,5 м; 

m1 = 180 кг; 

n = 10 мин
 –1 

= 1/6 с
−1

; 

m2 = 60 кг 

 

Найти:   v 
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Момент инерции системы равен сумме моментов инерции тел, 

входящих в состав системы. Поэтому в начальном состоянии 

 

21 III z  , 

 

а в конечном состоянии 

21 III z
 . 

 

С учетом этого равенство (5.1) примет вид 

 

                                 2121 IIII , (5.2) 

 

где значения моментов инерции I1 и I2 платформы и человека соот-

ветственно относятся к начальному состоянию системы, 1I и 2I  – к 

конечному. 

Момент инерции платформы относительно оси Z при переходе 

человека не изменяется: 

2

111
2

1
RmII  . 

 

Момент инерции человека относительно той же оси будет изме-

няться. Если рассматривать человека как материальную точку, его 

момент инерции  I2 в начальном состоянии можно считать равным 

нулю. В конечном состоянии момент инерции человека: 

 
2

22 RmI  . 

 

Подставим в формулу (5.2) выражения моментов инерции, 

начальной угловой скорости вращения платформы с человеком 

( n 2 ) и конечной угловой скорости (
R
v , где v – скорость 

человека относительно пола) 

 

R
RmRmnRm

v

















 2

2

2

1

2

1
2

1
20

2

1
. 
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Откуда 

 21

1

2

2

mm

nRm




v , 

м/с0,1
602180

1805,1
6

1
14,32






v . 

 

Ответ. v = 1,0 м/с. 

 

Задача 2. Деревянный стержень массой М = 6,0 кг и длиной 

l = 2,0 может свободно вращаться в вертикальной плоскости, отно-

сительно оси проходящей через точку О, и перпендикулярной 

плоскости рис. 5.1. В нижний конец неподвижного стержня попа-

дает пуля массой m = 0,01 кг, летевшая со скоростью v0 = 10
3
 м/с, и 

застревает в нем. Скорость пули направлена перпендикулярно 

стрежню и оси. Определить угловую скорость стержня в момент 

удара. Моментом инерции пули пренебречь 
 

Решение.  Для реше-

ния задачи применим 

закон сохранения мо-

мента импульса. Свя-

жем систему отсчета с 

Землей, ось ОХ напра-

вим по оси вращения: 

через точку О перпен-

дикулярно плоскости рис. 5.1. Момент 

импульса пули относительно оси враще-

ния до удара  

 

Lп = mv0l. 
 

Момент импульса стрежня равен ну-

лю, так как до попадания пули он неподвижен. 

После удара момент импульса стержня  

 

Дано: 

М = 6,0 кг; 

l = 2,0 м; 

m = 0,01 кг; 

v0 = 10
3
 м/с 

 

Найти:   ω 

O

v
 

 
Рис. 5.1 
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Lст = I, 

где 
2

3

1
MlI  – момент инерции стержня  относительно оси вра-

щения, проходящей через точку О (определяется по теореме Штей-

нера);  

      − угловая скорость стержня после удара. 

По закону сохранения момента импульса полный момент им-

пульса системы до попадания пули в стержень и после ее опадания 

должен сохраняться, поэтому  

 

mv0l =  I. 
 

Отсюда найдем угловую скорость стержня  

 

рад/с5,2
0,20,6

1001,033 3
00 






Ml

m

I

lm vv
. 

Ответ.  = 2,5 рад/с. 

 
З а д а ч и  

 
4 балла 

 

5.1 Тело вращается с угловой скоростью  = 2 рад/с. Момент 

инерции тела I = 24 кгм
2
. Чему равен момент импульса?  

Ответ. L = 48 (кгм
2
)/с. 

5.2 Материальная точка массы m = 1,0 кг движется по окружно-

сти радиуса R = 0,5 м со скоростью v = 2,0 м/с. Чему равен 

момент импульса материальной точки?  

Ответ. L = 1,0 (кгм
2
)/с. 

5.3 Две материальные точки массами m1 = 1 кг и m2 = 2 кг дви-

жутся по окружностям радиусами R1 = 1 м и R2 = 2 м со ско-

ростями v1 = 2 м/с и v2 = 4 м/с. Чему равен полный момент 

импульса точек?  

Ответ. L = 18 (кгм
2
)/с. 
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5.4 Чему равен момент инерции однородного стержня относи-

тельно оси, проходящей через его середину? 

5.5 Момент инерции тела относительно оси, проходящей через 

центр масс, равен 25 кгм
2
. Ось вращения параллельна оси, 

проходящей через центр масс, и расположена на расстоянии 

1 м от нее. Чему равен момент инерции тела относительно 

оси вращения, если масса тела m = 10 кг.  

Ответ. I = 35 кгм
2
. 

5.6 Система состоит из материальной точки, которая движется 

по окружности радиуса R1 = 2 м со скоростью v1 = 5 м/с. Ес-

ли система остается замкнутой, а радиус движения точки 

под действием поля центральных сил станет R2 = 1 м, с какой 

скоростью будет двигаться точка?  

Ответ. v2 = 10 м/с. 

5.7 Материальная точка движется относительно центра враще-

ния О со скоростью v = 2 м/с. Чему равен момент импульса 

точки, если расстояние r


 между точкой и центром враще-

ния равно 5 м, угол между радиус-вектором r


 и скоростью 

v


 равен 30, а масса точки 3 кг?  

Ответ. L = 15 (кгм
2
)/с. 

5.8 Чему равен момент инерции материальной точки массой 

m = 5 кг относительно оси вращения, находящейся на рас-

стоянии 2 м от нее?  

Ответ. I = 20 кгм
2
. 

5.9 Момент импульса материальной точки 200 (кг·м
2
)/с, угловая 

скорость ее вращения  = 4 рад/с. Чему равен момент инер-

ции точки относительно оси вращения?  

Ответ. I = 50 кгм
2
. 

5.10 Определить момент инерции диска относительно оси, про-

ходящей через его центр, если радиус диска R = 5 м, а его 

масса m = 2 кг?  

Ответ. I = 25 кг·м
2
. 
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5–6 баллов 
 

5.11 Материальная точка массой m = 200 г движется по окружно-

сти. Момент инерции материальной точки относительно оси, 

проходящей через центр окружности перпендикулярно к 

плоскости, в которой движется точка 

I = 4,05·10
 ‒ 2

 кг·м
2
, момент импульса относительно той же 

оси L = 0,324 кг·м
2
/с. Найти радиус окружности, линейную  и  

угловую  скорости точки.  

Ответ. r = 0,45 м;  v = 3,6 м/с; ω = 8,0 рад/с. 

5.12 Материальная точка массой m = 120 г движется по окружно-

сти со скоростью v = 1,82 м/с. Момент импульса материаль-

ной точки относительно оси, проходящей через центр 

окружности перпендикулярно к плоскости, в которой дви-

жется точка, равен L = 3,058·10
–2

 кг·м
2
/с. Найти радиус 

окружности, угловую скорость движения точки, момент 

инерции точки относительно той же оси.  
Ответ.   r = 0,140 м; ω = 13,0 рад/с;  I = 2,350·10

–3
 кг·м

2
. 

5.13 Деревянный стержень массой М = 6 кг и длиной 1 м может 

вращаться в вертикальной плоскости относительно оси, про-

ходящей через точку О (см. рис. 5.1). В нижний конец 

стержня попадает пуля массой m = 0,01 кг, летевшая со ско-

ростью v0 = 1,0·10
3
 м/с, и застревает в нем. Скорость пули 

направлена перпендикулярно стрежню и оси. Определить 

кинетическую энергию стержня после удара. Моментом 

инерции пули пренебречь.  

Ответ. Wк = 25,0 Дж. 

 
7–8 баллов 

 

5.14 Вывести формулу для момента инерции тонкого кольца ра-

диусом R и массой m относительно оси симметрии.  

Ответ. I = mR
2
. 

5.15 Получить формулу для моментов инерции тонкого стержня 

массой m и длиной l относительно осей: 1) оси, проходящей 
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через центр масс перпендикулярно его длине; 2) оси, прохо-

дящей через край стержня.  

Ответ. 1) 2

12

1
mlI  ; 2) 2

3

1
mlI  . 

5.16 На краю платформы в виде диска, вращающейся по инерции 

вокруг вертикальной оси с частотой n1 = 8 мин
–1

, стоит чело-

век массой m1 = 70 кг. Когда человек перешел в центр плат-

формы, она стала вращаться с частотой n2 = 10 мин
–1

. Опре-

делить массу m2 платформы. Момент инерции человека 

рассчитывать, как для материальной точки.  

Ответ. m2 = 560 кг. 

5.17 Горизонтальная платформа массой m1 = 150 кг вращается 

вокруг вертикальной оси, проходящей через центр платфор-

мы, с частотой  n = 8 мин
–1

. Человек массой m2 = 70 кг стоит 

при этом на краю платформы. С какой угловой скоростью  

начнет вращаться платформа, если человек перейдет от края 

платформы к ее центру? Считать платформу круглым одно-

родным диском, а человека – материальной точкой.  

Ответ. 2 = 1,62 рад/с. 

5.18 Платформа в виде диска диаметром D = 3,0 м и массой 

m1 = 180 кг может вращаться вокруг вертикальной оси. С ка-

кой угловой скоростью 1 будет вращаться платформа, если 

по ее краю пройдет человек массой m2 = 70 кг со скоростью 

v = 1,8 м/с относительно платформы?  

Ответ. 1 =  0,525 рад/с. 

 

9–10 баллов 
 

5.19 Получить формулу для момента инерции сплошного шара 

радиусом R и массой m  относительно оси, проходящей через 

центр шара.  

Ответ. .2

5

2
mRI   



76 

5.20 На скамье Жуковского сидит человек и держит на вытяну-

тых руках гири массой m = 5 кг каждая. Расстояние от каж-

дой гири до оси скамьи l = 70 см. Скамья вращается с часто-

той n1 = 1 с
–1

. Какой станет частота вращения скамьи и 

какую работу А произведет  человек, если он сожмет руки 

так, что расстояние от каждой гири до оси уменьшится до 

l2 = 20 см? Суммарный момент инерции человека  и скамьи  

Жуковского относительно оси I = 2,5 кгм
2
.  

Ответ. n2 = 2,55 c
–1

; A = 226,7 Дж. 
5.21 На скамье Жуковского сидит человек и держит в руках 

стержень вертикально и параллельно оси скамьи. Скамья с 

человеком вращается с угловой скоростью 1 = 4,0 рад/с. С 

какой угловой скоростью 2 будет вращаться скамья с чело-

веком, если повернуть стержень так, чтобы он занял гори-

зонтальное положение? Суммарный момент инерции чело-

века и скамьи I = 5,0 кгм
2
. Длина стержня l = 1,8 м; масса 

m = 6,0 кг. Считать, что центр масс стержня с человеком 

находится на оси платформы.  

Ответ. 2 = 3,0 рад/с. 

5.22 На краю неподвижной скамьи Жуковского диаметром 

D = 0,8 м и массой m1 = 6,0 кг стоит человек массой m2 =  

= 60 кг. С какой угловой скоростью  начнет вращаться ска-

мья, если человек поймает летящий на него мяч массой m = 

= 0,5 кг? Траектория мяча горизонтальна и проходит на рас-

стоянии r = 0,4 м от оси скамьи. Скорость мяча v = 5,0 м/с.  

Ответ.  = 9,8·10
–2

 рад/с. 
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6. ДИНАМИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг непо-

движной оси Z: 

 

2

к
2

1
 zIW    или    

z

z

I

L
W

2

2

к  . 

 

При повороте тела относительно оси Z на угол d совершается 

элементарная работа 

 

 dMA z . 

 

Момент силы F относительно центра вращения 

 

 FrM


,  , 

 

где r


 – радиус-вектор, проведенный из центра вращения в точку 

приложения силы. 

Основное уравнение динамики вращательного движения 
твердого тела относительно оси вращения 

 

 



i

ziz

i

iz M
dt

d
IMI

2

2

;


, 

 

где 
i

iM


– вектор результирующего момента всех внешних сил, 

приложенных к телу; 

        


 – вектор углового ускорения; 

       zI – момент инерции относительно оси вращения Z; 
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i

ziM  – результирующий момент внешних сил, действующих 

на тело, относительно оси Z. 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. Через блок в виде сплошного диска, имеющего массу 

m = 80 г, перекинута тонкая гибкая нить, к концам которой подве-

шены грузы с массами m1 = 100 г и m2 = 200 г. Определить ускоре-

ние, с которым будут двигаться грузы, если их предоставить самим 

себе. Трением и массой нити пренебречь. 

 

 

Решение. Силы, действующие 

на каждый груз и на блок, 

изображены на рис. 6.1. Напра-

вим ось OY вертикально вниз и 

напишем для каждого груза 

уравнение движения (второй 

закон Ньютона) в проекциях на эту ось. Для первого груза 

 

                     amTgm 111  ;     amgmT 111  ; (6.1) 

 

для второго груза 

 

             amTgm 222  ;     amgmT 222  .  (6.2) 

 

Дано: 

m = 80 г = 0,08 кг; 

m1 = 100 г = 0,1 кг; 

m2 = 200 г = 0,2 кг; 

g = 9,8 м/с
2
 

 

Найти:  а 

m  g

T

T

Y

O

2

m  g
1

а

T
1' T

2'

1

2

а

Z

 r

 
Рис. 6.1 
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Под действием моментов сил 1T   и 2T   относительно оси Z, пер-

пендикулярной плоскости чертежа и направленной за чертеж, блок 

приобретает угловое ускорение . Согласно основному уравнению 

динамики вращательного движения, имеем   

     

        
zIrTrT 12 ,           (6.3) 

 

где 
2

2

1
; mrI

r

a
z  – момент инерции блока относительно 

оси Z. 

Согласно третьему закону Ньютона, с учетом невесомости нити, 

имеем 
2211 ; TTTT


 . Воспользовавшись этим, подставим в 

уравнение (6.3) вместо 1T   и 2T   выражения для Т1 и Т2 из (6.1) и 

(6.2): 

   
r

amr
ramgmramgm

2

2

1122  . 

 

Откуда 

                                 g
mmm

mm
a

221

12




 . (6.4) 

 

После подстановки числовых значений в формулу (6.4) получим 
 

  2м/с9,28,9

2
08,01,02,0

1,02,0







 


a . 

 

Ответ. 
2

м/с2,9a . 

 

Задача 2. Сплошной цилиндр массой 0,5 кг и радиусом 0,02 м 

вращается под действием тормозящего момента М относительно 

оси, совпадающей с осью цилиндра, по закону 
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25,00,80,12 tt  (рад).  Определить тормозящий момент М и  

величину силы, создающей момент М.  
 

Решение. Угловое ускорение опре-

деляется как вторая производная от 

угла поворота по времени: 

 

2

2

dt

d 
    

или    

dt

d
 , 

где  = 
dt

d
 – угловая скорость.  

Следовательно, 

t 0,8 . 

 

Тогда  = –1 рад/с
2
.  

Момент силы относительно оси вращения 

 

],[ FrM


     или    sinFrM . 

 

Сила  действует касательно к поверхности, поэтому 1sin  . 

Тогда FrM  , откуда 

r

M
F  . 

 

Тормозящий момент можно определить из основного уравнения 

динамики вращательного движения 

 

 IM , 

 

где I – момент инерции цилиндра относительно оси вращения.  

В данном случае ось вращения совпадает с осью цилиндра, по-

этому 

Дано: 

m = 0,5 кг; 

r = 0,02 м; 
25,00,80,12 tt  рад 

 

Найти:  F; M 
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2

2

1
mrI  .  

Тогда 

                                              2

2

1
mrM ; 

  

  мН100,11)02,0(5,0
2

1 42  M . 

 

Знак минус у момента М означает, что он оказывает  тормозя-

щее действие. 

Модуль силы F, действующей на цилиндр: 

 

                                                
r

M
F  ; 

  

Н100,5
20,0

100,1 3
4







F . 

 

Ответ. Н100,5
3F ; мН100,1

4  
M . 

 

Задача 3.  Диск массой 2,0 кг, радиусом 10 см вращается с ча-

стотой 600 мин
 –1 

вокруг горизонтальной оси, проходящей через его 

центр. Через 20 с под действием постоянного тормозящего момента 

диск остановился. Считая массу диска равномерно распределенной, 

найти тормозящий момент и число оборотов, которое сделает диск 

до полной остановки. 
 

Решение. Для определения тормозяще-

го момента M сил, действующих на те-

ло, нужно применить основное уравне-

ние динамики вращательного 

движения. Запишем его в виде 

 

             tMI  ,       (6.5) 

Дано: 

m = 2,0 кг; 

R = 10 см = 0,01 м; 

Δt = 20 c; 

n = 600 мин
 –1

 = 10 c
–1 

 

Найти:  M; N 
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где I – момент инерции диска относительно оси, проходящей через 

центр масс;  

       – изменение угловой скорости за промежуток времени t. 

По условию задачи  

 

0 , 

 

где 0 – начальная угловая скорость, так как конечная угловая ско-

рость 0 .  

Выразим начальную угловую скорость через частоту вращения 

диска. Тогда 

                               n 20   и   n 2 . 

  

Момент инерции диска относительно оси, перпендикулярной 

плоскости диска и проходящей через его центр масс: 

 

                                                
2

2mR
I  , 

где m – масса диска;  

R – радиус диска.  

Тогда формула (6.5) примет вид 

 

                            
t

nmR
M






2

, (6.6) 

 

мН1014,3
20

01,021014,3 4
2




 M . 

 
Знак минус  в (6.6) указывает на то, что на диск действует тор-

мозящая сила. 

Угол поворота за время вращения диска до остановки может 

быть определен как 
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2

2

0

t
t


 , (6.7) 

где  – угловое ускорение.  

По условию задачи, t 0 ; 0 ; 0 t . Тогда из 

(6.7) следует, что 

22

00

0

tt
t





 . 

 

Так как  

N 2 ;             n 20 , 

 

то число полных оборотов 

 

                                    
2

tn
N


 ; 

100
2

2010



N . 

 

Ответ. мН103,1
4  

M ; 100N . 
 

З а д а ч и  
 

4 балла 
 

6.1 На тело действует сила F = 10 Н. Найти момент М силы F, 

если угол между направлением силы и радиус-вектором r


, 

направленным от центра вращения к центру тяжести тела, 

равен 30? Модуль r


 = 5 м.  

Ответ. М = 25 Нм. 

6.2 Тело вращается под действием момента сил М = 30 Нм. Ес-

ли момент инерции тела I = 15 кгм
2
, с каким угловым уско-

рением движется тело? 

Ответ.  = 2 рад/с
2
. 
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6.3 Сила F = 3 Н действует на диск по касательной к ободу дис-

ка. Радиус диска R = 2 м. Чему равен момент силы F? Куда 

он направлен? 

Ответ. М = 6 Нм. 

6.4 Тело, имеющее момент инерции I = 5 кгм
2
 относительно 

оси, вращается вокруг нее с угловой скоростью  = 10 рад/с. 

Найти кинетическую энергию тела.  

Ответ. Wк = 250 Дж. 

6.5 Какую работу нужно совершить, чтобы повернуть тело от-

носительно оси на угол 
2


, действуя постоянным моментом 

сил М = 20,0 Нм. Моменты сил, противодействующих пово-

роту, не учитывать.  

Ответ. А = 31,4 Дж. 

6.6 На тело действует два противоположно направленных мо-

мента сил, равных по модулю М1 = 10 Нм, М2 = 20 Нм. С 

каким угловым ускорением будет вращаться тело, если его 

момент инерции равен I = 10 кгм
2
?  

Ответ.  = 1 рад/с
2
. 

6.7 Тело вращается с угловой скоростью  = 5 + 4t (рад/с). Мо-

мент инерции тела I = 20 кгм
2
. Найти приложенный к этому 

телу момент сил.  

Ответ. М = 80 Нм. 

6.8 Через блок массой m = 10 кг и радиусом R = 0,5 м перекину-

та нить, силы натяжения которой с обеих сторон блока рав-

ны Т1 = 2 Н, Т2 = 3 Н. С каким угловым ускорением вращает-

ся блок? Блок считать сплошным диском.  

Ответ.  = 0,4 рад/с
2
. 

6.9 Колесо радиуса R = 1 м и массой m = 2 кг катится без про-

скальзывания со скоростью 10 м/с. Определить кинетиче-

скую энергию колеса?  

Ответ. Wк = 150 Дж. 
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6.10 Может ли кинетическая энергия быть больше, чем 
2

2vm
? 

Почему?  

Ответ. Может. 
 

5–6 баллов 
 

6.11 Блок, имеющий форму диска массой m = 0,4 кг, вращается 

под действием силы натяжения нити, к концам которой под-

вешены грузы массами m1 = 0,3 кг и m2 = 0,7 кг. Определить 

силы натяжения Т1 и Т2 нити по обе стороны блока. Трением 

и проскальзыванием нити по блоку пренебречь.  

Ответ. Т1 = 3,9 Н; Т2 = 4,6 Н. 

6.12 Нить с привязанными к ее концам грузами массами 

m1 = 50,0 г и m2 = 60,0 г перекинута через блок диаметром 

D = 4,0 см. Определить момент инерции I блока, если под 

действием силы тяжести грузов он получил угловое ускоре-

ние  = 1,5 рад/с
2
. Трением и проскальзыванием нити по 

блоку пренебречь.  

Ответ. I = 12,610
–4 

кгм
2
. 

6.13 Сплошной диск массой 0,2 кг вращается вокруг оси, прохо-

дящей через его центр масс под действием момента сил 

М = 0,810
–2

 Нм. Закон вращения имеет вид 
20,20,10,5 tt  (рад). Определить радиус диска.  

Ответ. R = 0,14 м. 

6.14 Колесо, вращаясь равнозамедленно при торможении, 

уменьшило за 1 мин частоту вращения с 300 до 180 об/мин. 

Момент инерции колеса I = 2 кгм
2
. Найти:  1)  угловое  

ускорение  колеса;  2) тормозящий момент;   3) работу сил 

торможения; 4) число оборотов, сделанных колесом за  дан-

ную 1 минуту.   

Ответ.   = –0,21 рад/с
2
;  М = 0,42 Нм; А = 631 Дж; N = 240. 

6.15 Вентилятор вращается со скоростью, соответствующей ча-

стоте 900 об/мин. После выключения вентилятор, вращаясь 
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равнозамедленно, сделал до остановки 75 об. Работа сил 

торможения A = 44,4 Дж. Найти: 1) момент инерции венти-

лятора; 2) момент сил торможения.  

Ответ. I = 0,01 кгм
2
; М = 9,4 10

−2 
Нм. 

6.16 Маховое колесо, имеющее момент инерции I = 245 кгм
2
,  

равномерно вращается, делая 20 об/с. После того, как на ко-

лесо перестал действовать вращающий момент, оно остано-

вилось, сделав 1000 об. Найти: 1) момент сил трения; 2) вре-

мя, прошедшее от момента прекращения действия 

вращающегося момента до остановки колеса.  

Ответ. Мтр = 308 Нм; t = 100 c. 

6.17 Маховое колесо начинает вращаться с постоянным угловым 

ускорением  = 0,5 рад/с
2
 и через t1 = 15 с после начала дви-

жения приобретает момент импульса L = 73,5 кгм
2
/с. Найти 

кинетическую энергию колеса через t2 = 20 с после начала 

вращения.  

Ответ. Wк = 490 Дж. 

6.18 Маховик вращается с постоянной скоростью, соответствую-

щей частоте n = 10 об/с; его кинетическая   энергия 

Wк  = 7,85 Дж. За какое время вращающий момент 

М = 50 Нм, приложенный к этому маховику, увеличит угло-

вую скорость маховика в два раза?  

Ответ. t = 5 мс. 

6.19 Человек катит обруч без проскальзывания по горизонталь-

ной поверхности со скоростью v = 2,0 м/с. По инерции обруч 

может вкатиться на горку с углом наклона 30˚ к горизонту. 

На какое расстояние S вкатится обруч?   

Ответ. S = 0,8 м. 

6.20 На какую высоту вкатывается по наклонной плоскости об-

руч, если у основания линейная скорость точек на обруче 

5 м/с.   

Ответ. h = 2,5 м.    

6.21 Шар и сплошной цилиндр одинаковой массы, изготовленные 

из одного и того же материала, катятся без скольжения с 
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одинаковой скоростью. Определить, во сколько раз кинети-

ческая энергия шара меньше кинетической энергии сплош-

ного цилиндра.  

Ответ. В 1,07 раза. 

6.22 Полная кинетическая энергия Wк диска, катящегося без про-

скальзывания по горизонтальной поверхности, равна 24 Дж. 

Определить кинетическую энергию W1 поступательного и 

W2 вращательного движения диска.  

Ответ. W1 = 16 Дж, W2 = 8 Дж. 

6.23 К ободу однородного сплошного диска массой m = 10,0 кг, 

насаженного на ось, приложена постоянная касательная сила 

F = 30,0 Н. Определить кинетическую энергию диска через 

время t = 4 с после начала действия силы.  

Ответ. Wк = 1,4 кДж. 

6.24 Вентилятор вращается с частотой n = 600 об/мин. После вы-

ключения он начал вращаться равнозамедленно и, сделав 

N = 50 оборотов, остановился. Работа сил торможения А = 

= 31,4 Дж. Определить: 1) момент М сил торможения; 2) мо-

мент инерции I вентилятора.  

Ответ. М = 0,1 H·м; I = 0,016 кг·м
2
. 

6.25 К ободу однородного сплошного диска радиусом R = 0,5 м 

приложена постоянная касательная сила F = 100 Н. При 

вращении диска на него действует момент сил трения 

Мтр = 2 H·м. Определить массу m диска, если известно, что 

его угловое ускорение  постоянно и равно 16 рад/с
2
.  

Ответ. m = 24 кг. 

6.26 Маховик в виде сплошного диска, момент инерции которого 

I = 1,5 кг·м
2
, вращаясь при торможении равнозамедленно, за 

время t = 1 мин уменьшил частоту своего вращения с 

n0 = 240,0 об/мин до n1 = 120,0 об/мин. Определить: угловое 

ускорение  маховика; момент М силы торможения; работу 

сил торможения А.  

Ответ.  = 0,21 рад/с
2
; М = 0,32 H·м; А = 355,0 Дж. 
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7–8 баллов 
 

6.27 По ободу шкива, надетого на общую ось с маховым колесом, 

намотана нить, к концу которой подвешен груз масс-сой m = 

= 1,0 кг (рис. 6.2). На какое расстояние должен опуститься 

груз, чтобы колесо со шкивом получило скорость, соответ-

ствующую частоте 

60 об/мин? Момент 

инерции колеса со шки-

вом 0,42 кгм
2
, радиус 

шкива  10,0 см. Считать 

радиус махового   колеса  

равным  радиусу  шкива.  

Ответ.  h  = 0,87 м. 

6.28 К ободу диска массой 

m = 5,0 кг, закрепленного 

на горизонтальной оси, 

приложена постоянная касательная сила F = 19,6 Н. Какую 

кинетическую энергию будет иметь диск через t = 5 с после 

начала действия силы?  

Ответ. Wк = 1,9 кДж. 

6.29 На какой угол надо отклонить однородный стержень, под-

вешенный на горизонтальной оси, проходящей через верх-

ний конец стержня, чтобы нижний конец стержня при про-

хождении им положения равновесия имел скорость 5 м/с? 

Длина стержня 1 м.  

Ответ. cos = 0,15;  = 8120. 

6.30 Диск массой m = 300 г и радиусом r = 10,0 см вращается от-

носительно оси, проходящей через его центр масс, таким об-

разом, что изменение угла поворота происходит по закону 

φ = 5,0 – t
2
 + 6,0t

3
 (рад). Найти, какую работу совершает над 

телом момент внешних сил за промежуток времени от 

t1 = 1 с до t2 = 1,4 с.  

Ответ. А = 0,6 Дж. 

6.31 Сплошной  цилиндр  массой  m = 400 г и радиусом  r = 5,0 см 

вращается относительно оси, проходящей  через  его  центр  

 

 
 

 
Рис. 6.2 
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масс,  таким образом,  что  изменение угла поворота проис-

ходит по закону φ = –4,0t
2
 + 15,0t + + 10,0 (рад). Найти какую 

работу совершает над телом момент внешних сил за проме-

жуток времени от t1 = 1,2 с до t2 = 1,3 с.  

Ответ. А = –2,0·10
–3

 Дж. 

6.32 Некоторое тело катится без скольжения со скоростью 

v = 2,5 м/с по горизонтальной плоскости. По инерции оно 

вкатывается на горку с углом наклона α = 10˚ к горизонту и 

проходит расстояние S = 2,57 м. Определить вид тела (шар, 

обруч, диск или сплошной цилиндр).  

Ответ. Шар. 

6.33 Колесо радиусом R = 30 см и массой m = 3,0 кг скатывается 

без проскальзывания по наклонной плоскости длиной 

l = 5,0 м и углом наклона  = 25. Определить момент инер-

ции колеса, если его скорость v  у основания плоскости со-

ставила 4,6 м/с.  

Ответ. I =  0,26 кг·м
2
. 

6.34 Какую скорость должен иметь центр масс шара, катящегося 

без скольжения, чтобы подняться по наклонной плоскости, 

составляющей с горизонтом угол 30

, на высоту 2 м, если си-

ла сопротивления равна 0,2 силы тяжести, действующей на 

шар?  

Ответ. v = 6,26 м/с. 

6.35 На однородный сплошной цилиндрический вал (рис. 6.3) 

радиусом R = 50 см намотана легкая нить, к концу которой 

прикреплен груз массой 

m = 6,40 кг. Груз, разматывая нить, 

опускается с ускорением 

а = 2,00 м/с
2
. Определить: момент 

инерции I вала; массу  вала.  

Ответ. I = 6,24 кг·м
2
;  m = 50,0 кг. 

6.36 На однородный сплошной цилин-

дрический вал радиусом R = 5 см и 

массой М = 10,0 кг намотана легкая 

нить, к концу которой прикреплен 

 
 

Рис. 6.3 
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груз массой m = 1,0 кг (рис. 6.3). Определить: 1) зависимость 

S(t), согласно которой движется груз; 2) силу натяжения ни-

ти Т; 3) зависимость  (t), согласно которой вращается вал; 

4) угловую скорость  вала через t = 1 с после начала дви-

жения; 5) тангенциальное (а) и нормальное (аn) ускорения 

точек, находящихся на поверхности вала.  

Ответ. 
2

820 t,S  м; Т = 8,2 Н; 
2

316 t, рад; 

 = 32,6 рад/с; а = 1,64 м/с
2
, аn = 53,1 м/с

2
. 

 
9–10 баллов 

 
6.37 На горизонтальном столе расположен цилиндр массой m, на 

который намотана нить. К свободному концу нити, пере-

брошенному через легкий блок (см. рис. 6.2) , подвешен груз 

такой же массы m. Найти ускорение груза и силу трения 

между цилиндром и столом. Цилиндр считать сплошным те-

лом, которое катится без скольжения.  

Ответ. a = (8/11) g; F = (1/11) mg. 

6.38 Стержень массой m = 75,0 кг и длиной l = 18,0 см вращается 

относительно оси, проходящей через его центр масс, таким 

образом, что изменение угла поворота происходит по закону 

φ = 2,5 + 6,0t
3
 – 2,0t (рад). Найти, какую работу совершает 

над телом момент внешних сил за промежуток времени от t1 

= 1,2 с до t2 = 1,4 с.  

Ответ. А = 54,2 Дж. 

6.39 Однородный стержень длиной 85 см подвешен на горизон-

тальной оси, проходящей через верхний конец стержня. Ка-

кую наименьшую скорость надо сообщить нижнему концу 
стержня, чтобы он сделал полный оборот вокруг оси?  

Ответ. v = 7,1 м/с. 

6.40 Сплошной однородный диск скатывается без скольжения по 

наклонной плоскости, образующей угол  с горизонтом. 

Определить линейное ускорение а центра диска.  

Ответ.  sin
3

2
ga . 
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6.41 На однородный сплошной цилиндрический вал радиусом 

R = 20 см, момент инерции которого I = 0,15  кг·м
2
, намотана

 

легкая нить, к концу которой прикреплен груз массой 

m = 0,50 кг. До начала вращения барабана высота h груза над 

полом составляла 2,3 м. Определить: 1) время опускания 

груза да пола; 2) силу натяжения нити; 3) кинетическую 

энергию груза в момент удара о пол.  

Ответ. t = 2 с; T = 4,32 Н; Wк = 1,35 Дж. 

6.42 Маятник Максвелла представ-

ляет собой массивный диск ра-

диусом R и массой m, жестко 

надетый на ось радиусом r. Ось 

подвешивается на двух нитях, 

намотанных на нее (рис. 6.4). В 

свободном состоянии маятник 

совершает возвратно-

поступательное движение в вер-

тикальной плоскости при одно-

временном вращении диска во-

круг оси. Определить: 1) ускорение поступательного движе-

ния маятника; 2) силу натяжения нити. Силы сопротивления 

и момент инерции оси маятника не учитывать.  

Ответ. ;

)r(
R

g
a

2

2

2
1

  
22

2

22 rR

gmR
T


 . 

6.43 Однородный шар радиусом r = 20 см скатывается без сколь-

жения с вершины сферы радиусом R = 50 см. Определить 

угловую скорость  шара после отрыва от поверхности сфе-

ры. Сопротивление воздуха не учитывать.  

Ответ. рад/с10
)(

17

10
2





r

rRg
. 

 

 

 

 
Рис. 6.4 
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7. ГИДРОДИНАМИКА 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Уравнение неразрывности несжимаемой струи 

 

constvS , 

 

где S – площадь поперечного сечения трубки тока; 

      v – средняя скорость жидкости по сечению S . 

Уравнение Бернулли для стационарного течения идеальной 

несжимаемой жидкости 

 

const
2

2




pgh
v

, 

 

где v – скорость жидкости;  

     
2

2v
 – динамическое давление жидкости; 

      h – высота, на которой расположено сечение трубки тока; 

      gh – гидростатическое давление;  

      р – статическое давление жидкости.  

Сила внутреннего трения между слоями текущей жидкости 

определяется законом Ньютона для вязкости 

 

S
x

F




v

, 

 

где  – динамическая вязкость жидкости;  

     
x

v
– градиент скорости;  

      S – площадь соприкасающихся слоев. 

Кинематическая вязкость жидкости 
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 . 

 

Число Рейнольдса для потока жидкости в трубе  

 




d
vRe , 

 

где  – плотность жидкости;  

     v  – средняя по сечению трубы скорость жидкости;  

      d – характерный поперечный размер трубы (радиус или диа-

метр). 

Формула Стокса, определяющая силу внутреннего трения, 

действующую на медленно движущийся в вязкой среде шарик 

 

vrF  6 , 

 
где r – радиус шарика;  

 v – скорость шарика. 

Формула Пуазейля для определения объема жидкости, проте-

кающей за время t через капиллярную трубку длиной l: 

 

l




8

4 ptR
V , 

где R – радиус трубки;  

      р – разность давления на концах трубки. 

Лобовое сопротивление 
 

SCR xx
2

2v
 , 

 

где Сх – безразмерный коэффициент сопротивления;  

   – плотность среды;  

v – скорость движения тела;  

S – площадь наибольшего поперечного сечения тела. 
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Примеры решения задач  

 
Задача 1. В горизонтальной трубе переменного сечения течет 

вода. В трубу впаяны две вертикальные манометрические трубки 

одинакового сечения (рис.7.1). Разность уровней в манометриче-

ских трубках h = 8,0 см. Сечения трубы у основания манометри-

ческих трубок S1 = 6,0 см
2
 и S2 = 12,0 см

2
. Пренебрегая вязкостью 

воды, определить ее массу, протекающую через сечение трубы за 

единицу времени. Плотность воды  = 1,0 г/см
3
. 

 

Решение. Масса воды, проте-

кающей через сечение за еди-

ницу времени, т.е. массовый расход, определяется по выражению 

 

                    22
22 S
t

tS

t

m
Q v

v








 ,   (7.1) 

 

где  – плотность воды;  

      v2 – скорость течения воды в месте сечения S2.  

Так как воду можно считать несжимаемой, выполняется условие 

неразрывности струи 

 

2211 SS vv  .    (7.2) 

 

Применим уравнение Бернулли для двух горизонтальных сече-

ний трубы: 

Дано: 

h = 8,0 см = 0,08 м; 

S1 = 6,0
 
см

2 
= 6,0·10

−4 
м

2
; 

S2 = 12,0 см
2 
= 12,0·10

−4 
м

2
; 

 = 1,0 г/см
3 
= 1000 кг/м

3
 

 

Найти:  Q 

 

h

S
1 S

2  
Рис. 7.1 
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22

2

2
2

2

1
1

vv 



 pp , 

 

где р1 и р2 – статические давления в сечениях манометрических 

трубок;  

      v1 и v2 – скорости течения воды в местах сечений S1и S2.  

Разность статических давлений  
 

                                        hgpp  12 .     (7.3) 

 

Из (7.2), (7.3) получим 

 

                                       
2

1

2

2

12

2

SS

hg
S




v .  (7.4) 

 

Подставим (7.4) в (7.1) и найдем искомый массовый расход во-

ды 

                                     
2

1

2

2

21

2

SS

hg
SSQ




 .  (7.5) 

 

Подставляя данные задачи в (7.5), получим:  

 

   
кг/с.87,0

100,12100,6

100,8102
100,12100,61000

2424

2
44












Q

 

 

Ответ. Q = 0,87 кг/с. 
 

Задача 2. В бочку льется вода. За единицу времени вливается 

объем воды равный Vt . Чему равен диаметр отверстия d в дне боч-

ки, чтобы вода в ней держалась на постоянном уровне h? 
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Решение. Вода в боч-

ке будет держаться на 

постоянном уровне, 

если за равные про-

межутки времени ко-

личества втекающей 

и вытекающей воды 

равны. Объем воды, вытекающий в еди-

ницу времени из бочки, определяется сле-

дующим образом: 

                                                 
t

V
Vt  .     (7.6) 

 

Объем вытекающей воды  V = lS. Тогда 

 

                                                   S
t

S
Vt v

l
,    (7.7) 

 

где 
4

2d
S


  – площадь поперечного сечения отверстия;  

v – скорость истечения воды из отверстия;  

l – длина столбика воды, вытекающей из отверстия за время t 

(рис. 7.2). 

Тогда скорость вытекания воды из отверстия определяется из 

(7.6)–(7.7):  

       
2

4

d

Vt


v .       (7.8) 

 

Уравнение Бернулли с учетом постоянства уровня воды в бочке 

на высоте h будет иметь вид 

 

                                            gh


2

2v
.    (7.9) 

 

Из (7.9) получим 

Дано: 

Vt; 

h; 

g 

 

Найти:   d 

 
 

 
Рис. 7.2 
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                                        gh2v .  (7.10) 

 

Из (7.8) и (7.10) следует, что диаметр отверстия должен 

определяться по формуле 

 

gh

V
d t

2

4


 . 

 

Ответ. 
gh

V
d t

2

4


 . 

 

Задача 3. Стальной шарик  падает с по-

стоянной скоростью в сосуде с глицерином.  

Считая, что при числе Рейнольдса  Re  0,5 

справедлива формула Стокса, определить 

предельный диаметр шарика. Плотность ста-

ли 1 = 9,00 г/см
3
, плотность глицерина 2 = 1,26 г/см

3
, динамиче-

ская вязкость глицерина  = 1,48 Пас.  

 

Решение. При установившем-

ся движении шарика в жидко-

сти (v = const) сила тяжести mg 

шарика (рис. 7.3) уравновеши-

вается суммой выталкивающей 

силы (FA) и силы внутреннего 

трения (F), тогда 

 

FFmg  A  

 

  или vrgVgV  621 ,   (7.11) 

 

где  
3

3

4
rV  – объем шарика.  

Дано: 

Re  0,5; 

1 = 9,0 г/см
3 
= 9,0·10

3
 кг/м

3
; 

2 = 1,26 г/см
3 
= 1,26·10

3 
кг/м

3
; 

 = 1,48 Пас; 

g = 9,8 м/с
2
 

 

 

Найти:   dmax 

Ymg

F

Fa

O

v

 
 

Рис. 7.3 



98 

С учетом выражения для объема шарика V из (7.11) получим 

выражение для скорости v: 
 

                          
   











189

2 2

21

2

21 gdgr
v . 

 

Значение числа Рейнольдса для шарика можно рассчитать как 

 






dv2Re . 

 

Предельный диаметр шарика dmax будет определяться макси-

мальным значением числа Remax = 0,5. Поэтому 

 

 
3

221

max

2

2

max

max

Re18Re

g
d











v
. 

 

В результате получим  

 

 

 
м109,5

9,81026,11026,10,9

5,048,118 3
3

33

2

max





d . 

 

Ответ. dmax = 5,9·10
–3

 м. 

 

З а д а ч и  
 

4 балла 
 
7.1 Сечение трубы S1 = 0,2 м

2
. Средняя скорость течения жидко-

сти через сечение S1 равна v1 = 10,0 м/с. Если сечение трубы 

уменьшить в два раза, чему будет равна средняя  скорость  

течения  жидкости через него?  

Ответ. v2 = 20,0 м/с.  
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7.2 Чему равно давление на дне водоема глубиной 50 м?  

Ответ. p = 600 кПа. 

7.3 Скорость течения струи воды v = 10 м/с. Чему равно дина-

мическое давление воды?  

Ответ. p = 50 кПа. 

7.4 Под каким статическим давлением должна находиться вода 

в трубе, чтобы ее поднять на высоту 10 м?  

Ответ. p = 1,0·10
5
 Па. 

7.5 Чему равен градиент скорости между слоями текущей жид-

кости, если на расстоянии между слоями х = 0,1 м скорость 

жидкости  изменяется  от     v1 = 0,2 м/с  до v2 = 0,8 м/с?  

Ответ. 




x

v
 6,0 с

-1
. 

7.6 Число Рейнольдса для текущей по круглой трубе жидкости  

Re = 1000. Чему равна динамическая вязкость жидкости, ес-

ли ее плотность  = 800,0 кг/м
3
, средняя скорость течения 

v = 10,0 м/с, диаметр трубы d = 0,1 м?  

Ответ. η  = 0,8 Пас. 

7.7  Определить силу внутреннего трения между двумя соприка-

сающимися слоями жидкости площадью S = 0,01 м
2
. Дина-

мическая вязкость жидкости  = 1,2 Пас, градиент скоро-

стиv / х= 5,0 c
–1

. 

Ответ. F = 6,0·10
–2

 Н. 

7.8 Если капля воды массой 0,01 г падает с установившейся ско-

ростью в воздухе, чему равна сила сопротивления движению 

капли?  

Ответ. F = 1,0·10
–4

 Н. 

7.9 Ручеек течет в лесу с холма. Перепад высот холма составля-

ет 10,0 м. Средняя скорость воды ручейка на верху холма 

1,0 м/с. Какова скорость ручейка у подножия холма?  

Ответ. v2 = 14,2 м/с.  
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7.10 Площадь  соприкосновения слоев текущей жидкости 

S = 10,0 см
2
, коэффициент динамической вязкости жидкости 

 = 1,0·10
–3

 Пас, а возникающая сила трения между слоями  

F = 0,1 мН. Определить градиент скорости.   

Ответ. 




x

v
 –100 с

–1
. 

 

5–6 баллов 
 

7.11 По  трубе  радиусом  r = 1,5 см  течет   углекислый  газ   ( = 

= 7,5 кг/м
3
). Определить скорость его течения, если за время 

t = 20 мин через поперечное сечение трубы протекает масса 

газа m = 950 г.  

Ответ. v = 0,15 м/с. 

7.12 В емкость заливается вода со скоростью 200 см
3
/с. На дне 

емкости имеется отверстие площадью поперечного сечения 

0,80 см
2
. Пренебрегая вязкостью воды, определить уровень 

воды в емкости.  

Ответ. h = 0,31 м. 

7.13 В сосуд заливается вода со скоростью 0,50 л/с. Пренебрегая 

вязкостью воды, определить диаметр отверстия в дне сосуда, 

при котором вода поддерживалась бы в нем на постоянном 

уровне h = 0,20 м.  

Ответ. d = 1,8·10
–3

 м. 

7.14 Пренебрегая вязкостью жидкости, определить скорость ис-

течения жидкости из малого отверстия в стенке сосуда, если 

высота h уровня жидкости над отверстием составляет 1,5 м.  

Ответ. v = 5,4 м/с. 

7.15 В боковой поверхности цилиндрического сосуда, стоящего 

на горизонтальной поверхности, имеется отверстие, попе-

речное сечение которого значительно меньше поперечного 

сечения самого сосуда. Отверстие расположено на расстоя-

нии h1 = 49,0 см от уровня воды в сосуде, который  поддер-

живается  постоянным,  и на расстоянии h2 = 25 см от дна 

сосуда. Пренебрегая вязкостью воды, определить расстояние 
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по горизонтали от отверстия до места, куда попадет струя 

воды.  

Ответ. S = 0,70 м. 

7.16 Широкий сосуд с небольшим отверстием в дне наполнен во-

дой плотностью 1 = 1,0·10
3
 кг/м

3
   и керосином плотностью 

2 = 0,810
3
 кг/м

3
. Пренебрегая вязкостью, найти скорость 

вытекающей воды, если толщина слоя воды h1 = = 30 см, а 

слоя керосина h2 = 20 см.  

Ответ.   см32
1221
 hhgv . 

7.17 Шарик всплывает с постоянной скоростью в жидкости, 

плотность которой в три раза больше плотности материала 

шарика. Определить от-

ношение силы трения, 

действующей на всплы-

вающий шарик, к силе тя-

жести.  

Ответ. 
mg

Fтр
2.  

7.18 Изогнутую трубку опу-

стили в поток воды, как 

показано  на рис. 7.4. Ско-

рость потока относитель-

но  трубки v = 2,5 м/с. За-

крытый верхний конец 

трубки имеет небольшое отверстие и находится на высоте 

h0 = 12,0 см. На какую высоту h будет подниматься струя во-

ды, вытекающая из отверстия? 

Ответ. 2,02
0

2  hgh v м. 

 
7–8 баллов 

 
7.19 Бак цилиндрической формы с площадью основания 10,0 м

2
 и 

объемом 100,0 м
3
 заполнен водой. Пренебрегая вязкостью 

воды, определить время, необходимое для полного опорож-

h
0

h

v

 
 

Рис. 7.4 
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нения бака, если на дне бака образовалось круглое отверстие 

площадью 8,0 см
2
. 

 Ответ. t = 1,8  10
4
 с.  

7.20 Сосуд в виде полусферы ра-

диусом R = 10,0 см   до кра-

ев наполнен водой (рис. 7.5). 

На дне сосуда имеется от-

верстие с площадью попе-

речного    сечения S 

= 4,0 мм
2
. Определить вре-

мя, за которое через отверстие выльется столько воды, чтобы 

ее уровень в сосуде понизился на 5,0 см.  

Ответ. t = 600 c. 

7.21 По горизонтальной трубе 

переменного сечения 

(рис. 7.6) течет вода. 

Площади поперечных се-

чений трубы на разных ее 

участках  равны 

S1 = 10 см
2
 и S2 = 20 см

2
. 

Разность уровней h во-

ды в вертикальных труб-

ках одинакового сечения составляет 20,0 см. Определить 

объем воды, проходящей за 1 с через сечение трубы.  

Ответ. V = 2,310
−3

 м
3
. 

7.22 Для измерения ускорения горизон-

тально движущегося тела использу-

ется U-образный манометр. С каким 

ускорением движется тело, если раз-

ность уровней жидкости в трубках 

манометра h = 5,1 см, а расстояние 

между осями трубок b = 20,0 см?  

Ответ. a = 2,5 м/с
2
. 

7.23 По суживающемуся трубопроводу (рис. 7.7) протекает вода в 

количестве Q = 27,0 м
3
/ч. Определить давление в точке О2, 

R

S  
Рис. 7.5 

h

S
1

S
2  

Рис. 7.6 

a



o
1

o
2

 
Рис. 7.7 
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если в точке О1 давление р1 = 2,50 10
5
 Па. Диаметры трубо-

провода d1 = 80,0 мм, d2 = 40,0 мм, длина а = 10,0 м, угол 

наклона оси трубопровода к горизонту  = 30. Трением 

пренебречь.  

Ответ. p = 1,8410
5 
Па. 

7.24 По трубопроводу,  размеры которого указаны на рис. 7.8, 

протекает вода при температуре t = 20 °С в количестве 

Q = 133,0 м
3
/ч. Давление в трубопроводе перед сужением 

р1 = 2,0010
5
 Па. Определите давление и режим течения воды 

в трубопроводе после сужения. Кинематическая вязкость 

воды  = 1,0510
–6

 м
2
/с при 

t = 20С. 

Ответ. p = 1,9710
5
 Па,  ре-

жим турбулентный, так 

как Re = 31710
3
. 

7.25 На столе стоит широкий цилиндрический сосуд высотой 

50 см, который наполнен водой. Пренебрегая вязкостью, 

найти, на какой высоте от дна сосуда следует сделать не-

большое отверстие, чтобы струя из него била по поверхно-

сти стола на максимальное расстояние lмакс от сосуда. Чему 

равно  lмакс?   

Ответ. h = 0,25 м; lмакс = 0,50 м.  

7.26 Какой наибольшей скорости может достичь капля воды ра-

диусом r, свободно падающая в воздухе? Динамическая вяз-

кость воздуха .  

Ответ. 





2

9

2 gr
v . 

7.27 Смесь свинцовых дробинок (плотность с = 11,3 г/см
3
) диа-

метром 4 мм и 2 мм одновременно опускают в широкий со-

суд глубиной h = 1,5 м с глицерином (плотность  = 

= 1,26 г/см
3
, динамическая вязкость  = 1,48 Пас). Опреде-

лить, на сколько больше времени потребуется дробинкам 

меньшего размера, чтобы достичь дна сосуда.  

Ответ.  На Δt = 73 с. 

 
Рис. 7.8 



104 

7.28 При движении шарика радиусом r1 = 1,2 мм в глицерине 

(плотность 1 = 1,2610
3
 кг/м

3
) ламинарное течение жидкости 

наблюдается при скорости шарика, не превышающей 

v1 = 23 см/с. При какой минимальной скорости v2 шарика ра-

диуса r2 = 5,5 см в воде (плотность 2 = 10
3
 кг/м

3
) обтекание 

станет турбулентным? Вязкости глицерина и воды  

1  = 1,39 Пас, 2  = 1,1 мПас.   

Ответ. v2  = (v1r112)/(r221) = 5,0 10
–6

 м/с. 

7.29 Свинцовый шарик плотностью  = 11,310
3
 кг/м

3
 равномерно   

опускается в   глицерине (плотность   глицерина 

0 = 1,26 10
3
 кг/м

3
), вязкость которого равна  = 1,48 Пас.  

При каком наибольшем диаметре шарика его обтекание еще 

остается ламинарным? Известно, что переход к турбулент-

ному обтеканию соответствует числу Рейнольдса Re = 0,5. 

За характерный размер шарика принять его диаметр.  

Ответ. 
 

3
1

00

2
Re18


















g
d

ρρρ

η
= 5,0·10

–3
 м. 

7.30 В широком сосуде, наполненном глицерином (плотность  

= 1,26 г/см
3
, динамическая вязкость  = 1,48 Пас), падает 

свинцовый шарик (плотность  = 11,3 г/см
3
). Считая, что при 

числе Рейнольдса Re  0,5 выполняется формула Стокса 

(при вычислении Re в качестве характерного размера берет-

ся диаметр шарика), определить предельный диаметр шари-

ка.  

Ответ. d = 5,4·10
–3

 м. 

7.31 Стальной  шарик  (плотность  = 9 г/см
3
)  диаметром 

d = 0,8 см падает с постоянной скоростью в касторовом мас-

ле (плотность 0 = 0,96 г/см
3
, динамическая вязкость 

 = 0,99 Пас). Учитывая, что критическое значение числа 

Рейнольдса Reкр = 0,5, определить характер движения масла, 

обусловленный падением в нем шарика.  

Ответ.  Re = 2,2 > Reкр , движение турбулентное. 
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7.32 Пробковый шарик (плотность  = 0,20 г/см
3
) диаметром   

d = 6,0 мм всплывает в сосуде, наполненном касторовым 

маслом (плотность  = 0,96 г/см
3
) с постоянной скоростью 

v = 1,50 см/с. Определить для касторового масла: 1) динами-

ческую вязкость ; 2) кинематическую вязкость ν.   

Ответ.  η = 0,99 Пас; ν = 1,010
–3

м
2
/с. 

7.33 Парашют массой 32 кг в раскрытом состоянии имеет форму 

полусферы диаметром 12,0 м. Если масса парашютиста 65 

кг, какова будет максимальная скорость его движения на па-

рашюте? Коэффициент лобового сопротивления Сх  = 1,3; 

плотность воздуха 1,29 кг/м
3
.  

Ответ. vmax = 3,2 м/с. 

7.34 Автомобиль с  наибольшей площадью сечения в направле-

нии, перпендикулярном скорости S = 2,2 м
2
 (миделево сече-

ние), коэффициентом лобового  сопротивления Сх = 0,4 и 

максимальной мощностью Р = 45,0 кВт может на горизон-

тальных участках дороги развивать скорость до 140 км/ч. 

При реконструкции автомобиля уменьшают миделево сече-

ние до S1 = 2 м
2
, оставляя  Сх прежним. Принимая силу сцеп-

ления колес автомобиля с поверхностью дороги постоянной, 

определить, какую максимальную мощность должен иметь 

автомобиль, чтобы он развил на горизонтальных участках 

дороги скорость до 160 км/ч. Плотность воздуха − 1,29 кг/м
3
.  

Ответ. P = 58,5 кВт. 

7.35 Расход нефти по трубопроводу Q = 160 м
3
/ч. Диаметр трубо-

провода d = 70 мм, кинематическая вязкость  = 2,510
–4

 м
2
/c. 

Установить режим течения, а также вычислить, при каком 

максимальном расходе нефти режим течения будет еще ла-

минарным (критическое число Re = 2300).  

Ответ. Qmax = 114 м
3
/ч. 

 
9–10 баллов 

 
7.36 Открытый сосуд, имеющий неизменную по высоте площадь 

сечения, стоит на горизонтальной площадке (рис. 7.9). Вода 

вытекает из него через отверстие в боковой стенке, распо-
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ложенное на высоте, 

равной половине вы-

соты сосуда. Как из-

меняется дальнобой-

ность вытекающей 

струи за время истече-

ния, если высота уров-

ня воды h, площадь 

сечения сосуда – S, а площадь поперечного сечения отвер-

стия S1? В начальный мо-

мент времени сосуд был 

наполнен до краев.  

Ответ. 

tgh
S

S
hS 1 . 

7.37 Какую работу необходимо совершить, чтобы, действуя по-

стоянной силой на поршень (рис. 7.10), выдавить из гори-

зонтально расположенного цилиндра всю воду за время t? 

Объем воды в цилиндре равен V0, площадь сечения отвер-

стия – S, причем S значительно меньше площади поршня, 

плотность воды . Трение поршня о стенки и вязкость воды 

пренебрежимо малы.  

Ответ. 
223

0 2 tSVA  . 

7.38 Горизонтально располо-

женная трубка АВ длины 

l вращается с постоянной угловой скоростью  вокруг непо-

движной вертикальной оси О, проходящей через конец А 

(рис. 7.11). В трубке находится идеальная жидкость. Конец 

А трубки открыт, а в закрытом конце В имеется очень малое 

отверстие. С какой скоростью относительно трубки будет 

вытекать жидкость в зависимости от длины ее столба h? 

Ответ. 1
2


h

l
hv . 

s
V

 

 
Рис. 7.10 

B

O

O'



A

h

 
Рис. 7.11 

h

 
 

Рис.7.9 
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8. МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ  

 

Краткие теоретические сведения  

 
Смещение x, скорость v  и ускорение a  при гармоническом 

колебании определяются уравнениями 

 

 0sin  tAx , 

 
0

cos  tAxv , 

  xtAxa
22

0
sinω  v , 

 

где А – амплитуда колебания; 

       – циклическая частота; 

     0 – начальная фаза. 

Циклическая частота , период колебаний Т и частота n свя-

заны соотношениями 

 

n
Т




 2
2

. 

 

При сложении двух одинаково направленных гармонических 

колебаний одинакового периода получается гармоническое коле-

бание того же периода, амплитуда которого А и начальная фаза 0  

определяются уравнениями 

 

 1221

2

2

2

1 cos2  AAAAA , 

 

2211

2211
0

coscos

sinsin






AA

AA
tg , 

 

где А1 и А2 – амплитуды слагаемых колебаний; 

1  и 2  – их начальные фазы. 



108 

Условие гармоничности колебаний:  результирующая сила F, 

действующая на тело при свободном гармоническом колебании 

(квазиупругая сила), всегда пропорциональна смещению x и 

направлена в сторону, противоположную смещению: 

 

kxxmmaF  2
0 , 

 

где 
2

0 mk  – коэффициент квазиупругой силы, численно равный 

силе, вызывающей смещение х равное единице. 

При отсутствии сопротивления среды циклическая частота 

0 свободных гармонических колебаний (собственная частота) и 

период колебаний Т0 определяются соотношениями 

 

k

m
T

m

k
 2, 00 . 

 

Период колебаний математического маятника длиной l  

 

g

l
T  20

. 

 

Период колебаний физического маятника 

 

mgd

I
T  20

, 

 

где I – момент инерции маятника относительно оси качания; 

     d – расстояние от оси до его центра тяжести. 

Полная энергия материальной точки, совершающей гармони-

ческие колебания, постоянна  

2

22

0 Am
W


 . 
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Уравнение для смещения x затухающих колебаний при нали-

чии силы сопротивления сопрF , пропорциональной скорости 

( vrF сопр , где r – коэффициент сопротивления), имеет вид 

 

 0sin0   teAx t
, 

 

где 
t

eA


0  – убывающая по времени амплитуда смещения;  

  – коэффициент затухания;  

  – циклическая частота затухающих колебаний;  

     А0, 0 – начальные амплитуда и фаза (определяется из началь-

ных условий).  

Значения ,  выражаются через параметры значения величин r, 

m, k  формулами 

m

r

2
β , 

 

 

2

2
22

0
4m

r

m

k
 . 

 

 

Логарифмический декремент затухания колебаний 

 

T
A

A











2

1ln , 

 

где А1 и А2 – амплитуды двух последовательных колебаний. 

Амплитуда вынужденных колебаний 
 

  22222

0

0

4 


f

A  , 
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где f0 − отношение амплитуды вынуждающей силы к массе тела; 

0 – собственная циклическая частота;  

 – циклическая частота вынуждающей силы. 

Резонансная циклическая частота при вынужденных колебаниях 
 

22

0рез 2 . 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1.  Частица массой m = 0,01 кг совершает гармонические 

колебания с периодом Т0 = 2 с. Полная энергия колеблющейся ча-

стицы W = 0,1 мДж. Определить амплитуду А колебаний и 

наибольшее значение силы maxF , действующей на частицу. 

Решение. Для определения ам-

плитуды колебаний воспользу-

емся выражением полной энер-

гии частицы 

 

22

0
2

1
AmW  , 

 

где 
0

0

2

T


  – собственная частота колебаний частицы.  

Отсюда амплитуда 

 

                                        
m

WT
A

2

2

0


 . (8.1) 

 

Так как частица совершает гармонические колебания, то сила, 

действующая на нее, является квазиупругой и, следовательно, мо-

жет быть выражена соотношением 

 

kxF  , 

 

Дано: 

m = 0,01 кг; 

Т0 = 2 с; 

W = 0,1 мДж = 0,1·10
–3

 Дж 

 

Найти: А; maxF  
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где k – коэффициент квазиупругой силы;  

      х – смещение колеблющейся точки.  

Максимальная сила будет при максимальном смещении maxx , 

равном амплитуде: 

 

                                        kAF max . (8.2) 

 

Коэффициент k выразим через период колебаний 

 

                                    
2

0

2

0

4

T

m
mk


 . (8.3) 

 

Подставив выражения (8.1) и (8.3) в (8.2), получим 

 

0

max

2
2

T

mW
F  . 

 

 

м105,4
10

102

14,32

2 2

2

4










A . 

 

 

.Н104,410102
2

14,32 3

max

42 
 F  

 

Ответ.  A = 4,5·10
–2

 м; .мН4,4max F . 

 

Задача 2. Физический маятник представляет собой тонкий од-

нородный стержень. Определить длину стержня, если частота его 

колебаний максимальна, когда точка подвеса находится от центра 

масс на расстоянии х. 
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Решение. Частота колебаний фи-

зического маятника определяется 

формулой 

I

mgx
 , 

где m – масса маятника; 

      I – момент инерции маятника относительно оси, проходящей 

через точку подвеса. 

Согласно теореме Штейнера, момент инерции стержня относи-

тельно оси, проходящей через точку подвеса: 

 

                                          
2

2

12
mx

ml
I  .   (8.4) 

 

Тогда частота колебаний маятника с учетом (8.4) будет  

 

 

                                        
22 12

12

xl

gx


 .    (8.5) 

 

 

Найдем максимум функции (8.5) 

 

                                     
 
 

0
12

126
2/3222/1

22









xlx

xlg

dx

d
.   (8.6) 

 

Из (8.6) находим 
   

012 22  xl . 

 

Тогда длина маятника  

xl 32 . 

 

Ответ. xl 32 . 

Дано: 

x 

ω = ωmax при  х 

 

Найти:   l 
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Задача 3. Тело совершает затухающие колебания частотой 

50 Гц. Логарифмический декремент затухания  = 0,01. Определить 

время, за которое амплитуда колебаний тела уменьшится в 20 раз, а 

также число полных колебаний тела. 
 

 

Решение. Амплитуда затухающих 

колебаний тела 

 

          
teAA  0 ,        (8.7) 

 

где А0 – амплитуда колебаний тела в 

начальный момент времени t = 0;  

        – коэффициент затухания. 

Логарифмический декримент затухания 

 

 = Т = /n, 

  

где n – частота колебаний;  

 Т – период колебаний. 

Тогда выражение (8.7) можно записать в виде 

 

   
nteAA  0 .    (8.8) 

 

Из (8.8) найдем время 

 

c6ln
1 0 












A

A

n
t . 

  

Число полных колебаний  

 

N = tn = 300. 
 

Ответ. t = 6 c; N = 300. 

 

Дано: 

n = 50 Гц; 

;200 
A

A
 

 = 0,01 

 

Найти:   t; N 
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З а д а ч и  
 

4 балла 
 

8.1 Смещение х точки, совершающей гармонические колебания, 

определяется уравнением 






 


2
4sin5 tx (м). Определить 

амплитуду, циклическую частоту и начальную фазу колеба-

ний.  

Ответ. А = 5 м;  = 4  рад/с; 
2

0


  рад. 

8.2 Амплитуда колебаний материальной точки А = 0,2 м, цикли-

ческая частота  = 3,0 рад/с. Чему равна максимальная ско-

рость колебаний материальной точки?  

Ответ. vmax = 0,6 м/с. 

8.3 Смещение колеблющейся точки по синусоидальному закону 

х = 0,1 м, циклическая частота  = 2,0 рад/с. Найти ускоре-

ние материальной точки.  

Ответ. а = –0,4 м/с
2
. 

8.4 Тело за 10 с совершает 20 полных колебаний. Найти частоту 

и период колебаний.  

Ответ. n = 2 Гц; Т = 0,5 с. 

8.5 В некоторый момент времени смещение тела от положения 

равновесия составляло х = 0,02 м. Циклическая частота си-

нусоидальных колебаний  = 2 рад/с. Если масса тела 

m = 0,2 кг, какова величина возвращающей силы, действую-

щей на тело в данный момент времени?  

Ответ. F = –1,6 ·10
–2

 Н. 

8.6 Если длина математического маятника l = 0,1 м, чему равен 

период колебаний такого маятника.  

Ответ. Т = 0,6 с. 

8.7 Расстояние от оси вращения до центра тяжести физического 

маятника d = 0,4 м. Момент инерции маятника I = 100 кгм
2
, 
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масса маятника m = 1,0 кг. Чему равен период колебаний ма-

ятника?  

Ответ. Т = 31,4 с. 

8.8 Полная энергия колебаний маятника W = 10 Дж. Если вели-

чина максимальной возвращающей силы Fmax = 2 Н, какова 

величина амплитуды колебаний тела?  

Ответ. А = 10 м.  

8.9 Амплитуда колебаний за время t = 5 с уменьшилась в е раз. 

Чему равен коэффициент затухания ?  

Ответ.  = 0,2 с
–1

.  

8.10 Чему равен логарифмический декремент затухания , если 

коэффициент затухания  = 0,1 с
–1

, а период колебаний 

Т = 4 с?  

Ответ.  = 0,4. 
 

5–6 баллов 
 

8.11 Точка совершает гармонические колебания, уравнение кото-

рых tAx  sin , где А = 5 см,  = 2 рад/с. Найти момент 

времени t, когда точка обладала потенциальной энергией 

Wп = 0,1 мДж и на нее действовала возвращающая сила 

F = 5 мН.  

Ответ. t = 0,47 c.  

8.12 Груз подвешен на пружине. Если увеличить массу груза на 

0,6 кг, период его колебаний увеличится в два раза. Опреде-

лить первоначальную массу груза.  

Ответ. m0 = 0,2 кг. 

8.13 Два математических маятника, длины которых отличаются 

на l = 16 см, совершают за одно и то же время первый 10 

колебаний, второй – 6 колебаний. Определить длины маят-

ников.  

Ответ. l1 = 0,09 м; l2 = 0,25 м. 
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8.14 Период колебаний груза массой m, подвешенного на пру-

жине жесткостью  k, равен T1. Определить период колебаний 

груза массой  2m, подвешенного на половине пружины.  

Ответ. Т2 = T1. 

8.15 После смещения вниз на 2 см от положения равновесия груз, 

подвешенный на пружине, совершает свободные колебания 

с периодом 2 с. Определить период колебаний того же груза 

после начального смещения на 4 см. 

Ответ. T = 2 с. 

8.16 Висящий на пружине груз совершает вертикальные колеба-

ния с амплитудой 4 см. Определите полную энергию гармо-

нических колебаний, если для упругого удлинения пружины  

на   1 см  требуется  сила  0,1 Н.  

Ответ.  W = 0,008 Дж. 

8.17 Определить период Т колебаний математического маятника, 

если амплитуда его колебаний составляет А = 18 см и мак-

симальная скорость vmax = 16 см/с.  

Ответ. Т = 7,1 с. 

8.18 Написать уравнение гармонического колебательного движе-

ния, если максимальное ускорение точки равно 49,30 см/с
2
, 

период колебаний 2 с и смещение от положения равновесия 

в начальный момент времени 25 мм.  

Ответ. x = 0,05sin(t  + /6) м.  

8.19 Шарик массой m = 60 г колеблется с периодом Т = 2 с. В 

начальный момент времени 

смещение шарика х0 = 4,0 см 

и он обладает энергией 

W = 0,02 Дж. Записать урав-

нение гармонического коле-

бания шарика и закон изме-

нения возвращающей силы с 

течением времени.  

Ответ.  x = 0,265sin((t + 0,0492)) м;  

 F = –0,154sin((t + 0,0492)) H.  

k
1 k

2
m

 
 

Рис. 8.1 
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8.20 Определить период малых продольных колебаний тела мас-

сы m в системе, показанной на рис. 8.1, если жесткости пру-

жинок равны k1 и k2. В положении равно-

весия можно считать, что пружинки не 

деформированы.  

Ответ.  
21 kkm2T  . 

8.21 Найти период малых вертикальных ко-

лебаний тела массы  m в системе, пока-

занной на рис. 8.2. Жесткости пружинок 

k1 и k2, а их массы пренебрежимо малы.  

Ответ. 

 
2121 где,2 kkkkkkmT  . 

 
7–8 баллов 

 
8.22 Шарик массой m = 1 кг совершает гармонические колебания 

в горизонтальном направлении с амплитудой А на пружине 

жесткостью k = 16 Н/м (рис. 8.3). На расстоянии А/2 от по-

ложения равновесия 

установили массив-

ную стальную плиту, 

от которой шарик аб-

солютно упруго от-

скакивает. Если вре-

менем соударений 

шарика о плиту и си-

лой трения о горизонтальную поверхность пренебречь, чему 

равен период колебаний шарика?  

Ответ.  T = 
3


 с. 

8.23 Определить частоту n простых гармонических колебаний 

диска радиусом R = 20 см около горизонтальной оси, прохо-

дящей через середину радиуса диска перпендикулярно его 

плоскости.  

Ответ. n = 0,92 с
–1

. 

 
Рис. 8.3 

k
1

k
2

m
 

 

Рис. 8.2 
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8.24 Шар подвешен за петельку на гвозде, вбитом в стену. Шар 

совершает малые колебания в  вертикальной плоскости. Ес-

ли размерами петельки и трением пренебречь, каков период 

колебаний шара? Радиус шара R = 7,0 см.   

Ответ. T = 0,628 с.  

8.25 Частица совершает гармонические колебания вдоль оси х 

около положения равновесия х = 0. Циклическая частота ко-

лебаний равна . В некоторый момент времени координата 

частицы составляет х0, а ее скорость vх0. Найти координату х 

и скорость vх частицы через время t после этого момента.  

Ответ.  
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8.26 Найти циклическую частоту и амплитуду гармонических 

колебаний частицы, если на расстояниях х1 и х2 от положе-

ния равновесия скорость частицы равна соответственно v1  и  

v2.  

Ответ.    2

1

2

2

2

2

2

1
xx  vv ;    2

2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

1
vvvv  xxa  . 

8.27 Точка участвует одновременно в двух колебаниях одного 

направления, которые происходят по законам х1 = аcos(t) и 

х2 = аcos(2t). Найти максимальную скорость точки.  

Ответ.  a,732
max
v .  

8.28 Точка движется в плоскости ХY по закону х = Аsin(t), 

у = Вcos(t), где А, В,   – постоянные. Найти: а) уравнение 

траектории точки и направление ее движения по этой траек-

тории; б) модуль ускорения а точки в зависимости от  моду-

ля  радиус-вектора r относительно начала координат.  

Ответ. 1
2222  ByAx , по часовой стрелке; 

ra
2 . 
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8.29 Тело массой  m = 0,50 кг висит на резиновом шнуре с коэф-

фициентом упругости k = 50 Н/м. Найти максимальное рас-

стояние, на которое можно оттянуть вниз тело, чтобы его 

колебания еще носили гармонический характер. Какова при 

этом энергия колебания тела?   

Ответ. 0,252м0,1
22

max  kgmW  ,kmgh Дж. 

8.30 Физический маятник совершает малые колебания вокруг го-

ризонтальной оси О с частотой 1 = 15,0 рад/с. Если в поло-

жении равновесия к нему прикрепить под осью О на рассто-

янии l = 20 см от нее  небольшое  тело  массой m = 50 г, то 

частота колебаний 2 = 10,0 рад/с. Найти момент инерции 

первоначального маятника относительно оси О. Считать, что 

после прикрепления небольшого тела положение центра 

масс физического маятника не изменилось.  

           Ответ.    2

2

2

1

2

2

2   lgmlI  = 0,8·10
–3

 кг·м
2
 . 

8.31 Получить уравнение траектории,    по которой движется ма-

териальная точка, участвующая в двух взаимно перпендику-

лярных колебаниях, описываемых уравнениями 

x = 2cos(2,5t + 3/2) и y = 2cos(2,5t + ).  

Ответ. Окружность 4
22  yx . 

8.32 Получить уравнение траектории,    по которой движется ма-

териальная точка, участвующая в двух взаимно перпендику-

лярных колебаниях, описываемых уравнениями 

x = cos(5t − /4) и  y = 7cos(5t + 3/4).  

Ответ. Прямая y =  –7x. 

 

9–10 баллов 
 

8.33 Математический маятник совершает колебания  в среде с 

логарифмическим декрементом затухания 0 = 1,50. Каким 

будет значение , если сопротивление среды увеличить в 

n = 2 раза? Во сколько раз следует увеличить сопротивление 

среды, чтобы колебания стали невозможны?  
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Ответ.      33211
2

0

2

0 ,nn   ;  

  раза4,321
2

0  n . 

8.34 К невесомой пружине подвесили груз, и она растянулась на 

х = 9,8 см. С каким периодом будет колебаться груз, если 

ему дать небольшой толчок в вертикальном направлении? 

Логарифмический декремент затухания  = 3,1.  

Ответ.   c0,704
22 

g

x
T


 . 

8.35 Частицу сместили из положения равновесия на расстояние 

l  = 1,0 cм и предоставили самой себе. Какой путь пройдет 

эта частица до полной остановки, если логарифмический де-

кремент затухания  = 0,020?  

Ответ.     м211
2/2/   

eelS . 

8.36 Найти период малых поперечных колебаний шарика массой 

m = 40 г, укрепленного на середине натянутой струны длины 

l = 1,0 м. Силу натяжения струны считать постоянной и рав-

ной F = 10 Н. Массой струны пренебречь.  

Ответ. c0,2 FmlT  .  

8.37 Определить период малых колебаний шарика, подвешенного 

на нерастяжимой нити длиной l = 20 см, 

если он находится в жидкости, плот-

ность которой в  = 3,0 раза меньше 

плотности шарика. Сопротивление 

жидкости пренебрежимо мало.  

Ответ.   c1,112  glT . 

8.38 Шарик подвесили на нити длиной  l к 

точке О стенки, составляющей неболь-

шой угол  с вертикалью (рис. 8.4). За-

тем нить с шариком отклонили на не-

большой угол    и отпустили. 

Считая удар шарика о стенку абсолют-

O

l




 
Рис. 8.4 
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но упругим, найти период колебаний такого маятника.  

Ответ.     /arcsin22  glT . 

8.39 Пуля массой m, летящая горизонтально со скоростью v, по-

падает в подвешенный на невесомой нити шар массой M и 

застревает в нем. Определить период колебаний шара, если 

максимальный угол отклонения нити от вертикали равен α. 

Сопротивление воздуха не учитывать.  

Ответ. 
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9. ВОЛНЫ В УПРУГОЙ СРЕДЕ. ЗВУК 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Скорость v распространения волны, длина волны , частота n, 

период Т связаны соотношением 

 

T
n


v . 

 

Уравнение бегущей волны 
 




















0
sin),(

v

x
tAtxS , 

 

 0sin),(  kxtAtxS , 

 

где S(x,t) – смещение колеблющейся точки, находящейся на рассто-

янии х от источника колебаний; 

        – циклическая частота; 

       φ0 – начальная фаза колебаний; 

       А – амплитуда колебаний  частиц среды; 

       





2
k  − волновое число. 

Разность фаз Δφ колебаний двух точек среды, расстояние меж-

ду которыми Δх = x2  − x1, 
 






x2
, 

 

где x1, x2 – координаты двух точек среды. 

Скорость  распространения звуковых волн в  упругой среде: 
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 продольных: 



E

v ; 

 

 поперечных: 



G

v , 

 

где Е – модуль Юнга; 

 G – модуль сдвига; 

 ρ – плотность среды. 

Скорость распространения звуковых волн в газах 
 

M

RT
v , 

 

где 

v

p

С

С
 – отношение молярных теплоемкостей газов при по-

стоянном давлении и при постоянном объеме; 

       R – универсальная газовая постоянная; 

      Т – абсолютная температура; 

      М – молярная масса газа. 

Частота основного тона струны  

 

S

F
n



l2

1
, 

 

где l – длина струны; 

      ρ – плотность вещества струны; 

      S – площадь поперечного сечения струны; 

     F – сила натяжения струны. 

Фазовая v и групповая u скорости, а также формула связи 

между ними 










d

d
u

dk

d
u

k

v
vv ;; . 
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Уравнение стоячей волны 
 

tkxAtxAtxS 



 coscos2cos

2
cos2),( . 

 

Координаты пучностей и узлов при отражении от менее плот-

ной среды 

 

,
22

1
;

2
узлп













 mxmx  

 

при отражении от более плотной среды 

 

2

;
22

1

узл

п















mx

mx

, 

 

где  – длина бегущей волны;  m = 0, 1, 2, … . 
 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. Плоская синусоидальная волна распространяется со 

скоростью v = 15 м/с вдоль прямой, совпадающей с положитель-

ным направлением оси х в среде, не поглощающей энергию. Две 

точки, находящиеся на этой прямой на расстоянии х1 = 5 м и 

х2 = 5,5 м от источника колебаний, колеблются с разностью фаз 

5


 . Амплитуда волны А = 4 см. Определить: 1) длину волны; 

2) уравнение волны; 3) смещение S1 первой точки в момент време-

ни t = 3 c. 
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Решение.  Разность фаз колебаний 

двух точек среды  

x





2
, 

 

где 12 xxx   – расстояние между 

этими точками. 

Тогда 






)(2 12 xx
. 

 

Циклическая частота 
T




2
, где 

v


T . Следовательно, 






v2
. 

 

Уравнение плоской синусоидальной волны, распространяющей-

ся вдоль положительного направления оси х: 

 

             )(
2

coscos),( xtA
x

tAtxS 












 v
v

.  

 

Чтобы найти смещение S1, надо в это уравнение подставить зна-

чения t и х1. 

Вычисляя, получим 

 

м5
5)55,5(2





 ; м;

5

2
6cos04,0),( 







 
 xttxS  

м.04,05
5

2
36cos04,01 







 
S  

Ответ.   = 5 м;   м;
5

2
6cos040, 







 
 x-t,txS   S1 = 0,04 м. 

Дано: 

v = 15 м/с; 

х1 = 5 м; 

х2 = 5,5 м; 

5


 ; 

А = 4 см = 0,04 м; 

t = 3 c 

 

Найти:   λ; S(x,t); S1 
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Задача 2.  Средняя молярная кинетическая энергия поступа-

тельного движения молекул азота 3400 Дж/моль. Найти скорость 

распространения звука в азоте. 

 

Решение. Скорость распростране-

ния звука в газе 

 

      
M

RT
v ,          (9.1) 

 

где R – универсальная газовая постоянная;  

 = 1,4 – показатель адиабаты для азота;  

Т – абсолютная температура; 

М – молярная масса газа. 

Средняя молярная кинетическая энергия поступательного дви-

жения молекул азота 

                                            RTW
2

3
 .  (9.2) 

 

Тогда из (9.2) можно определить абсолютную температуру Т 

 

                                              
R

W
T

3

2
 .  (9.3) 

 

Подставляя (9.3) в (9.1), получим 

 

           м/с337
10283

34004,12

3

2
3










M

W
v . 

 

Ответ.  v = 337 м/с. 

 

Задача 3. При наложении двух когерентных бегущих волн с 

длиной волны 12 см возникает стоячая волна. Найти положение 

узлов и пучностей стоячей волны, если отражение происходит от 

менее плотной среды. 

Дано: 

W = 3400 Дж/моль; 

 = 1,4; 

M = 28 ·10
–3

 кг/моль 

 

Найти:  v    
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Решение. Если отражение бегущих волн  

происходит от менее плотной среды, поло-

жение узлов и пучностей будет определять-

ся выражениями  

 

,
22

1
узл










 mx    (9.4) 

 

                                         
2

п


 mx .     (9.5) 

 

Подставляя в (9.4) и (9.5) значения  для m и , получим положения 

узлов  хузл  = 3, 9, 15 см…; положения пучностей хп = 0, 6, 12 см… 

 

Ответ. Положения узлов хузл = 0,03; 0,09; 0,15 м…; положения 

пучностей хп = 0; 0,06; 0,12 м… 

 

З а д а ч и  
 

4 балла 
 

9.1 С какой скоростью распространяется волна длиной  = 300 м 

и периодом Т = 10 с в среде?  

Ответ. v = 30 м/с. 

9.2 Уравнение плоской бегущей волны имеет вид 

)2,04sin(10 xtS   м. Чему равна амплитуда колебаний 

А, циклическая частота, волновое число?  

Ответ. А = 10 м;  = 4 рад/с; k = 0,2 м
–1

. 

9.3 Найти скорость распространения звука в воздухе при темпе-

ратуре 300 К. Молярная масса воздуха М = 29  10
–3 

кг/моль, 

показатель адиабаты  = 1,4.  

Ответ. v = 357 м/с. 

Дано: 

λ =12 см = 0,12 м; 

m = 0, 1, 2… 

 

 

Найти:  хузл;  хп     
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9.4 Длина волны  = 5 м, частота колебаний n = 2 Гц. Чему рав-

на скорость распространения волны?  

Ответ. v = 10 м/с. 

9.5 Струна натянута силой F = 10 Н. Плотность материала стру-

ны  = 410
3
 кг/м

3
, площадь поперечного сечения струны 

S = 1,0·10
–4

 м
2
, длина струны l = 1 м. Чему равна частота ос-

новного тона струны?  

Ответ. n = 2,5 Гц. 

9.6 Найти разность фаз колебаний двух точек среды, находя-

щихся на расстоянии Δх = 0,2 м друг от друга. Длина волны 

 = 314 м.  

Ответ.  = 0,004 рад. 

9.7 Найти смещение точки стоячей волны в момент времени 

t = T/6, если амплитуда колебаний А = 0,1 м, расстояние от 

источника колебаний х = 2 м, волновое число k = 5.  

Ответ. S(x,t) = 0,1 м. 

9.8 Записать уравнение плоской бегущей волны, если амплитуда 

колебаний точки А = 0,05 м, период Т = 2 с, длина волны 6 м.  

Ответ. S = 0,05 cos(t - /3 х)  м. 

9.9 Чему равно волновое число k для волны с  = 2м?  

Ответ. k =  м
–1

. 

9.10 Записать уравнение стоячей волны, если амплитуда колеба-

ний А = 0,1 м, волновое число k = 0,004 м
–1

, период колеба-

ний Т = 2 с.  

Ответ. S = 0,2cos(0,004x)cos(t). 

 

5–6 баллов 

 

9.11 Определить длину волны , если значение волнового числа k 

= 0,02512 см
 –1

.  

Ответ.  = 2,5 м. 



129 

9.12 Определить скорость v распространения волн в упругой сре-

де, если разность фаз  колебаний двух точек, отстоящих 

друг от друга на х = 15 см, равна /2. Частота колебаний 

n = 25 Гц.  

Ответ. v = 15 м/с.  

9.13 Найти разность фаз колебаний двух точек среды, находя-

щихся на расстоянии 10 м и 16 м от источника колебаний. 

Период колебаний 0,004 с, скорость распространения волны 

300 м/с.  

Ответ. Δφ = 10 рад. 

9.14 Волны в упругой среде распространяются со скоростью рав-

ной 15 м/с. Чему равно смещение точки, находящейся на 

расстоянии 3 м от источника колебаний, через 4 с от начала 

колебаний? Период колебаний 1 с, амплитуда колебаний 

2 см.  

Ответ. S = 0,62 см.  

9.15 Найти смещение из положения равновесия точки среды, 

находящейся на расстоянии от источника /12 в момент 

времени t = T/6. Амплитуда колебаний А = 0,050 м.  

Ответ. S = 0,025 м. 

9.16 Определить скорость распространения волны в упругой сре-

де, если разность фаз колебаний двух точек среды, отстоя-

щих друг от друга на расстоянии 20 см, равна /3. Частота 

колебаний 50 Гц.  

Ответ. v = 60 м/с.  

9.17 Скорость  распространения звука в воздухе 340 м/с. Ухо че-

ловека имеет наибольшую чувствительность на длине волны  

17 см.  Чему  равна частота  этой волны?   

Ответ.  n = 2 кГц. 

9.18 Скорость звука в стержне из дюралюминия  5100 м/с. Опре-

делить модуль Юнга, если плотность  дюралюминия 

2,7·10
3
 кг/м

3
.  

Ответ. E = 7·10
10  

Па. 
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9.19 Поперечная волна распространяется вдоль упругого шнура 

со скоростью v = 10 м/с. Амплитуда колебаний точек шнура 

А = 5 см, период колебаний Т = 1 с. Записать уравнение вол-

ны и определить: 1) длину волны; 2) фазу колебаний, сме-

щение, скорость и ускорение точки, расположенной на рас-

стоянии х = 9 см от источника колебаний в момент времени 

t = 2,5 с.  

Ответ. м
5

2cos50,0),( 






 
 xttxS ;   = 10 м; 

 = 4,982 рад;  S = –0,049 м; м/с02,0S ; 2
м/с16,0S . 

9.20 Уравнение незатухающих колебаний точек среды имеет вид 

см)600sin(4 tx  . Найти смещение из положения равно-

весия на расстоянии 75 см от источника колебаний, через 

0,01 с после начала колебаний. Скорость распространения 

колебаний 300 м/с.  

Ответ. S = 0,04 м. 

9.21 Найти отношение скоростей звука в водороде и углекислом 

газе при одинаковой температуре.  

Ответ. 

2

1

v

v = 4,8. 

7–8 баллов 
 

9.22 Волна  распространяется  вдоль   прямой со  скоростью  

50 м/с. Период колебаний 0,05 с. Если расстояние между 

двумя точками колеблющейся среды 0,5 м, чему  равна раз-

ность   фаз   колебаний   этих   точек?    

Ответ. Δφ = 1,25 рад. 

9.23 Поперечная волна распространяется вдоль упругого шнура 

со скоростью 10 м/с. Период колебаний точек шнура 1 с, ам-

плитуда 1,5 см. Определить длину волны, скорость и уско-

рение точки, отстоящей от источника колебаний на расстоя-

нии 20,0 см, в момент времени 5 с.  

Ответ.  = 0,10 м; v = 1,2·10
–2

 м/с; а = –8,7·10
–2

 м/с
2
.  



131 

9.24 Найти показатель преломления звуковых волн на границе 

раздела «воздух-стекло», если модуль Юнга для стекла 

6,90010
10

 Па, плотность стекла 2,60010
3 
кг/м

3
, температура 

воздуха 20 С.  

Ответ. nср  =  0,067. 

9.25 Определить длину волны , если расстояние l между пер-

вым и четвертым узлами стоячей волны 30 см.  

Ответ.  = 0,20 м. 

9.26 Найти положение узлов и пучностей, начертить график сто-

ячей волны, если известно, что расстояние между 2-й и 5-й 

пучностями 0,75 м, а отражение происходит в точке, распо-

ложенной на расстоянии 1,5 м от источника. Отражение 

происходит от более плотной среды.  

Ответ. Координаты пучностей 0,125; 0,375; 0,625; 0,875; 

1,125; 1,375 (м); координаты узлов 0; 0,25; 0,50; 0,75; 1,0; 

1,25; 1,5 (м). 

9.27 Скорость распространения звуковой волны в газе с моляр-

ной массой М = 2,910
–2

 кг/моль  при температуре t = 20 С 

составляет 343 м/с. Определить отношение  молярных  теп-

лоемкостей  газа  при  постоянном давлении и объеме.   

Ответ. γ = 1,4. 

9.28 Средняя квадратичная скорость молекул двухатомного газа 

при некоторых условиях составляет 480 м/с. Определить 

скорость v распространения звука в газе при таких же усло-

виях.  

Ответ. v = 328 м/с. 

 

9–10 баллов 
 

9.29 Для определения скорости звука в воздухе использовали 

трубу с поршнем и звуковой мембраной, закрывающей один 

из ее торцов. Найти скорость звука, если расстояние между 

соседними положениями поршня, при которых наблюдался 

резонанс на частоте  = 2,0 кГц, составляет l = 8,5 см.  

Ответ. v = 340 м/c. 
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9.30 Определить разность числовых значений фазовой и группо-

вой скоростей для частоты n = 800 Гц, если фазовая скорость 

задается выражением bna 
0

v , где а0 = 24 м/с, 

b = 100 Гц.  

Ответ. v = 2,46 м/с. 

9.31 Два когерентных источника колеблются в одинаковых фазах 

с частотой  n = 400 Гц. Скорость распространения колебаний 

в среде  v = 1,0 км/с. Определить, при какой наименьшей 

разности хода будут наблюдаться: 1) максимальное усиление 

колебаний; 2)  максимальное ослабление колебаний.  

Ответ. Δx1 = 2,5 м; Δx2 = 1,25 м. 

9.32 Два когерентных источника посылают поперечные волны в 

одинаковых фазах. Периоды колебаний Т = 0,2 с, скорость 

распространения волн в среде  v = 800 м/с. Определить, при 

какой разности хода в случае наложения волн будут наблю-

даться: 1) ослабление колебаний; 2)  усиление колебаний.  

Ответ. Δx1 = м1280 )m(  , где (m = 0, 1, 2, …);  

Δx2 = 160m м,  где (m = 0, 1, 2, …). 
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II. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

И ТЕРМОДИНАМИКА 
  

10. МОЛЕКУЛЯРНО-КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 

ИДЕАЛЬНЫХ ГАЗОВ 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Основное уравнение молекулярно-кинетической теории га-

зов 

nkTЕnnmр 
к

2

кв0

3

2

3

1
v , 

 

где n – число молекул в единице объема газа (концентрация); 

      m0  – масса одной молекулы газа; 

       р – давление газа на стенку сосуда; 

      
2

кв
v – квадрат средней квадратичной скорости молекул; 

     кЕ  – средняя кинетическая энергия поступательного движения 

одной молекулы газа;  

     Т – абсолютная температура газа; 

     k – постоянная Больцмана. 

Зависимость средней кинетической энергии поступательно-

го и вращательного  движения молекул от температуры  
 

kT
i

E
2

постпост

к  , 

kT
i

Е
2

врвр

к  , 

 

где iпост, iвр – число поступательных и вращательных  степеней сво-

боды молекул. 

Скорости молекул: 
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средняя квадратичная                     
M

RT

m

kT
кв

33

0

v , 

 

средняя арифметическая                
M

RT

m

kT







88

0

v , 

 

наиболее вероятная                          
M

RT

m

kT 22

0

в
v , 

 

где R – универсальная газовая постоянная. 

Распределение молекул в поле сил тяжести (распределение 

Больцмана) 

 

kТ

E
)h(h

kT

gm

NNN
п

0
0

ee 00




 . 

 
 

Распределение молекул по скоростям (распределение 

Максвелла) 
 

в

2

в

2

в

22

3/2

0 e
4

4e
2

2
0

v

v

v

v
vv

v

v
v

d
d

kT

m

N

dN
kT

m






































 , 

 
 

где dN – число молекул из общего числа N, имеющих при темпера-

туре Т скорости в интервале  vvv d,  . 

Распределение молекул по составляющим скоростей 

 
 

zyx
kT

)(m

zyх
ddd

kT

m

N

),,dN( zyx

vvv
vvv vvv

2

3/2

0

222
0

e
2














 , 
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где dN(
zyx

,, vvv ) – число молекул из общего числа N, имеющих 

скорости с составляющими вдоль координатных осей vx, vy, vz, ле-

жащих в интервалах ( )
ххх

d, vvv  ,  (
yyy

d, vvv  ), 

)(
zzz

d, vvv  . 

Функция распределения молекул идеального газа по отно-

сительным скоростям  

 

2

e
4 2 uuf(u) 


 , 

 

где 
вv

v
u  – относительная скорость.  

Функция распределения молекул идеального газа по  энер-

гиям теплового движения 

 

  kTkTf












e
2

)( 1/22/3

. 

 

 

Число молекул, имеющих кинетическую энергию поступа-

тельного движения, заключенную в интервале от  до +d 

 

dN = N )(f d. 

 

Барометрическая формула, выражающая убывание давления 

газов с высотой h  над поверхностью Земли: 

 

RT
Mgh

рkT
ghm

eрр





 e
00

0

. 
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Примеры решения задач  

 
Задача 1. В сосуде находятся  1,0·10

–7
 молей кислорода и 

1,0·10
−6

 г азота. Температура смеси 100 С. При  этом давление в 

сосуде 1,0·10
–3

 мм. рт. ст. Найти: 1) объем сосуда, 2) парциальные 

давления кислорода и азота, 3) число молекул в 1 см
3
 этого сосуда.  

 

Решение. 1. Объем сосуда определим 

по уравнению Менделеева −  Кла-

пейрона, записанного для смеси газов 

(азота и кислорода): 

                                                                    

 RTрV
22 NO  .      (10.1) 

 

Чтобы найти количество вещества 

азота 
2N , определим молярную массу 

азота 
2NМ : 

.
моль

кг
102810142 33

N2

 М  

 

Тогда моль1057,3
1028

10 8

3

9

N

N

N

2

2

2











M

m
. Подставив эти 

значения в (10.1) получим объем сосуда 

 

    33

3

87
NO

м100,337331,8
10133

1057,310
22 














р

RT
V . 

 

 2. Парциальные давления для кислорода и азота соответственно 

равны 

 

   
Па1098

1057,310

1013310 3

87

37

NO

OO

O

22

22

2





















p

V

RT
р , 

Дано: 

;моль100,1 7

O2

  

P = 133·10
–3

 Па; 

2Nm = 1,0·10
–9

  кг; 

V = 1,0·10
–6

  м
3
; 

T = 373 K 

 

Найти: V, 
2OР , 

2NР , 

n            
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Па1035

1057,310

101331057,3 3

87

38

NO

NN

N

22

22

2





















p

V

RT
р . 

 

 3. Концентрацию молекул n найдем из основного уравнения мо-

лекулярно-кинетической теории 

 

                                            nkTр  , (10.2) 

 

где k – постоянная Больцмана.  

Из (10.2) n будет 

 

319

23

3

м106,2
3731038,1

10133 











kT

р
n . 

 

Ответ. V = 3,010
–3

 м
3
; Па1098

3

O2

р ; Па1035
3

N2

р ;   

n = 2,610
19

 м
–3

. 
 

Задача 2. Каким должно быть давление воздуха на дне скважи-

ны глубиной 8 км, если считать, что масса одного киломоля возду-

ха 29 кг, температура по всей  высоте  постоянна и равна 27 С, а 

давление воздуха у поверхности Земли равно 1 атм. 
 

Решение. Определим потенциальную 

энергию молекулы воздуха, находяще-

гося на дне скважины, относительно 

поверхности Земли 

 

ghmE 0п  , 

 

 где m0 – масса одной молекулы. 

 

m0 = 
AA N

m

N

M

N

m


 . 

 

Из основного уравнения молекулярно-кинетической теории  

Дано: 

m = 29 кг; 

 = 10
3
 молей; 

T = 300  K;  

р0
5101 Па; 

h = 8·10
3
  м

 

 

Найти: p            



138 

nkTр  , 

 

следует, что давление газа при постоянной температуре прямо про-

порционально концентрации его молекул. Распределение молекул в 

поле сил тяжести (распределение Больцмана) имеет вид 

 

                             kT

ghm

kT

E

NNN
0п

ee 00



 , (10.3) 

 

где k – постоянная Больцмана. 

С учетом (10.3), из (10.2) получаем, что давление газа на глу-

бине h определяется как 

 

Па100,3

атм48,2eатм1eатм1ee

5

91,01031031,8

1088,929

00

23

3



 



 TR

mgh

kT

ghm

ррр
0

510013,1атм1  Па. 

 

Ответ. p = 3,010
5
 Па. 

 

 

Задача 3. Используя функцию распределения молекул идеаль-

ного газа по относительным скоростям 
2

e
4 2 uuf(u) 


 , где 

вv

v
u , определить число молекул, скорости которых v меньше 

0,002vв, если в объеме газа содержится  N = 1,67 10
24

 молекул. 

 

Решение. Число молекул dN(u), отно-

сительные скорости которых заключе-

ны в интервале от u и до u + du, можно 

определить, используя распределение 

Максвелла 

 

Дано: 

N = 1,670 10
24

 ;  

v < 0,002 vв 

 

Найти: N(u)            
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                         duNuNf(u)dudN(u) u2

e
4 2 


  ,     (10.4) 

 

где N – число молекул в объеме газа. 

По условию задачи максимальная скорость молекул газа  

 

vmax = 0,002vв. 

Поэтому  

                           002,0
в

max
max 

v

v
u .  (10.5) 

 

Из (10.5) следует, что относительная скорость u << 1. Следова-

тельно, экспоненту 
2

e u
можно разложить в ряд и пренебречь чле-

ном u
2
 в этом разложении 

 

                                11e 22

 uu
.  (10.6) 

 

С учетом (10.6) выражение (10.4) будет иметь вид 

 

                                duNuudN 24
)(


 .  (10.7) 

 

Проинтегрировав (10.7) по u от 0 до umax, найдем искомое число 

молекул газа 

3

44
)(

3

max

0

2

max

max uN
duuNuN

u





  , 

 

16
324

max 100,1
314,3

0,002101,6704
)( 




 uN . 

 
 

Ответ. N = 1,0·10
16

 молекул газа. 
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З а д а ч и  
 

4 балла 

10.1 Чему равна масса водорода в сосуде, если число его моле-

кул 1,410
22

.    

Ответ. m = 4,7 ·10
–5

 кг. 

10.2 В сосуде объемом 480 см
3
 при температуре 20 С и давле-

нии  250 кПа находится идеальный газ. Сколько молекул 

газа находится в сосуде?  

Ответ. N = 310
22

.  

10.3 При какой температуре средняя квадратичная скорость мо-

лекул кислорода равна 500 м/с?  

Ответ. T = 321 К. 

10.4 Идеальный газ находится при температуре 300 К. Чему 

равно давление  газа,  если  концентрация  молекул  

n = 1,0·10
23

 м
–3

?  

Ответ. р = 414 Па. 

10.5 Найти среднюю кинетическую энергию поступательного 

движения молекул двухатомного идеального газа при тем-

пературе 500 К.  

Ответ. 
кЕ = 1,7  10

–20
 Дж. 

10.6 Чему равна наиболее вероятная скорость молекул водорода 

при температуре 900 К?  

Ответ. вv  = 2735 м/с. 

10.7 Во сколько раз отличаются концентрации молекул воздуха, 

находящихся  при  температуре  200 К  на высотах, раз-

ность которых h  = h − h0 = 1000 м?  

Ответ. n = 0,84 раза. 

10.8 Чему равно давление воздуха на высоте 500 м над поверх-

ностью Земли? Температура воздуха Т = 300 К, давление  

на  поверхности  земли р0 = 110
5
 Па. Молекулярную массу 

воздуха считать равной 2810
–3

 кг/моль.   

Ответ.  р = 94·10
3
 Па. 
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10.9 Средняя квадратичная скорость движения молекул кисло-

рода 460 м/с. Чему равна средняя квадратичная скорость 

молекул азота при той же температуре?  

Ответ. 
кв
v = 492 м/с. 

10.10 Найти среднюю кинетическую энергию вращательного 

движения молекул двухатомного газа при температуре 

500 К.  

Ответ. кЕ = 7·10
–21

 Дж. 

 

5−6 баллов 
 

10.11 Найти число молекул водорода в единице объема сосуда 

при давлении 266,6 Па, если среднеквадратичная скорость 

его молекул равна 2,4 км/с. 

Ответ. n = 4,2·10
22

 м
–3

. 

10.12  Какое число атомов и молекул содержится в 2 кг парооб-

разного йода (I2), степень диссоциации которого равна 0,5? 

Молярная масса молекулярного йода равна  

254 г/моль.  

Ответ. N = 7,0·10
24

. 

10.13 Какое число молекул содержится в комнате объемом 80 м
3
 

при температуре 17 С и давлении 100 кПа? Чему равна их 

концентрация? 

Ответ. N = 2,0·10
27

; n = 2,5·10
25

 м
–3

. 

10.14 В баллоне объемом 3 л находится кислород массой 4 г. 

Определить массу молекулы кислорода, количество веще-

ства  газа  и  концентрацию  его молекул.  

Ответ. m = 5,32010
–26 

кг;  = 0,125 моль; n = 2,510·10
25 

м
–3

. 

10.15 Найти импульс молекулы водорода при температуре 20 
о
С, 

считая скорость молекулы равной ее среднеквадратичной 

скорости.  

Ответ.  p = 6,3510
–24

 кгм/c. 
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10.16 Колба объемом 4 л содержит некоторый газ массой 0,6 г 

под давлением 200 кПа. Определить среднеквадратичную 

скорость молекул газа.  

Ответ. 
кв
v = 2,0·10

3
  м/c. 

10.17 При какой температуре средняя квадратичная скорость мо-

лекул кислорода больше их наиболее вероятной скорости 

на 100 м/c?  

Ответ. T = 381 K. 

10.18 Плотность  газа при  давлении  0,2 МПа  и  температуре 

7 С 2,41 кг/м
3
. Какова молярная масса этого газа? Вычис-

лить также концентрацию молекул газа и массу одной его 

молекулы.  

Ответ. M = 28·10
–3   

кг/моль; n = 5,17·10
25 

м
–3

; m0 = 

= 4,65·10
–26

 кг. 

10.19 В сосуде объемом 2,24 л находится кислород при нормаль-

ных условиях. Определить количество вещества, массу газа 

и концентрацию  его  молекул в сосуде.  

Ответ.   = 0,10 моль; m = 3,20·10
–3

  кг;  n = 2,69· ·10
25

 м
–3

.     

10.20 Среднеквадратичная скорость молекул некоторого газа 

450 м/с. Давление газа 50 кПа. Найти плотность газа при 

этих условиях.  

Ответ.  = 0,741 кг/м
3
. 

10.21 Плотность некоторого газа 8,210
–5

 г/см
3
 при давлении 100 

кПа и температуре 17 С. Найти молярную массу газа и 

среднеквадратичную скорость его молекул.  

Ответ. M = 2,0 10
–3

 кг/моль; 
кв
v = 1,910

3
 м/c. 

10.22 Среднеквадратичная скорость молекул некоторого газа при 

температуре 27 С  
кв
v = 500 м/с. Сколько молекул содер-

жится в 10 г газа и чему равна кинетическая энергия их по-

ступательного движения?  

Ответ. N = 2,01·10
23

; Wк = 1,25 кДж. 

10.23 Определить плотность газа в колбе электрической лампы 

накаливания, если молекулы газа производят на стенку 
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колбы давление 80 кПа и квадрат средней скорости посту-

пательного движения молекул составляет 2,510
5
 м

2
/с

2
.   

Ответ.  = 0,96 кг/м
3
. 

 
7−8 баллов 

 
10.24 В сосуде вместимостью V = 0,3 л при температуре Т = 290 К 

находится некоторый газ. На сколько понизится давление 

газа в сосуде, если из-за утечки из сосуда выйдет 

N = 1,0·10
19 

молекул?  

Ответ. р = 133,4 Па. 

10.25 Сколько молекул углекислого газа (СО2) содержится в бал-

лоне объемом 30 л при температуре 27 С и давлении 

5 МПа? Чему равна их среднеквадратичная скорость и ки-

нетическая энергия  поступательного   движения?  

Ответ. N = 3,6210
25

; 
кв
v = 412 м/c; Wк = 225 кДж. 

10.26 Сколько молекул водорода находится в сосуде объемом 

1,0·10
–3

 м
3
, если среднеквадратичная  скорость движения 

его молекул 500 м/с, а давление на стенки сосуда 1,0 кПа? 

Чему равна температура газа и концентрация его молекул?  

Ответ. N = 3,6·10
21

; T = 20 К; n = 3,6·10
24

 м
–3

. 

10.27 Найти молярную массу воздуха, считая его смесью, состо-

ящей из 76 % азота, 23 % кислорода и 1 % аргона. Сколько 

молекул содержится в 1,0 м
3
 этой смеси при нормальных  

условиях  (Т = 273 К,  р = 101325 Па).  

Ответ. M   0,029 кг/моль; N = 2,7·10
25

. 

10.28 В баллоне объемом 10 л находится гелий под давлением 

1 МПа и температуре 27 С. После того, как из баллона бы-

ло взято 10 г гелия, температура в баллоне понизилась до 

17 С. Определить давление гелия, оставшегося в баллоне.  

Ответ. р = 363 кПа. 

10.29 В баллоне находилось 10 кг газа при давлении 10 МПа при 

постоянной температуре. Какую массу газа выпустили из 
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баллона, если давление стало 2,5 МПа, а температура газа 

не изменилась?  

Ответ. m = 7,5 кг. 

10.30 Смесь гелия (МHe
2
= 4,010

−3
 кг/моль)  и  аргона 

(МAr = 40,010
−3

 кг/моль)  находится   при  температуре  

1200 К. Определить среднеквадратичную скорость и  сред-

нюю  кинетическую энергию поступательного движения  

одной  молекулы  этих  газов.   

Ответ.
кв
v He

2
= 2735 м/c;  

кв
v Ar  = 865 м/c; 

к
E = 2,510

  −20
 Дж. 

10.31 Средняя кинетическая энергия поступательного движения 

молекулы кислорода 7,2510
–21

 Дж, а кинетическая энергия 

поступательного и вращательного движений всех молекул 

этого газа в сосуде составляет 364 Дж. Вычислить темпера-

туру и массу газа в сосуде.  

Ответ. T = 350 К; m = 1,610
–3

  кг. 

10.32 Найти среднеквадратичную скорость молекул азота при 

температуре 27 С, а также среднюю кинетическую энер-

гию поступательного и вращательного движения молекулы 

азота при той же температуре. Вычислить полную кинети-

ческую энергию одной молекулы и полную кинетическую 

энергию 0,1 кг этого газа при тех же   условиях.  

Ответ. 
кв
v = 517 м/c; кЕ пост 

= 6,21·10
–21

 Дж; кЕ вращ  
= 

= 4,14·10
–21

 Дж; кЕ  
= 1,04·10

–20
 Дж; Wк = 22,36 кДж. 

10.33 Закрытый сосуд объемом 2 л наполнен воздухом при нор-

мальных условиях (Т = 273 К,  р = 101325 Па). В сосуд вво-

дится диэтиловый эфир (С2Н5ОС2Н5) при той же темпера-

туре.  После того, как весь эфир испарился, давление в 

сосуде стало равным 0,14 МПа. Какая масса эфира введена 

в сосуд?  

Ответ. m = 2,52·10
–3

  кг. 

10.34 В сосуде находится смесь кислорода и водорода. Масса 

смеси 3,6 г. Массовая доля кислорода составляет 0,6. Найти 
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молярную массу смеси. Определить полное количество ве-

щества смеси, а также количество вещества каждого газа в  

отдельности.  

Ответ. M = 4,610
–3

 кг/моль;  = 787,510
–3

 моль;  1 = 

= 67,510
–3

 моль; 2 = 0,72 моль. 

10.35 Определите отношение давления воздуха (M = 

= 0,029 кг/моль) на высоте 1 км к давлению на дне скважи-

ны глубиной 1 км. Воздух у поверхности Земли находится 

при нормальных условиях (Т = 273 К, р = 101325 Па), а его 

температура не зависит от высоты. 

Ответ. 

2

1

р

р
= 0,778.  

10.36 В баллоне емкостью 2 м
3
 содержится смесь азота (N2) и ок-

сида азота (NO). Определить массу оксида азота при темпе-

ратуре 300 К и давлении 0,610
6
 Па, если масса смеси 14 кг.  

Ответ.  m2 = 7,83 кг. 

10.37 В баллоне объемом 1 л находится азот при нормальных 

условиях (Т = 273 К,  р = 101325 Па). Когда азот нагрели до 

температуры 1800 К, то часть молекул азота оказались дис-

социированными (распавшимися) на атомы. Степень дис-

социации  = 0,3. Определить: 1) количество вещества 1 и 

концентрацию n1 молекул азота до нагревания; 2) количе-

ство вещества 2 и концентрацию n2 молекул молекулярно-

го азота после нагревания; 3) количество вещества 3 и 

концентрацию n3 атомов атомарного азота после нагрева-

ния; 4) полное количество вещества 4 и концентрацию n4 

частиц в сосуде после нагревания. Диссоциацией   молекул   

азота   при   нормальных  условиях  пренебречь.          

Ответ. 1 = 44,6·10
–3

  моль;  2 = 31,2·10
–3

 моль; 3  = 

= 26,8·10
–3

 моль; 4 = 58,0·10
–3

  моль; n1 = 2,7·10
25

 м
–3

; n2 = 

1,9·10
25

 м
–3

; n3  = 1,6·10
25

 м
–3

; n4  = 3,5·10
25

 м
–3

. 

10.38 Используя функцию распределения молекул идеального 

газа по скоростям, найдите формулу наиболее вероятной 

скорости.  

Ответ. vв = (2kT/m0)
1/2

. 
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10.39 Какая часть молекул сернистого ангидрида (SO2) при тем-

пературе 200 С обладает скоростями в пределах 

210−220 м/c, 420–430 м/с? Молярная масса серы 

0,032 кг/моль.  

Ответ. N/N = 1,6 %; N/N = 2,8 %.  

10.40 Вакуум в рентгеновской трубке составля-

ет 1,010
6

 мм. рт. ст. при температуре 15 С. Во сколько раз 

длина свободного пробега электрона в этих условиях боль-

ше расстояния между катодом и анодом в трубке, равного 

50 мм? Принять, что средняя длина свободного пробега 

электронов в газе в 5,7 раза больше, чем средняя длина сво-

бодного пробега молекул самого газа. Значение эффектив-

ного диаметра молекулы воздуха принять равным 

3,010
 −10

 м.  

Ответ. n = 8550.   

10.41 Вычислить массу столба воздуха высотой 1000 м и сечени-

ем 1,0 м
2
, если плотность воздуха у поверхности Земли 

0  = 1,2 кг/м
3
, а давление р0 = 1,01310

5
 Па. Температуру 

воздуха считать всюду одинаковой.  

Ответ. m = 1,13 10
3
 кг. 

10.42 Найти вероятность того, что при Т = 300 К молекулы азота 

имеют компоненты скорости вдоль осей х, y, z в интервале  

(300  0,30) м/c;  (400  0,40) м/c;  (500  0,50) м/c.  

Ответ. N/N = 1,7010
–11

.  

10.43 Какая часть одноатомных молекул газа, находящегося в 

тепловом равновесии, имеет кинетическую энергию, отли-

чающуюся от ее среднего значения не более, чем на 1,0 %?  

Ответ. N/N = 0,9 %. 

 

9−10 баллов 
 

10.44 Представьте себе высокий цилиндр, наполненный газом 

или жидкостью, плотность которых изменяется с высотой 

 = (h). Покажите, что зависимость давления от высоты в 
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этом случае описывается дифференциальным уравнением 

dр/dh = – (h)g. 

10.45 Сосуд объемом 50 л соединен с сосудом объемом 15 л с 

помощью короткой трубки, в которой имеется клапан дав-

ления, позволяющий газу просачиваться из большого сосу-

да в малый, если давление в большом превышает давление 

в меньшем на 880 мм. рт. ст.  При t = 17 С больший сосуд 

содержит газ при атмосферном давлении, а меньший – пол-

ностью откачан. Каково будет давление в последнем, если 

оба сосуда нагреть до 162 С. 

Ответ. p = 26,7·10
3 
Па. 

10.46 Найти для газообразного азота при Т = 300 К отношение 

числа молекул с компонентами скорости вдоль оси х  

(300  0,31) м/c к числу молекул с компонентами скорости 

вдоль той же оси (500  0,51) м/c.  

Ответ.  N1/N2 =  1,50. 

10.47 Найти относительное число молекул газа, скорости кото-

рых отличаются не более, чем на 1,00 % от значения: 

а) наиболее вероятной скорости; б) средней квадратичной 

скорости.  

Ответ. N/N = 1,66 %; N/N = 1,85 %. 

10.48 Прямоугольная пластинка размером 4 см на 10 см помеще-

на в газ с температурой 300 К при давлении 1 атм. Одна по-

верхность пластинки имеет такую же температуру, а поло-

винки другой имеют температуру на 1 С выше и ниже 

температуры газа соответственно. Определить вращающий 

момент, действующий на пластинку со стороны газа, и 

среднее дополнительное давление.  

Ответ. М  = 1,6810
–2

 Нм; p = 169 Па. 

10.49 Какая доля молекул газа (газ находится в тепловом равно-

весии), достигающих в единицу времени поверхности сосу-

да, обладает кинетической энергией: а) большей, чем сред-

няя тепловая; б) в 3 раза большей, чем средняя тепловая?  

Ответ. (N/N)1 = 0,55; (N/N)2 = 0,061. 
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10.50 Пользуясь уравнением Клапейрона−Менделеева и имея в 

виду, что атмосферное давление изменяется с высотой по 

закону dp = −gdH, вывести формулу изменения давления с 

выстой с учетом понижения температуры (температурный 

градиент  dT/dH = –а, молярная масса воздуха равна ).   

Ответ. ln

0
p

p
 =  g/aR·ln(1−aH/T0). 
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11. ОСНОВЫ ТЕРМОДИНАМИКИ 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Первое начало термодинамики в интегральной и дифферен-

циальной формах соответственно 

 

Q  =  U +A,  Q  =  dU + A, 
 

где Q – количество теплоты, переданное системе; 

 Q – элементарное количество теплоты, переданное системе; 

 U – изменение внутренней энергии системы; 

dU – бесконечно малое изменение внутренней энергии системы; 

А – работа, совершаемая системой против внешних сил; 

A – элементарная работа, совершаемая системой против внеш-

них сил. 

Работа, совершаемая газом при изменении его объема 

 

А = 
2

1

V

V

Vpd , 

 

где р – давление газа; 

      V1, V2 – начальный и конечный объемы газа. 

Внутренняя энергия  и изменение внутренней энергии иде-

ального газа 
 

U  = RT
i

M

m
RT

i

22
 ,      U  = TR

i

M

m
TR

i


22
, 

 

где  – количество вещества; 

      m – масса газа; 

      М – молярная масса газа; 

      i – число степеней свободы молекулы. 

Средняя кинетическая энергия поступательного движения, при-

ходящаяся на одну поступательную степень свободы молекулы: 
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kTЕ
2

1
 , 

 

где k – постоянная Больцмана. 

Средняя энергия молекулы 
 

kT
i

Е
2

 , 

 

где i = iпост + iвр + 2iколеб  – число степеней свободы молекулы газа, 

включающее поступательные iпост, вращательные iвр  и колебатель-

ные iколеб степени свободы. 

Теплоемкость газа  

dT

Q
С


 . 

 

Удельная теплоемкость газа 

 

dT

Q

m
c




1
. 

 

Молярная теплоемкость газа 

 

dT

Q
CМ






1
. 

 

Связь молярной С  и удельной с теплоемкостей газа 

 

CМ = c M. 
 

Молярные теплоемкости идеального газа при постоянном 

объеме и постоянном давлении 
 

R
i

Cv
2

 ,      R
i

C p
2

2
 . 
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Уравнение Майера 

 

Cp = Cv + R. 

 

 

Уравнение адиабатного процесса (уравнение Пуассона) име-

ет вид 
 

рV 
 
= const,   TV 

–1 
= const,   Т 


р 

1– 
= const, 

 

где  = 
v

p

С

С
 = 

i

i 2
 – показатель адиабаты. 

Уравнение изотермического процесса 

 

рV = const. 

 

Уравнение политропного процесса 

 

рV 
n 
= const, 

 

где 

nv

nр

CC

СС
n




   – показатель политропы; 

      Cn – теплоемкость при данном процессе. 

 

Работа газа 

 а) при изобарном  процессе  

 

A = р(V2 –V1) или A = R(T2  – T1); 

 

 б) при изотермическом процессе  

 

A = RT 
1

2ln
V

V
 или A = RT 

2

1ln
р

р
; 

 

 в) в случае адиабатного процесса  A = Cv(T1 –T2) или 
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 1

2

111

1

2

11 1
1

1
)1( V

VVр

V

V

M

mRT
A ,  

 

где Т1, Т2, V1, V2 – соответственно начальные и конечные темпера-

туры и объемы газа; 

 г) при политропном процессе 

 
































n

n

р

р

n

RT
A

1

1

21
)1(

. 

 

Коэффициент полезного действия (КПД) тепловой машины  

 

1

2

1

21

1

1
Q

Q

Q

QQ

Q

A



 , 

 

где A – работа,  совершенная рабочим  веществом в  течение цикла;  

      Q1 – количество теплоты, полученной от нагревателя;  

     Q2 – количество теплоты, отданное им холодильнику. 

 Коэффициент полезного действия (КПД) идеальной тепло-

вой машины, работающей по циклу Карно  
 

1

2

1

21 1
T

T

T

TT



 , 

 

где Т1 и Т2 – температуры нагревателя и холодильника, соответ-

ственно. 

Изменение энтропии тела в любом обратимом процессе, пе-

реводящем его из состояния А в состояние В: 






B

A

AB
T

Q
SS , 
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где Q – элементарное количество теплоты, полученное веществом 

при температуре Т. 

Связь между энтропией и термодинамической вероятностью 

  (статистическим весом ) 

 

S = k ln, 

 

где k –  постоянная Больцмана. 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. В закрытом сосуде объемом 10 л находится воздух 

при давлении 0,1 МПа. Какое количество теплоты надо сообщить 

воздуху, чтобы повысить давление в сосуде в 5 раз? 
 

Решение. Согласно первому началу 

термодинамики, количество теплоты  

 

                   AUQ  .      

 Так как объем V  газа не изменяется, рассматриваемый  процесс является изохорическим (V = const). Следовательно, работа не совершается, т.е. А = 0.  

Внутренняя энергия идеального газа 

пропорциональна температуре: 

 

TCU V , 

где СV – теплоемкость при постоянном объеме: R
i

CV 
2

; 

      i – число степеней свободы молекулы вещества.  

Для воздуха i = 5.  

Выразим начальную температуру T1 из уравнения состояния 

идеального газа 

R

Vр
T


 1

1 . 

 

Температуру Т2 выразим из закона Гей-Люссака 

 

Дано: 

V = 1010
–3

 м
3
;  

р1= 0,110
6
 Па; 

р2 = 5р1 

 

Найти: Q            
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., 12

1

2

1

2

2

2

1

1 TT
р

р

T

T
,

T

р

T

р
  

 

Тогда 

 

кДж.10,0

Дж1000010104
2

5
1)(

2
)( 25

112



 Vр
i

TTCQ v
 

 

Ответ. Q = 10,0 кДж. 

 

Задача 2. Азот (N2), адиабатически расширяясь, совершает ра-

боту, равную 480 кДж. Определить конечную температуру газа, 

если до расширения он имел температуру Т1 = 362 К. Масса азота 

m = 12 кг. Теплоемкость газа считать постоянной. 
 

Решение. Вычислим работу газа 

 

                         
2

1

V

V

рdVA .         

    

Учитывая, что адиабатический процесс 

описывается уравнением вида    

 

       CрV 
,               (11.1) 

 

где С = const, 

из равенства (11.1)  получим 

 




V

C
р , 

 

Тогда работа  

 

Дано: 

N2;  

Q = 0; 

A = 48010
3
 Дж;  

T1= 362 К; 

m = 12 кг 

 

Найти: T2     
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11

1

2

1

1

1 2

1

2

1

2

1










 
CVCVCV

V

dV
CdV

V

C
A

V

V

V

V

V

V

.   (11.2) 

 

С учетом (11.1) получаем 

 

                                      

2222

1

2

1111

1

1

рVVрV

рVVрV









. (11.3) 

 

Подставляем в (11.2) выражение (11.3) 

 

 2211
1

1
VрVрA 


 . 

 

Используя уравнение Менделеева − Клапейрона 

 

                                        111 RT
M

m
Vр  , 

222 RT
M

m
Vр  , 

а также 

2

7

2

2





i

C

C

v

p
, 

 

получаем выражение для работы  

 

)(
1

1
21 TTR

M

m
A 


 . 

 

Следовательно, конечная температура газа  

 

Rm

M
ATT

1
12


 . 
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25
8,3112

1
2

7
28101048

362

34

2 
















T К. 

Ответ. T2 = 25 К.  

 

Задача 3. Воздух массой 1 кг совершает цикл, состоящий из 

двух изохор и двух изобар. Минимальные (начальные)  значения 

объема и давления  газа   равны  0,08 м
3
 и 1,2 МПа. Максимальное 

давление газа в цикле 1,4 МПа, причем Т3 = 423 К. Определить: 

1) координаты пересечения изохор и изобар; 2) работу А, совер-

шенную газом за один цикл; 3) количество теплоты Q1, полученное 

газом от нагревателя за цикл; 4) КПД цикла. Считать воздух двух-

атомным газом, имеющим  молярную  массу  М = 0,029 кг/моль. 

Построить график процесса.  

 

Решение. 1. Для двухатомных газов число 

степеней свободы i = 5, количество веще-

ства газа  = m/M.  

В нашем случае  

 

 = 1/0,029 моль = 34,5 моль. 

 

Согласно условию р4 = р1  и  р3  = р2. 

     Запишем уравнение Менделее-

ва − Клапейрона для состояния 1: 

 

                                                р1V1 = RT1 ,                            

       откуда                                                       

                                                
R

Vр
T


 11

1 .                              

В результате  

335
8,3134,5

0,08101,2 6

11
1 









R

Vр
T  К. 

Дано: 

V1 = 0,08 м
3
; 

р1 = 1,210
6
 Па;  

р2 = 1,410
6
 Па; 

T3= 423 К; 

m =1 кг; 

М = 0,029 кг/моль  

 

Найти: T1;  T2; V2; 

T4; А; Q1;     
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Для изохорного процесса 12 справедлив закон Шарля  

 

2

2

1

1

T

р

T

р
 , 

откуда 

391
8,3134,5

0,08101,4 6

12

1

2
12 









R

Vр

р

р
TT К. 

 

Для состояния 3, уравнение Менделеева − Клапейрона имеет 

вид 

р2V2 = RT3, 

 

из которого следует, что 

                                             
2

3
2

р

RT
V


 .  

  

После вычислений получаем 

 

V2  = 0,087
101,4

4238,3134,5
6





 м

 3
. 

 

Для изохорного процесса 3 4 закон Шарля имеет вид 

 

4

4

3

3

T

р

T

р
 , 

откуда следует, что  

 

363
101,4

423101,2
6

6

2

1
3

3

4
34 






р

р
T

р

р
TT К. 

 

2.  Для изохорных процессов 1 2 и 3 4 работа газа равна ну-

лю, т.е. А12 = А34 = 0, поскольку для них V = const. Для изобарных 

процессов 2 3 и 4 1 работа газа соответственно будет 
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А23 =  р2(V2 –V1)  0, 

А14= р1(V1 –V2) < 0. 

 

В итоге работа газа за цикл численно равна площади прямо-

угольника 1234 (рис. 11.1), т.е. 

 

А =А12 + А23 + А34 + А41= (р2 – р1) (V2 – V1). 

 

В результате вычислений получаем 

 

А = 0,210
6
(0,0866 – 0,08) Дж = 1320 Дж. 

 

3. Количество теплоты Q12, полученное газом при изохорном 

процессе 1 2:  

 

Q12 = Сv(T2 – T1) =  )(
2

12 TTR
i

 )(
2

211 ррV
i

 . 

 

Вычисления приводят к результату 

 

Q12 = 
2

5
0,08(1,410

6 
– 1,210

6
) Дж = 40000 Дж. 

p

VV
1

V
2

p
2

p
1 1

2 3

4
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T
2 T3

T4

 
Рис.11.1 
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Количество теплоты Q23, полученное газом при изобарическом 

процессе 23: 

 

Q23 = Ср(T3 – T2) = 


)(
2

2
23 TTR

i
 )(

2

2
123 VрRT

i



. 

 

При расчете получаем 

 

Q23 =
2

7
(34,58,31 423 – 1,4 10

6
0,08) Дж = 32500 Дж. 

 

Учитывая, что Т3  > T2  > T4  > T1, то для изохорного процесса 

34 и изобарного процесса 41 соответственно имеем 

 

                  Q34 = Сv(Т4 –Т3) < 0  и  Q41 = Ср(Т1-Т4) < 0. (11.22) 

 

Очевидно, что  

 

                                        Q34  + Q41=  – Q2,    (11.23) 

 

где Q2 – количество теплоты, отданное холодильнику за цикл 

(Q2 > 0). 

В результате за цикл газ получает от нагревателя количество 

теплоты  

 

Q1 = Q12 + Q23 = (40+32,5) кДж = 72500 Дж. 

 

4.  Термический КПД цикла по определению  

 

  
1Q

A
 . 

 

В результате вычислений получаем 

 



160 

 = 
72500

1320
 = 0,018 или  = 1,8 %. 

 

График процесса имеет вид, показанный на рис. 11.1. 

 

 Ответ. T1 = 385 K;  T2 = 391 K; V2 = 0,087 м
3
; T4 = 363 K; A =     

= 1320 Дж; Q1  = 72500 Дж;  = 1,8 %. 

 

З а д а ч и   
 

4 балла 
 

11.1 Получить выражения первого начала термодинамики для 

следующих процессов: а) изохорного; б) изобарного; 

в) изотермического; г) адиабатного. 

11.2 Давление идеального газа в зависимости от объема изменяет-

ся по закону р = аV
2
, где а – постоянная величина. Найти ра-

боту, совершенную газом, если его объем изменился от 

V1 = 1 м
3
 до V2 = 2 м

3
.  

Ответ. А = a
3

7
 Дж. 

11.3 Чему равны молекулярные теплоемкости двухатомного газа 

при постоянном объеме и давлении?  

Ответ. Сv = 20,8 Дж/(моль·K); Сp = 29,1 Дж/(моль·K). 

11.4 Найти показатель адиабатного одноатомного газа.  

Ответ.  = 1,7. 

11.5 Температура плавления алюминия 660 С. Найти изменение 

энтропии при плавлении 0,2 кг алюминия. Удельная теплота 

плавления алюминия  = 32210
3
 Дж/кг.  

Ответ. S = 69,0 Дж/К. 

11.6 Чему равно изменение внутренней энергии 1 моль идеально-

го двухатомного газа, если его температура повысилась на 

10 К.  

Ответ. U = 208 Дж. 
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11.7 Определить коэффициент полезного действия идеального 

теплового двигателя, если температура нагревателя 

Т1 = 500 К, температура холодильника Т2 = 300 К.  

Ответ.  = 40 %. 

11.8 Чему равно число степеней свободы трехатомной молекулы с 

жесткими связями между ее атомами?  

Ответ. i = 6. 

11.9 При изотермическом процессе объем газа увеличивается. От-

дает или получает газ теплоту от внешнего источника? По-

чему?  

Ответ. Газ теплоту получает. 

 

5−6 баллов 
 

11.10 При изобарическом расширении двухатомного газа была со-

вершена работа 156,8 Дж. Какое количество теплоты было 

сообщено газу?  

Ответ. Q = 548,8 Дж. 

11.11 Найти полную кинетическую энергию всех молекул двух-

атомного газа, находящегося в сосуде объемом 2 л под дав-

лением 150 кПа.  

Ответ. Wк = 750 Дж. 

11.12 Баллон емкостью 50 л содержит аргон под давлением 

200 кПа. Найти давление аргона, если газу сообщили 3 кДж 

теплоты.  

Ответ. р = 240 кПа. 

11.13 Определить количество теплоты, которое надо сообщить 

кислороду  объемом 50 л при его изохорном нагревании, 

чтобы давление газа повысилось на 0,5 МПа.  

Ответ. Q = 62,5 кДж. 

11.14 Трехатомный  газ  под  давлением  240 кПа и температуре 

20 С занимает объем 10 л. Определить теплоемкость этого 

газа при постоянных давлении и объеме.  

Ответ. Сp  = 32,8 Дж/К; Сv  = 24,6 Дж/К. 
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11.15 В баллоне находится 10 г азота. Одна треть его молекул рас-

палась на атомы. Определить полное число молекул, нахо-

дившихся в баллоне, число атомов и молекул после распада, 

вычислить молярные теплоемкости Cp и Cv этих частиц.  

Ответ. N = 2,1510
23

; N1 = 1,4310
23

; N2  = 1,4310
23

;
 

Cv
N

   = 12,47  Дж/Кмоль; Cp
N
 = 20,78 Дж/Кмоль; 

 2N

vC  =  20,78 Дж/Кмоль; 2N

pC = 29,09 Дж/Кмоль. 

11.16 При изотермическом расширении 2 кг азота при температуре 

7 С его объем увеличился в 2 раза. Определить работу рас-

ширения газа, изменение внутренней энергии и количество 

теплоты, полученных газом в этом процессе. 

Ответ. А = 115 кДж; U = 0 Дж; Q = 115 кДж. 

11.17 Двухатомный идеальный газ расширяется изотермически от 

объема 100 л до объема 300 л. Конечное давление газа равно 

200 кПа. Определить изменение внутренней энергии газа, 

совершенную газом работу и количество полученного газом 

тепла.  

Ответ. U = 0 Дж; А = 65,9 кДж;  Q = 65,9 кДж. 

11.18 Объем аргона, находящегося при давлении 80 кПа, увеличи-

вается от 1 л до 2 л. Найти изменение внутренней энергии 

газа в двух случаях: при изобарном и адиабатическом рас-

ширении газа.  

Ответ. UP = 120 Дж; UQ = –44,4 Дж. 

11.19 Определить молярную массу двухатомного газа и его удель-

ные теплоемкости ср и сv, если известно, что разность по-

следних 260,0 Дж/(кгК). Вычислить также молярные тепло-

емкости этого газа Ср и Сv.  

Ответ. M = 3210
-3 

кг/моль; ср = 909,4 Дж/(кгК); 

сv = 649,4 (Дж/кгК); Ср  = 29,1  Дж/(мольК);  

Сv = 20,8 Дж/(мольК) .  

11.20 Идеальный двухатомный газ, содержащий количество веще-

ства  = 1 моль, находится под давлением р1 = 250 кПа и за-

нимает объем V1 = 10 л. Сначала газ изохорически нагревают 

до температуры Т2 = 400 К. Далее, изотермически расширяя, 
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доводят его до первоначального давления р1. После этого 

путем изобарического сжатия возвращают газ в начальное 

состояние. Определить температуру характерных точек цик-

ла. Построить график процесса.  

Ответ. Т1 = 301 К; Т2 = Т3 = 400 К. 

 

7−8  баллов 
 

11.21 Двухатомному газу сообщено 2,093 кДж теплоты. Газ рас-

ширяется изобарически. Найти работу расширения газа и 

изменение его внутренней энергии.  

Ответ. А = 598 Дж; U = 1495 Дж. 

11.22 Идеальный двухатомный газ совершает цикл Карно. Объем 

газа в конце изотермического расширения V2 = 12 л, а в кон-

це адиабатического расширения этот объем V3 = 16 л. Найти 

отношение температуры нагревателя к температуре холо-

дильника и КПД цикла. Нарисовать график процесса.  

Ответ. Т1/Т2 = 1,122;  = 11 %. 

11.23 Определить показатель адиабаты идеального газа при тем-

пературе 77 С и давлении 0,4 МПа, если газ  занимает объ-

ем 300 л и имеет теплоемкость при постоянном объеме 

857 Дж/К. Найти также число степеней свободы  молекул 

данного газа.  

Ответ.  = 1,4; i  = 5. 

11.24 Плотность некоторого двухатомного газа при нормальных 

условиях 1,43 кг/м
3
. Найти его удельные теплоемкости ср и 

сv. Определить среднеквадратичную скорость  молекул газа  

при   тех  же   условиях.  

Ответ. ср  = 909 Дж/(кгК); сv = 649 Дж/(кгК); 
кв
v = 

= 461 м/с. 

11.25 Двухатомный газ, находящийся под давлением 2 МПа и 

температуре 27 С, адиабатически сжимается так, что объем 

уменьшается в 2 раза. Найти температуру и давление газа 

после сжатия.  

Ответ. T = 396 К; р = 5,28 МПа. 
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11.26 Кислород массой 2 кг занимает объем 1 м
3
 и находится под 

давлением 0,2  МПа. Газ был нагрет сначала изобарно до 

объема 3 м
3
, затем изохорно до давления 0,5 МПа. Найти из-

менение внутренней энергии газа, совершенную им работу, 

и количество теплоты, переданное газу.  

Ответ. U = 3,25 МДж; А = 0,4 МДж; Q = 3,65 МДж. 

11.27 Работа изотермического расширения 10 г некоторого газа, в 

результате которой его объем удвоился, оказалась равной 

575 Дж. Найти среднеквадратичную скорость молекул газа. 

Вычислить кинетическую энергию поступательного движе-

ния всех молекул газа после расширения.  

Ответ. 
кв
v = 500 м/c; Wк = 1,25 кДж. 

11.28 Идеальный двухатомный газ, находящийся при температуре 

0 С, подвергают двум независимым процедурам адиабати-

ческого сжатия. В результате первого сжатия объем газа 

уменьшается в 10 раз. В результате второго сжатия (при 

прежних начальных условиях) давление газа увеличивается 

в 10 раз. Определить температуру газа в результате каждого 

из этих двух процессов.  

Ответ. Т1 = 686 К;  Т2 = 527 К. 

11.29 В закрытом сосуде объемом 2 л при нормальных условиях 

содержатся одинаковые массы азота и аргона. Какое количе-

ство теплоты надо сообщить этой газовой смеси, чтобы 

нагреть ее до 100 С?  

Ответ. Q = 155 Дж. 

11.30 Определить удельную теплоемкость сv смеси газов, содер-

жащей 5 л водорода и 3 л гелия. Газы находятся при одина-

ковых условиях.  

Ответ. сv = 6,42 кДж/(кгК).  

11.31 Определить показатель адиабаты частично диссоциировав-

шего на атомы азота,  степень диссоциации которого  = 0,4.  

Ответ.  = 1,52. 

11.32 Вычислить число степеней свободы молекул газа, его удель-

ные теплоемкости ср и сv, зная, что молярная масса газа 
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4 г/моль, а показатель адиабаты для него 1,67. Определить 

также молярные теплоемкости Ср и Сv данного газа.  

Ответ. i = 3; сp = 20,78 Дж/(кгК); сv = 12,47 Дж/(мольК); 

Сp = 5,20 кДж/(мольК); Сv = 3,13  кДж/кгК. 

11.33 Идеальный трехатомный газ совершает цикл, состоящий из 

двух изохор и двух изобар, причем наибольшее давление га-

за в 2 раза больше наименьшего, а наибольший объем в 4 ра-

за больше наименьшего. Определить КПД цикла. Построить 

график цикла.  

Ответ.  = 11 %. 

11.34 Идеальный двухатомный газ, содержащий количество веще-

ства  = 1 моль и находящийся под давлением р1 = 0,1 МПа 

при температуре 27 С, нагревают изохорно до давления 

р2 = 0,2 МПа. После этого газ изотермически расширился до 

начального давления р1 и затем изобарически был сжат до 

начального объема V1. Построить график цикла. Определить 

температуру, давление и объем для характерных точек цик-

ла. Найти: 1) количество теплоты, полученное газом от 

нагревателя за цикл; 2) количество теплоты, отданное газом 

холодильнику за цикл;   3)  работу газа за цикл;  4)  термиче-

ский КПД цикла.   

Ответ. Точка 1: (р1 = 0,1010
6
 Па, Т1 = 300 К, V1 = 24,93 · 

· 10
–3 

м
3
); точка 2: (р2 = 0,2010

6
 Па, Т2 = 600 К, V1 = 

= 24,9310
–3 

м
3
); точка 3: (р1 = 0,1010

6
 Па, Т3 = 600 К, V3  = 

= 49,8610
–3 

м
3
);

   
  Q1 = 9,69 кДж; Q2 = –8,73 кДж; A= 

= 0,96 кДж;  = 9,9 %. 

11.35 Идеальный двухатомный газ совершает цикл, состоящий из 

двух изохор и двух изобар, причем наибольшее давление в 3 

раза больше наименьшего, а наибольший объем в 5 раз 

больше наименьшего. Определить КПД цикла. Построить 

график цикла.  

Ответ.  = 17 %. 

11.36 Идеальный трехатомный газ, состоящий из жестких моле-

кул, нагревают изохорно так, что его давление возрастает в 2 

раза. После этого газ изотермически расширяется до началь-
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ного давления, а затем изобарно сжимается до начального 

объема. Определить КПД цикла. Нарисовать график термо-

динамического процесса.  

Ответ.  =  8,8 %. 

11.37 Идеальная тепловая машина работает по циклу Карно. Воз-

дух (считать его двухатомным газом) при давлении 

р1 = 708 кПа и температуре t1 = 127 С занимает объем 

V1 = 2 л. После изотермического расширения воздух занял 

объем V2 = 5 л; после адиабатического расширения его объ-

ем стал V3 = 8 л. Найти: 1) координаты пересечения изотерм 

и адиабат; 2) работу, совершаемую газом на каждом участке 

цикла; 3) КПД цикла; 4) полную работу, совершаемую газом 

за цикл; 5) количество теплоты Q1, полученное от нагревате-

ля за один цикл; 6) количество теплоты Q2, отданное холо-

дильнику за цикл. Построить график цикла.  

Ответ. (210
–3

 м
3
,
 
708 кПа,); (510

–3 
м

3
,
 
283 кПа);  

(810
–3

м
3
, 147 кПа); (3,2110

–3
 м

3
, 365 кПа); А1 = 1300 Дж; 

А2 = 611 Дж; А3 = –1070 Дж; А4 = –611 Дж;  = 0,17; 

Ацикла = 228 Дж;  Q1 = 1338 Дж; Q2 = 1110 Дж.    

11.38 Наименьший объем двухатомного газа, совершающего цикл 

Карно, V1 = 153 л.  Определить наибольший объем V3, если 

объемы в конце изотермического расширения и в конце изо-

термического сжатия V2 = 600 л и V4 = 189 л. Определить, во 

сколько раз максимальная за цикл температура больше ми-

нимальной температуры, а также КПД цикла. Вычислить, во 

сколько раз максимальное давление за цикл больше, чем 

давление в трех остальных характерных точках цикла. По-

строить график процесса.  

Ответ. V3 = 0,741 м
3
; Тmax/Tmin = 1,088;  = 8,1%;  рmax/рmin = 

= 5,27. 

11.39 Применяя первое начало термодинамики и уравнение состо-

яния идеального газа, покажите, что разность удельных теп-

лоемкостей  ср – сv = R/M, где М – молярная масса.  

11.40 Одноатомный газ, содержащий количество рабочего веще-

ства  = 0,1 кмоль, под давлением р1 = 100 кПа занимал объ-
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ем V1 = 5 м
3
. Газ сжимался изобарически до объема V2 = 1 м

3
, 

затем сжимался адиабатически и потом расширялся изотер-

мически до начального объема V1 и давления р1. Построить 

график процесса.  Найти: 1) температуры Т1 и Т2, объем V3 и 

давление р3, соответствующие характерным точкам цикла; 

2) количество теплоты Q1, полученное от нагревателя за 

цикл; 3) количество теплоты Q2, переданное газом холо-

дильнику за цикл; 4) работу, совершенную газом за весь 

цикл; 5) термический КПД цикла.  

Ответ. Т1 = 601,7 K; Т2 = 120,3 K; V3 = 0,089 м
3
; р3 = 

= 5,62 МПа; Q1 = 2,01 МДж; Q2 = 1 МДж; A = 1,0 МДж;  

 = 49,8 %. 
 

9 −10  баллов 
 

11.41 Какую максимальную работу может произвести тепловая 

машина, если в качестве нагревателя используется кусок же-

леза    массой   m  = 100 кг  с   начальной   температурой  Т0  

= 1500 К, а в качестве холодильника – вода океана темпера-

турой Т2  = 285 К? Удельная теплоемкость железа 

460 Дж/(кгК).  

Ответ. A = 34 МДж. 

11.42 Некоторый газ совершает процесс, в ходе которого давление 

р изменяется с объемом V по закону  

р = р 0 ехр [– (V
 
–

 
V0)]  Па, 

 

где р0 = 600 кПа,  = 0,2 м
–3

, V0 = 2 м
3
. Найти работу, совер-

шаемую газом при расширении от V1 = 3 м
3
 до V2 = 4 м

3
.  

Ответ. A = 445,0 кДж. 

11.43 Идеальный двухатомный газ, содержащий  = 1 моль веще-

ства, совершает цикл, состоящий из двух изохор и двух изо-

бар. Наименьший объем газа Vmin = 10 л, наибольший 

Vmах = 20 л; наименьшее давление газа рmin = 246 кПа, 

наибольшее рmах  = 410 кПа. Построить график цикла.    

Определить: 1) температуру четырех характерных точек 

цикла; 2) количество теплоты, полученное газом от нагрева-
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теля за цикл; 3) работу газа за цикл; 4) количество теплоты, 

отданное холодильнику за цикл; 5) КПД цикла.  

Ответ.   Т1 = 493 К; Т2 = 296 К;  Т3 = 592 К; Т4 = 987 К; 

Q 1  = 18,47 кДж;  A = 1,64 кДж;  Q2 = 16,83 кДж;  =  

= 8,88 %. 

11.44 Энтропия системы  изменяется с температурой по законам: 

1) S = a + bT и 2)
2bTaTS

2

3
 , где а и b  –  константы. 

Какое количество тепла получает система в каждом случае 

при обратном нагревании от Т1 до Т2.  

Ответ. Q1 = b
2

2

1

2

2
TT 

; Q2 =  313

2

2

1

2

2

2
TT

TT



ba .     

11.45 В горизонтальном неподвижном цилиндрическом сосуде, 

закрытом поршнем массы М, находится газ. Газ нагревают 

так, что поршень  двигается равноускоренно и приобретает 

скорость v. Найти количество теплоты, сообщенное газу. 

Внутренняя энергия моля газа U  =  cT, где c =   = const. Теп-

лоемкостью сосуда и поршня, а также  внешним  давлением  

пренебречь.  

Ответ. Q  =  Mv2
/2(1+c/R).  
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12. РЕАЛЬНЫЕ ГАЗЫ. УРАВНЕНИЕ ВАН-ДЕР-ВААЛЬСА 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Уравнение Ван-дер-Ваальса для одного моля реального газа 

 

  RTbV
V

a
р m

m











2
, 

 

где Vm  =  V/ – молярный  объем;   

 V – объѐм всего газа;  

  – количество вещества;  

 а – поправка на давление газа;   

 b = 4V0N – поправка на объем молекул;  

 V0  =  1/6d
3
 – объем одной молекулы;  

 d – эффективный диаметр молекулы;  

 N  –  число молекул. 

Уравнение Ван-дер-Ваальса произвольной массы газа  

 

  RTbV
V

a
р 













 


2

2

. 

 

Уравнение Ван-дер-Ваальса произвольной массы газа в вири-

альной форме имеет вид полинома 

  

pV ...)( 3

2

2

1  pBpBBpRT , 

 

где В, B1, B2,… − коэффициенты, зависящие от температуры. 

При небольших давлениях можно ограничиться двумя членами 

полинома  

 

рV )( BpRT  , 
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где B  = 
RT

a
b  . 

Внутреннее давление, обусловленное силами межмолекулярного 

взаимодействия 

2

m

'

V

a
р  . 

 

Состояние, при котором газ и жидкость имеют одинаковые 

свойства, называется критическим. 

Критические параметры объема, давления и температуры 

определяются через постоянные а и b для одного моля газа следу-

ющим образом: 

 

bR

a
T

b

a
рbV

*27

8
;

27
;3 кр2кркр   , 

 

где R
*
 – газовая постоянная, определяемая для каждого реального 

газа отдельно. Для состояний газа, далеких от критического, газо-

вая постоянная может быть принята равной универсальной газовой 

постоянной R. 

Связь между постоянными а и b и параметрами Ткр и ркр крити-

ческого состояния реального газа 

 

крр

RT
b

*

a
8

;
64

27
кр

кр

22

кр


р

RT
*

. 

 

Внутренняя энергия   одного моля реального газа 

 

m

v
V

a
TСU   , 

 

где Cv – молярная теплоемкость газа при постоянном объеме;  

      Vm  =  V/ – молярный  объем; 

      Т – абсолютная температура газа. 
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Примеры решения задач  

 
Задача 1. 20 кг азота адиабатически расширяются в вакууме от 

V1 = 1 м
3
 до V2 = 2  м

3
. Найти понижение температуры при этом 

расширении, считая, известной для азота постоянную а, входящую 

в уравнение Ван-дер-Ваальса. 

 

Решение. При адиабатическом расширении газа 

в пустоту работа не совершается. Поэтому U = 

= 0, следовательно, внутренняя энергия газа 

остается постоянной. Внутренняя энергия ре-

ального газа для  молей определяется как 

 

m

v
V

a
TСU


  . 

Учитывая, что Cv = R
i

2
, получаем 

V

a
RT

i
U

2

2


     . 

 

Тогда изменение U  будет определяться как 

 

           0)(
2 1

2

2

2

2121 






V

a

V

a
TTR

i
UUU . (12.1) 

 

Выразим из (12.1) Т: 

 

.
)(2

21

21

VV

VV

iR

a
T




  

Найдем количество вещества азота 
M

m
 . Молярная масса 

азота  

Дано: 

m = 20 кг; 

V1 = 1 м
3
; 

V2 = 2  м
3
 

 

Найти:  Т 
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.
моль

кг
102810142 33  M  

 

Число степеней свободы i молекул азота N2 i = 5 (двухатомный 

газ). Тогда изменение температуры  

 







21

21 )(

5

2

VV

VV

RM

am
T .K340,2

2

)21(

102831,85

136,0202
3










 

 

Ответ. Т   −2,34 К. 

 

Задача 2. Углекислый газ массой 6,6 кг при давлении 0,1 МПа 

занимает объем 3,75 м
3
. Определите температуру газа, если  1) газ 

реальный; 2) газ идеальный. Параметры а и b принять соответ-

ственно 0,361 (Н·м)/моль
2
, 4,2810

–5
 м

3
/моль. Газовую постоянную 

принять равной универсальной газовой постоянной. 

 

Решение.  Температура реального 

газа определяется из уравнения Ван-

дер-Ваальса 

                                 

  12

2

RTbV
V

a
р 













 
 , (12.2) 

 

где  = m/M;  M – молярная масса 

газа. 

Из (12.2) получим выражение для температуры реального газа 

                    

  

























22

22222

2

1
VmRM

mbVМamVрM

mR

M

mb
V

VM

am
PM

T  

  











262

532262

75,310448,316,6

1028,46,6104475,3361,06,675,31044100
 

= 302 К.  

Дано: 

m = 6,6 кг; 

V = 3,75 м
3
; 

р = 100  Па; 

а = 0,361 (Н·м
4
)/моль

2
; 

b = 4,2810
–5

 м
3
/моль 

 

Найти: Т1;  Т2 
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В случае идеального газа воспользуемся уравнением Менделее-

ва − Клапейрона 

                                           
2RT

M

m
рV  .    (12.3) 

 

Из (12.3) получим температуру идеального газа 

 

301
6,631,8

10075,31044 3

2









Rm

MpV
T K. 

 

Ответ. Т1 = 302 К; Т2  = 301 К. 

 

Задача 3. Найти эффективный диаметр молекул азота. Критиче-

ские параметры для азота ркр = 33,910
5 
Па; Ткр = 126,1 К.  

 

Решение.  Определим параметр b  из соот-

ношения 

 

            
кр

кр

8р

RT
b  .             (12.4) 

 

Величина b  связана с объемом одной молекулы V следующим 

образом: 

        

                             b = 4V0NA,                                        (12.5) 

 

где NA – постоянная Авогадро. 

Объем одной молекулы V0 будет 

 

3

0
6

1
dV  , 

 

где d – эффективный диаметр молекулы. 

Тогда с учетом выражений (12.4) и (12.5) получим 

 

Дано: 

ркр = 33,910
5 
Па;  

Ткр = 126,1 К  

 

Найти:  d 
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м.105,3
1002,6109,3314,316

31,81,1263

16

3

2

36

10
3

235

3

Aкр

кр
3

A

3 0




















Nр

RT

N

bV
d

. 

 
 

Ответ. d = 3,510
–10 

м. 

 

З а д а ч и  
 

4 балла 
 

12.1 В баллоне находится 10
20

 молекул газа. Объем одной моле-

кулы V0 = 410
–30

 м
3
. Найти поправку b на объем, занимае-

мый газом в баллоне, в уравнении Ван-дер-Ваальса.  

Ответ. b = 1,610
–9

 м
3
/моль. 

12.2 Чему равно внутреннее давление, обусловленное силами 

межмолекулярного притяжения, если объем газа V = 2 м
3
, 

поправка a = 0,426 Нм
4
/моль

2
, количество газа 1 моль?  

Ответ. р = 0,107 Па. 

12.3 Анализируя уравнение состояния реальных газов, определи-

те величины поправок а и b для азота. Критические давления 

и температура азота соответственно 3,39 МПа и 126 К.  

Ответ. а = 0,14 Нм
4
/моль

2
; b = 3,8610

–5
  м

3
/моль. 

12.4 Два моля реального газа находятся под давлением 10 Па. 

Объем газа V = 5 м
3
, поправки в уравнении Ван-дер-Ваальса 

а = 0,325 Нм
4
/моль

2
, b = 5,2610 

−5
 м

3
/моль. Найти темпера-

туру газа?    

Ответ. T = 3 К. 

12.5 Поправка на объем молекул газа b = 4,2810
–5

  м
3
/моль. Чему 

равен критический объем одного моля газа?  

Ответ. Vкр = 1,2810
–4

 м
3
. 
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12.6 Найти  критическое  давление   двух   молей  газа,  если   b = 

= 5,2610
5

 м
3
/моль,   а = 0,307 Нм

4
/моль

2
.   

Ответ. ркр = 8,2210
6
 Па. 

 
5−6 баллов 

 

12.7 Критические параметры для газа равны ркр = 44,510
5
 Па, 

Ткр = 130 К. Если состояние газа далеко от критического, че-

му равна поправка на объем в уравнении Ван-дер-Ваальса?  

Ответ. b = 30,310
–6

 м
3
/моль. 

12.8 Критические параметры реального газа ркр = 52,0410
5
 Па, 

Ткр = 150 К. Определить поправку на объем, если состояние 

газа можно считать далеким от критического.  

Ответ. b = 2,99 10
–5 

м
3
/моль. 

12.9 Какое количество реального газа создает внутреннее давле-

ние, равное 2 Па, если объем газа V = 0,5 м
3
, поправка на 

давление а = 0,426 Нм
4
/моль

2
.  

Ответ.  = 1,083 моль. 

12.10 Чему равна внутренняя энергия одного моля одноатомного 

реального газа при температуре Т = 300 К? Объем газа 

V = 0,2 м
3
, поправка а = 0,346 Нм

4
/моль

2
.  

Ответ. U = 3738 Дж. 

12.11 Определить критическую температуру газа в состоянии да-

леком от критического. Поправки в уравнении Ван-дер-

Ваальса  а = 67110
–3 

Нм
4
/моль

2
, b = 37810

–7  
м

3
/моль. 

Ответ. Ткр =  633 К. 

12.12 Один моль некоторого газа находится в сосуде объемом 

V = 0,25 л. При температуре 300 К давление газа 90 атм., при 

температуре 350 К  110 атм. Найти постоянные Ван-дер-

Ваальса для этого газа.  

Ответ. а = 1,899 10
5  

Нм
4
 /кмоль

2
;   b = 0,045  м

3
/кмоль. 

12.13 Найти критическое давление и критическую температуру 

неона. Поправки а = 2,1310
4
 Нм

4
/кмоль

2
, b = 0,017 м

3
/кмоль.  

Ответ. ркр = 27,3010
5
 Па;  Ткр = 44,67 К. 
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12.14 При каком давлении должен находиться кислород в количе-

стве 0,1 кмоль, чтобы при Т = 320 К он занимал объѐм 

0,1 м
3
? Задачу решить, рассматривая кислород как: а) иде-

альный газ; в) реальный газ, подчиняющийся уравнению 

Ван-дер-Ваальса. Поправки a и b для кислорода а = 

= 1,3710
5
 Нм

4
/кмоль

2
, b = 31,70 10

–3 
м

3
/кмоль.  

Ответ. р1  =  2,6610
6
 Па; р2  = 2,6110

5
 Па. 

12.15 Определить давление, при котором должен находиться 

1 кмоль азота, чтобы при Т = 310 К он занимал объѐм 2,5 м
3
. 

Критические величины для азота ркр = 33,910
5
 Па, 

Ткр = 126,1 К.  

Ответ. р = 10,44 10
5
 Па. 

12.16 Трехатомный газ в количестве 0,5 кмоль адиабатически 

расширяется в вакуум от объема 0,5 м
3
 до объема 3 м

3
. Тем-

пература газа при этом понижается на Т = 12,2 К. Найти 

постоянную а Ван-дер-Ваальса. 

Ответ. а = 0,3640 Нм
4
/моль

2
. 

 
7−8 баллов 

 

12.17 Кислород ( = 10 моль) находится в сосуде объемом 5 л. 

Определите: 1) внутреннее давление газа; 2) собственный 

объем молекул. Поправки а и b принять соответственно 

13610
–3

 Нм
4
/моль

2
,  31,710

–6
 м

3
/моль.  

Ответ. р
'
 = 544,0 кПа; V = 79,2510

–6
 м

3
. 

12.18 Углекислый  газ (СО2) массой 2,2 кг находится при темпера-

туре Т = 290 К в сосуде вместимостью 3 л. Определите дав-

ление газа, если: 1) газ реальный; 2) газ идеальный. Поправ-

ки а и b соответственно принять 0,361 Нм
4
/моль

2     
и    

4,2810
–5 

 м
3
/моль.  

Ответ. р1 = 39,832 МПа; р2 = 40,165 МПа. 

12.19 Кислород массой 100 г расширяется от объема 5 л до объема 

10 л. Определите работу межмолекулярных сил притяжения 

при этом расширении. Поправка а = 13610
–3

 Нм
4
/моль

2
.  

Ответ. А = 133 Дж. 
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12.20 Найти поправку b и удельный объѐм бензола (С8Н8) в крити-

ческом состоянии, если его критическая температура 

Ткр = 562,0 К и критическое давление ркр = 47,0 атм.  

Ответ. b = 12,2610
–5 

м
3
/моль; V/m  = 3,510

–3 
м

3
/кг. 

12.21 Азот в количестве  = 3 моль расширяется в вакуум, в ре-

зультате чего объем газа увеличивается от 1 л до 5 л. Какое 

количество теплоты необходимо сообщить газу, чтобы его 

температура осталось неизменной? Поправку а принять рав-

ной 0,135 Нм
4
/моль

2
.  

Ответ. Q = 0,979 кДж. 

12.22 Углекислый газ массой 88 г занимает при температуре 290 К 

объем 1000 см
3
. Определите внутреннюю энергию газа, если: 

1) газ идеальный; 2) газ реальный.  Поправку а принять рав-

ной 36110
–3

  Нм
4
/моль

2
.  

Ответ. U1  = 14,46 кДж; U2 = 13,02 кДж. 

12.23 Кислород в количестве  = 2 моль занимает объем 1 л. Опре-

делите изменение температуры кислорода, если он адиабат-

но расширяется в вакуум до объема 10 л. Поправку  а при-

нять равной 13610
–3

 Нм
4
/моль

2
.   

Ответ.   T = –11, 78 К. 

 

9−10 баллов 
 

12.24 Некоторый газ ( = 0,25 кмоль) занимает объем V1 = 1 м
3
. 

При расширении газа до объема V2 = 1,2 м
3
 была совершена 

работа против сил межмолекулярного притяжения, равная 

1,420 кДж. Определить поправку а, входящую в уравнение 

Ван-дер-Ваальса.  

Ответ. а = 0,136 Нм
4
/моль

2
. 

12.25 Автомобильная шина накачана воздухом до давления 

6,510
5
 Па при температуре 5 С. Какое количество воздуха 

необходимо выпустить из камеры, объем которой 

V = 0,05 м
3
, чтобы оставить давление прежним, если темпе-

ратура его поднялась до 40 С. Поправки для воздуха   а = 

= 13,610
4
 Нм

4
/кмоль

2
, b = 0,0366 м

3
/кмоль. Использовать  
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уравнение  Ван-дер-Ваальса  в вириальном виде. Молярная   

масса  воздуха  0,029  кг/моль.   

Ответ.  m = 0,0467 кг. 

12.26 В сосуде объемом V = 10 л находится масса 0,25 кг азота при 

температуре 27 °С. Какую часть давления газа составляет дав-

ление, обусловленное силами взаимодействия молекул? Ка-

кую часть объема сосуда составляет собственный объем моле-

кул?  Поправки   а = 0,141 Нм
4
/моль

2
, b = 0,0393 м

3
/кмоль.  

Ответ. р
'
/р = 5,13 %; V

 ′
/V = 0,88 %. 

12.27 Кислород ( = 1 моль) (реальный газ), занимающий при  

Т1 = 400 К объем V1 = 1 л, расширяется изотермически до 

V2 = 2V1. Определите: 1) работу при расширении; 2) измене-

ние внутренней энергии газа. Поправки a и b принять соот-

ветственно 13610
–3

 (Нм
4
)/моль

2
; 3,1710

–5
 м

3
/моль.  

Ответ. A = 2,22 кДж; U = 68 Дж. 

12.28 При давлении 1,210
5
 Па 8,8 кг углекислого газа занимают  

объем V1 = 4,2 м
3
. Определите температуру газа, пользуясь 

уравнениями Ван-дер-Ваальса и Менделеева-Клапейрона. 

Сравнить полученные результаты. Поправки a и b принять со-

ответственно 36,410
4 
Нм

4
/кмоль

2
 и 0,043 м

3
/кмоль.  

Ответ. Т1 = 305 К; Т2 = 303 К. 

12.29 Получить выражение для работы А, совершаемой  молем   

ван-дер-ваальсовского газа при изотермическом расширении 

от объема V1  до объема V2.  Температура газа Т, постоянные 

Ван-дер-Ваальса  a и b. Сравнить с работой идеального газа.  

Ответ. А = RTln
bV

bV





1

2  +a( 
2V

1

1V

1
). 

12.30 Воспользовавшись уравнением Ван-дер-Ваальса в вириаль-

ной форме определить разность теплоѐмкостей Ср –Cv для 

ксенона при давлении 110
5
 Па и температуре 25 С. Крити-

ческое давление ксенона ркр = 5910
5
 Па, критическая   тем-

пература   Ткр = 290 К.       

Ответ. Ср – Сv = 8366 Дж/(кмоль·К). 
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13.  СВОЙСТВА ЖИДКОСТЕЙ 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Относительное изменение объема жидкости при нагревании 

на t 

t
V

V




0

, 

 

где  – температурный коэффициент объемного расширения; 

      V0 – объем жидкости при начальной температуре t0; 

t  = (t – t0) – интервал изменения температуры. 

Относительное изменение объема жидкости при изменении 

давления на р 

рk
V

V




0

, 

 

где k – коэффициент сжимаемости;  

 р  = (р – р0) – интервал изменения давления; 

      V0 – объем жидкости при начальном давлении р0. 

Коэффициент поверхностного натяжения  

 

l

F
 , 

 

где F – сила, приложенная к единице длины l края поверхности 

пленки жидкости. 

Добавочное давление, вызванное кривизной мениска, поверх-

ности жидкости (формула Лапласа): 

 











21

11

RR
р , 
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где R1, R2 – радиусы кривизны, проведенные в двух взаимно пер-

пендикулярных плоскостях; 

R > 0, если мениск выпуклый; 

R < 0, если мениск вогнутый. 

При выпуклом мениске добавочное давление направлено 

внутрь жидкости. Если мениск вогнут, то жидкость находится под 

меньшим давлением, чем та же жидкость под плоской поверхно-

стью. В случае сферической поверхности радиуса R добавочное 

давление определяется по формуле 

 

R
р




2
. 

 

Приращение свободной энергии поверхностного слоя жидко-

сти при изменении его площади на dS 

 

dF = dS. 

 

Высота поднятия жидкости в капиллярной трубке с радиу-

сом r 

gr

2
h






cos
, 

 

где  – краевой угол; 

       r – радиус капилляра; 

       – плотность жидкости. 

При полном смачивании  = 0; при полном несмачивании  = . 

Энергия, выделяемая при слиянии нескольких малых капель в 

одну большую 

W = S, 

 

где S – изменение площади поверхности жидкости;  

       – коэффициент поверхностного натяжения жидкости. 
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Примеры решения задач  

 
Задача 1. Давление  воздуха внутри мыльного пузыря на 

р = 133,3 Па больше атмосферного. Найти диаметр d пузыря. По-

верхностное натяжение мыльного раствора  = 0,043 Н/м.  

 

Решение. Добавочное давление внутри 

мыльного пузыря, вызванное кривизной его 

поверхности: 











21

11
2

RR
р  . 

 

Так как пузырек сферический, то радиусы кривизны взаимно 

перпендикулярных поверхностей  

2
21

d
RR  , 

тогда  

d
р




8
 , 

откуда 

м2600,0
8







р
d . 

 

Ответ. d = 0,0026 м. 

 

Задача 2. На дне стеклянного сосуда площадью S = 30 см
2
 име-

ется круглое отверстие диаметром d = 0,5 мм. В сосуд налита ртуть. 

Какая масса ртути останется в сосуде? 

 

Решение. Давление ртути на дно со-

суда  

         
S

mg
р  .       

     

Дано: 

р = 133,3 Па; 

 = 0,043 Н/м  

 

Найти: d 

Дано: 

S = 30,010
–4

  м
2
; 

d = 0,510
–3

 м; 

 = 48710
–3

 Н/м
2
 

Найти: m 
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Добавочное давление, вызванное кривизной поверхности жид-

кости 

d
р




4
. 

 

Чтобы ртуть осталась в сосуде, необходимо соблюдать условие 

р  = р или  

dS

mg 


4
, 

тогда 

кг.1,21,1688
105,010

10301048744
3

43














gd

S
m  

 

Ответ. m  = 1,2 кг. 

 

Задача 3. Лабораторный ртутный термометр погружен в гильзу 

паропровода до отметки t1 = 120 С и показывает t2 = = 360 С, при-

чем температура выступающего столба ртути, найденная с помо-

щью вспомогательного термометра, 59 С. Определить действи-

тельную температуру пара, принимая во внимание, что термометр  

градуирован   при   погружении   до  отсчитываемого  деления. 

 

Решение. Определим уменьшение объема ртути 

по сравнению с условиями, при которых произво-

дилось градуировка термометра 

 

     12 ttVtVV  ,    (13.1) 

 

где t2  – температура, показываемая термометром; 

     t1 – температура отметки погружения столбика термометра в 

гильзу; 

    V – объем выступающего столбика ртути. 

Разделим обе части выражения (13.1) на площадь поперечного 

сечения капилляра, полагая, что она не меняется с изменением 

температуры 

Дано: 

t1 = 120 С; 

t2 = 360 С;  

h = 59 С 

 

Найти: t 
′ 
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                        1212 tthtt
S

V

S

V



. (13.2) 

 

Выразив высоту столбика ртути в делениях шкалы термометра, 

(13.2) можно записать как 

 

 12 ttht  , 

 

где h – высота выступающего столбика, выраженная в градусах 

шкалы термометра, 

     t – поправка на выступающий столбик. 

Действительная температура пара 

 

  .С373120)(360101,8593601222
4 




 tthtttt  

 

Ответ. t 
′
= 373 С. 

 

Задача 4.   Невесомое     кольцо     c внутрен-

ним диаметром 25 мм и внешним диаметром 

26 мм подвешено на пружине (рис. 13.1) с коэф-

фициентом упругости 0,01 Н/м и соприкасается с 

поверхностью жидкости. При опускании поверх-

ности жидкости кольцо оторвалось от нее при 

растяжении пружины на 5,3 мм. Найти коэффи-

циент поверхностного натяжения жидкости. 

 

Решение. В момент отрыва кольца сила по-

верхностного натяжения 

  

)( 21H ddF   

равна силе упругости 

хkFy  . 

Тогда 

xkdd  )(
21

. 

Отсюда  

Дано: 

d 1 = 2510
–3

 м; 

k = 0,01 Н/м;  

d 2 = 2610
–3

 м; 

х = 5,310
–3

 м 

 

Найти: 
 

 

Рис. 13.1 
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м

H
1033,2

0,026)(0,025

0,0530,01

)(

3

21












dd

хk . 

 

Ответ.   33,210
–3

 Н/м. 

 
З а д а ч и  

 
4 балла 

 
13.1 Коэффициент поверхностного натяжения мыльной пленки 

 = 0,043 Н/м. Найти силу поверхностного натяжения, если 

длина края пленки l = 4 мм.  

Ответ. F = 1,7210
–4 

Н. 

13.2 Определить добавочное давление, возникающее под сфери-

ческой поверхностью мениска жидкости радиуса R = 2 мм. 

Коэффициент поверхностного натяжения  = 6010
–3

 Н/м.  

Ответ. р = 60 Па. 

13.3 Какую работу необходимо совершить, чтобы надуть мыль-

ный пузырь радиусом 4 см. Для мыльного раствора  

 = 0,04 Н/м.   

Ответ. А = 1,60 мДж. 

13.4 В капиллярной трубке радиусом 0,5 мм жидкость поднялась 

на 11 мм. Найти плотность жидкости,  если ее коэффициент    

поверхностного   натяжения   = 22 · 10
–3

 Н/м.  

Ответ.  = 816 кг/м
3
. 

13.5 Найти массу воды, поднявшейся по капиллярной трубке 

диаметром 0,5 мм на высоту 0,00195 м. Коэффициент    по-

верхностного   натяжения  воды   = 73 мН/м.  

Ответ.  m = 0,012 кг. 

 

5−6 баллов 
 

13.6 Вертикальный стеклянный капилляр погружен в воду. Опре-

делите радиус кривизны мениска, если высота столба воды в 
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трубке  h = 20 мм. Плотность воды  = 1 г/см
3
, поверхност-

ное натяжение   = 73 мН/м.  

Ответ. R = 744 мкм. 

13.7 В стеклянном капилляре диаметром d  = 100 мкм вода под-

нимается на высоту h = 30 см. Определите поверхностное 

натяжение воды, если  ее  плотность  = 1,0 г/см
3
.  

Ответ.   = 73,6 мН/м. 

13.8 Какую работу нужно совершить, чтобы изменить площадь 

поверхностного слоя жидкости на  S = 210
–5

 м
2
. Коэффици-

ент поверхностного натяжения жидкости  = 0,05 Н/м.  

Ответ. A = 110
–6

 Дж. 

13.9 Капиллярная трубка с очень  тонкими стенками была при-

креплена к коромыслу весов, после чего весы были уравно-

вешены грузом. После того, как к нижнему концу капилляра 

прикоснулись поверхностью воды для уравновешивания ка-

пилляра потребовался груз бóльший на 0,135 г. Найти  ради-

ус капилляра r. Считать радиусы кривизны жидкости снару-

жи и внутри капилляра одинаковыми. Коэффициент    

поверхностного   натяжения  воды   = 72,75 мН/м.  

Ответ. r = 0,0014 м. 

13.10 В двух капиллярных трубках разного диаметра, опущенных 

в воду, установилась разность уровней 0,026 м. При опуска-

нии этих же трубок в этиловый спирт разность уровней ока-

залась равной 1 см. Зная коэффициент поверхностного 

натяжения воды, найти коэффициент поверхностного натя-

жения спирта.  

Ответ.  = 0,022 Н/м. 

13.11 Две капли воды радиусом 1 мм каждая слились в одну боль-

шую каплю. Считая процесс изотермическим, определите 

уменьшение поверхностной энергии при этом слиянии, если 

поверхностное натяжение воды  = 73 мН/м.  

Ответ. W  = 378 нДж. 

13.12 При слиянии нескольких мелких водяных капель одинаково-

го размера в одну большую каплю диаметром 0,004 м выде-
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ляется энергия 0,014 Дж. Чему равен радиус одной малой 

капли, если поверхностное натяжение воды  = 73 мН/м.?  

Ответ. r = 0,5 мкм. 

13.13 Найти диаметр капилляра термометра с длиной шкалы рав-

ной 70 мм от 0 до 50 С. Объем этилового спирта в резервуа-

ре при 0 С составляет 70 мм
3
, температурный коэффициент 

объемного расширения этилового спирта 1110
–4

 1/K. Изме-

нением размеров капилляра пренебречь.  

Ответ. d = 26510
-6

 м. 

13.14 Найти плотность масла в гидравлической системе пресса при 

давлении 50010
5
 Па, если плотность его при 20 С и давле-

нии 110
5
 Па – 910 кг/м

3
, а  коэффициент сжатия – 

610
 −10

 м
2
/H.  

Ответ.  = 937 кг/м
3
. 

13.15 Какую долю от полного давления составляет дополнитель-

ное давление, вызванное поверхностным натяжением в кап-

ле расплавленного алюминия, находящегося на раскаленной 

стальной пластине? Коэффициент поверхностного натяже-

ния капли  = 0,83 Н/м, а ее диаметр 1 мм.   

Ответ. р/р = 0,032. 

13.16 Давление воздуха внутри мыльного пузыря на р  = 200 Па 

больше атмосферного. Определите диаметр d мыльного пу-

зыря. Поверхностное натяжение мыльного раствора 

 = 40 мН/м.  

Ответ. d = 1,610
–3 

 м. 

13.17 Вычислить приращение свободной энергии поверхностного 

слоя при изотермическом слиянии двух одинаковых капель 

ртути, каждая из которых имеет диаметр 1,5 мм. Коэффици-

ент поверхностного натяжения ртути 487 мН/м.  

Ответ. W = 1,4 мкДж. 

13.18 Вычислить коэффициент поверхностного натяжения и его 

относительную погрешность для раствора, если для отрыва 

от поверхности жидкости кольца прямоугольного сечения  (с 

внешним и внутренним  диаметрами D1  = 60 мм и  
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D2  = 56 мм) была приложена сила F  =  0,035 H. Сила по-

верхностного натяжения определялась с помощью рычаж-

ных весов с точностью до 210
–3 

Н, а диаметр – с помощью 

штангенциркуля с точностью до 0,1 мм.  

Ответ.  = 0,096 Н/м;  = 0,059. 

 

7−8 баллов 
 

13.19 По середине откачанного, запаянного с обоих концов и рас-

положенного горизонтально  капилляра, находится столбик 

ртути длиной l = 20 см. Если капилляр поставить вертикаль-

но, то столбик ртути переместится на l  = 10 см.  До какого 

давления р0 был откачан капилляр, если его длина L = 1 м. 

Плотность ртути 13,6 г/см
3
 .  

Ответ. р0 = 5,010
3 
Па. 

13.20 Для точных измерений применяется термометр со шкалой на 

5 С  и ценой деления 0,01 С. Определить расстояние между 

двумя соседними рисками шкалы, если диаметр капилляра 

d  = 0,122 мм, а объем ртути при нулевом положении стол-

бика 2550 мм
3
. Расширением стекла пренебречь. Темпера-

турный коэффициент объемного расширения ртути 

1,810
 −4

 1/K.   

Ответ. r = 39310
–6

 м. 

13.21 Для измерения температуры воздуха в трубопроводе исполь-

зуется толуоловый термометр. Термометр погружен в изме-

рительную гильзу до отметки 19 С, столбик жидкости в нем 

находится на делении 99 С, а температура выступающего 

столбика 20 С. Коэффициент объемного расширения толуо-

ла  = 1,2610
–3 

1/С. Определить действительную темпера-

туру потока воздуха, учитывая, что градуировку термометра 

производили при его погружении до отсчитываемого деле-

ния.  

Ответ. t = 101 C. 

13.22 Определить приращение массы воды в питательном трубо-

проводе парового котла, объем которого V  =  0,5 м
3
, при 
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увеличении давления на р = 310
7
 Па. Коэффициент сжатия 

воды к = 4,8010
–10

 м
2
/H, начальная плотность воды 1 = 

= 998кг/м
3
.  

Ответ. m = 7,29 кг. 

13.23 Капля ртути массой 2 г введена между параллельными стек-

лянными пластинками. Какую силу следует приложить, что-

бы расплющить каплю до толщины в 0,1 мм? Следует счи-

тать, что ртуть не смачивает стекло. Коэффициент 

поверхностного натяжения ртути  = 487 мН/м.  

Ответ.  F = 14,357 H. 

13.24 Две одинаковые плоскопараллельные стальные пластины 

спаяны между собой по боковым граням так, что между ни-

ми имеется зазор 0,3 мм. На какую высоту поднимется жид-

кость в зазоре, если опустить пластины нижними гранями в 

сосуд с глицерином (рис. 13.2)? Смачивание считать пол-

ным. Коэффициент поверхностного натяжения глицерина 

 = 63,4 мН/м.  

Ответ. h = 34,2 10
–3 

м. 

13.25 Широкое колено  U-образного 

манометра имеет диаметр 

d1 = 2 мм, узкое d2  = 1 мм. Опре-

делите разность h уровней   рту-

ти  в   обоих коленах,  если  по-

верхностное   натяжение ртути 

 = 0,5 Н/м, плотность ртути 

 = 13,6 г/см
3
, а краевой угол  

 = 138.  

Ответ. h = 5,610
–3 

 м. 

13.26 Определите радиус R капли спир-

та, вытекающей из узкой верти-

кальной трубки радиусом 

r  = 1 мм. Считайте, что в момент отрыва капля имеет сфе-

рическую форму. Поверхностное натяжение спирта  = 

= 22 мН/м, а его плотность  = 0,8 г/см
3
.  

Ответ. R = 1,6110
–3 

 м. 



S

 
 

Рис. 13.2 
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9−10 баллов 
 

13.27 Для большого интервала изменения давления коэффициент 

сжатия некоторой жидкости изменяется по закону 

k = k0(1 − ар), где а – величина постоянная. Найти конечный 

объем жидкости при изменении давления от р0 до р1.  

Ответ. V = V0exp(–b), где b = k0(р1 – р0)(1 – a(р0 + р1)/2). 

13.28 В городе площадью 400 км
2
  за 10 мин во время ливневого 

дождя выпало 0,02 м воды. Подсчитать энергию и мощность 

тепловыделения от слияния капель во время дождя, если 

капли, достигшие поверхности Земли, имели диаметр 3 мм, а 

образовались из мелких капель диаметром 310
–3

 мм. По-

верхностное натяжение воды  = 72,75 мН/м.   

Ответ. W = 11,63 10
11

 Дж; Р = 1,9410
9
 Вт. 

13.29 Капля воды равномерно падает в воздухе. Найти разность 

между радиусом кривизны поверхности капли в ее верхней 

точке и радиусом кривизны поверхности в нижней точке, 

расстояние между которыми h = 2,3 мм.  

Ответ.    R2  – R1 = 0,210
–3 

 м. 

13.30 Найти силу притяжения двух параллельных стеклянных пла-

стинок, отстоящих друг от друга на расстоянии 0,1 мм после 

того, как между ними ввели каплю воды массой  70 мг. По-

верхностное натяжение воды  = 72,75 мН/м.  Смачивание 

считать полным.  

Ответ. F = 1,0 Н. 

13.31 Найти время исчезновения мыльного пузыря радиусом R, со-

единенного с атмосферой капилляром длиной l и радиусом 

сечения канала r. Поверхностное натяжение , коэффициент 

вязкости газа .  

Ответ. 
4

4

r

Rl
t






2
. 

13.32 Две одинаковые плоскопараллельные стеклянные пластины 

погружены  частично  в воду.  Зазор  между пластинами d  = 

= 0,5 мм, размер пластин по горизонтали l = 10 см. Считая 
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смачивание пластин полным, определить: а) высоту h, на ко-

торую вода поднимется в зазоре; б) силу F, с которой пла-

стины притягиваются друг к другу.  

Ответ.  h = 3,010
–2 

 м;  F = 0,4 Н. 
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14. ЯВЛЕНИЯ ПЕРЕНОСА 

 

Краткие теоретические сведения  

 
Средняя длина свободного пробега λ  молекул газа 

 

nd 22

1


 , 

 

где d – эффективный диаметр молекулы; 

      n – концентрация молекул.  

Среднее число столкновений, испытываемых одной молеку-

лой за секунду 

vndz 22 , 

 

где v – средняя арифметическая скорость молекул газа. 

Относительное число молекул газа, пролетающих путь S  

без столкновений: 






S

N

N
е

0

. 

 

Общее число столкновений всех молекул друг с другом в 

единице объема за единицу времени 

 

nzZ
2

1
 . 

 

Коэффициенты диффузии D, динамической вязкости  и 

теплопроводности К 

 

v
c K  D  vvv

3

1
;

3

1
;

3

1
, 

 

где  – плотность газа;  
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      сv – удельная теплоемкость газа при постоянном объеме. 

Уравнение диффузии (закон Фика) 

 

dSdt
dx

d
Ddm


 , 

 

где  dm – масса вещества, переносимого при диффузии за время dt  

через малую площадку dS, перпендикулярную к оси ОХ, вдоль ко-

торой осуществляется перенос;  

       
dx

d
 – градиент плотности. 

Уравнение теплопроводности (закон Фурье)  

 

dSdt
dx

dT
KdQ  , 

 

где  dQ  –  количество теплоты, передаваемое  за время dt  через 

малую площадку dS, перпендикулярную к оси ОХ, вдоль которой 

осуществляется перенос тепла; 

      
dx

dТ
 –  градиент температуры. 

Закон Ньютона для внутреннего трения 

 

dS
dx

d
dF

v
 , 

 

где dF – сила внутреннего трения между движущимися слоями 

жидкости или газа площадью dS; 

      – динамический коэффициент вязкости, 

     
dx

dv
– градиент скорости. 

Кинематический коэффициент вязкости   

ρ


 , 
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где  – плотность жидкости или газа. 

 
Примеры решения задач  

 
Задача 1. Найти теплопроводность К воздуха при давлении        

р = 100 кПа и температуре Т = 283 К. Эффективный диаметр моле-

кулы воздуха d = 0,3 нм. Считать воздух двухатомным газом, моле-

кулярная масса которого М = 0,029 кг/моль. 

  

Решение. Для вычисления коэффициен-

та теплопроводности К воздуха соглас-

но соотношению (14.1) 

 

        
v

cK  v
3

1
,        (14.1) 

 

необходимо определить среднюю длину свободного пробега  , 

плотность воздуха  и его удельную теплоемкость при постоянном 

объеме сv, среднюю арифметическую скорость движения молекул 

воздуха v . 

Для определения средней длины свободного пробега   необ-

ходимо вычислить концентрацию молекул воздуха. Для этого ис-

пользуем основное уравнение молекулярно-кинетической теории  

 

                                                  р = nkT,  

                                           n =
kT

р
. 

  

Тогда средняя длины свободного пробега  молекулы 

 

                         =
рd

kT

dn 22 22

1





,                           (14.2) 

 

где d – эффективный диаметр молекулы воздуха. 

Дано: 

Р  = 100 000 Па; 

Т = 283 К;  

d  = 0,310
–9

 м; 

М  = 0,029 кг/моль 

 

Найти:  К
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Используя уравнение Менделеева−Клапейрона, определим 

плотность воздуха 

                            
RT

рM

V

m
 .                                 (14.3) 

 

Удельная теплоемкость газа определяется соотношением  

 

                      c v   = 
M

Ri


2
,                                                        (14.4) 

 

где число степеней свободы молекул воздуха, для двухатомных 

молекул с жесткой связью i = 5. 

Средняя арифметическая скорость молекул воздуха вычисляет-

ся как 

                           
M

RT




8
v .                                     (14.5) 

 

C учетом (14.2) – (14.5), формула (14.1) для определения коэф-

фициента теплопроводности примет окончательный вид 

 

K = 
23 d

ik

 M

RT


. 

 

Подставляя в последнее выражение числовые значения, полу-

чаем 

K = 
Км

Вт
013,0

029,014,3

28331,8

10914,33

1038,15
20

23















. 

 

Ответ. K  = 
Км

Вт
0,013


. 

 

Задача 2. Вычислить массу азота, прошедшего вследствие диф-

фузии через площадку 50 см
2
 за 20 с, если градиент плотности в 

направлении, перпендикулярном площадке, равен 1 кг/м
4
. Темпе-



195 

ратура азота 290 К, а средняя длина свободного пробега его моле-

кул равна 1 мкм. 

 

Решение. Массу азота, прошедшего вслед-

ствие диффузии через площадку можно опре-

делить из закона Фика 

 

St
dx

d
Dm


 .         (14.6)  

 

Как следует из выражения (14.6), для вы-

числения массы азота необходимо определить 

коэффициент диффузии  

 

                                     v
3

1
D ,                                   (14.7) 

 

где                                        

          
M

RT




8
v .           (14.8) 

 

С учетом выражений (14.7) и (14.8), массу азота можно опреде-

лить как 

tS
dx

d

M

RT
m 







8

3

1
= 

 

201005011
1082143

9028,318

3

1 46

3





 

,
 = 15,6 мг. 

 

Ответ. m = 1,56·10
−5

 кг. 

 

Задача 3.  Вычислить диаметр молекулы кислорода, если при 

температуре 0 °C коэффициент вязкости кислорода  =  

= 18,8 мкПас. 

Дано: 

t = 20 c; 

Т = 290 К;  

  = 1,010
–6

 м; 

xd

d
 = 1,0 кг/м

4
; 

S = 50 10
–4

 м
2
 

 

Найти:  m
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Решение. Из формулы для эффективного 

диаметра d молекулы  

 

 =
рd

kT
22

 

получим 

  

2

1

2 
















p

kT
d . 

 

Значение длины свободного пробега  можно определить из 

выражения для коэффициента вязкости кислорода 

 

  v
3

1
, или 

v




3
. 

 

Учтем, что средняя арифметическая скорость молекул  газа  

 

M

RT




8
v . 

 

Из уравнения Менделеева – Клапейрона получим выражение 

для плотности молекул кислорода: 

 

RT

рM

V

m
 . 

 

Тогда        

                          

2

1

3

2

















R

MTk
d . 

Дано: 

Т = 273 К; 

 = 18,810
−6

 Пас 

 

Найти:  d
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Подставляя числовые значения, определяем  значение эффек-

тивного диаметра молекулы кислорода  

  

2

1

6

23

31,814,3

273032,0

108,1814,33

1038,12



























d = 0,3 нм. 

 

Ответ. d = 0,3 нм. 

З а д а ч и  
 

4 балла 
 

14.1 В объеме 2,0 м
3
 находится 1,010

23
 молекул газа. Эффектив-

ный диаметр молекулы d = 2,010
–10 

м. Найти длину свободного 

пробега молекул газа.  

Ответ.   = 1,110
–4 

м. 

14.2 Найти среднее число столкновений молекул газа, если кон-

центрация  2,010
19

, эффективный диаметр 3,010
–10 

м, сред-

няя арифметическая скорость движения молекул 100 м/с.  

Ответ. z = 797. 

14.3 Найти массу вещества, переносимого через единичную пло-

щадку в единицу времени, если градиент плотности равен 

5,0 кг/м
4
, коэффициент диффузии D = 4,010

–3
 м

2
/с.  

Ответ. m = 0,020 кг. 

14.4 Найти  тепловой  поток, если известно, что через площадку 

0,5 м
2
 за время 10 с проходит количество теплоты 400 Дж.  

Ответ. q = 80,0 Дж/м
2
с. 

14.5 Скорость течения жидкости в зависимости от координаты х 

изменяется по закону v = ax + bx
2
. Чему равен градиент ско-

рости в точке х  =  0?  

Ответ. 
dx

dv
= а. 



198 

14.6 Чему равна сила внутреннего трения, действующая на пло-

щадку  S = 0,1 м
2
, если коэффициент вязкости 210

–3
 Пас, 

градиент скорости равен 4 с
–1

?  

Ответ. F = 8,0·10
–4

 Н. 

14.7 Чему равна кинематическая вязкость жидкости, если ее ди-

намическая вязкость 510
–3

 Пас, а плотность 100 кг/м
3
?  

Ответ.  = 510
–5

 м
2
/с. 

 

5−6 баллов 
 

14.8 Определить коэффициенты диффузии и вязкости газа, если 

плотность газа  = 110 кг/м
3
, средняя арифметическая ско-

рость 100 м/с, длина свободного пробега 110
–4

 м.  

Ответ. D = 310
–3

 м
2
/с;  = 3310

–3
  Пас. 

14.9 Температура газа в зависимости от координаты х имеет вид 

Т = 100 + 3х. Найти градиент температуры.  

Ответ. dT/dx = 3 К/м. 

14.10 Определить коэффициенты диффузии и динамической вяз-

кости гелия, находящегося при температуре –73 
о
С и давле-

нии 10 кПа. Эффективный диаметр молекулы гелия 0,19 нм.  

Ответ. D = 5,9210
–4

 м
2
/c;  = 1,42 10

–5
 Пас. 

14.11 Найти массу азота, прошедшего вследствие диффузии через 

площадку 100 см
2
 за время 10 с, если градиент плотности в 

направлении,  перпендикулярном к площадке, равен 

1,26 кг/м
4
. Температура  азота  27 С, давление 1,036 кПа. 

Диаметр  молекулы  азота считать равным 0,3 нм.  

Ответ. m = 0,20 ·10
–3

 кг. 

14.12 Коэффициент теплопроводности гелия в 8,7 раза больше, 

чем у аргона (при нормальных условиях). Найти отношение 

квадратов эффективных диаметров атомов аргона и гелия.  

Ответ. 
2

He

2

Ar

2

d

d
= 1,7. 
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14.13 При каком давлении отношение коэффициента динамиче-

ской вязкости некоторого газа к его коэффициенту диффу-

зии равно 0,3 кг/м
3
, а среднеквадратичная скорость молекул  

газа составляет 632 м/с?  

Ответ. р = 39,9 кПа. 

14.14 В результате термодинамического процесса коэффициент 

вязкости идеального газа увеличился в два раза, а коэффици-

ент диффузии – в четыре раза. Во сколько раз изменилось 

давление газа. 

Ответ. n = 2 раза. 

14.15 Определите, во сколько раз отличаются коэффициенты ди-

намической вязкости углекислого газа и азота, если оба газа 

находятся при одинаковой температуре, одном и том же дав-

лении. Эффективные диаметры молекул этих газов считать 

одинаковыми.  

Ответ. 1/2 = 1,25. 

14.16 Коэффициент вязкости гелия при нормальных условиях  ра-

вен 19410
–7

 Пас. Найти эффективный диаметр атома гелия.  

Ответ. d = 0,174 нм. 

14.17 Кислород находится при нормальных условиях. Определить 

коэффициенты диффузии и теплопроводности, если эффек-

тивный диаметр молекул кислорода 0,36 нм.  

Ответ. D = 9,1510
–6 

м
2
/c; K = 8,49 мВт/(мК). 

14.18 Для расчета отопительной системы необходимо найти поте-

рю теплоты 1 м
2
 стены здания в течение суток. Толщина 

стены d = 50 см, температура стены внутри и наружи здания 

соответственно t1  = 18 C и t2   = –30 C, коэффициент тепло-

проводности стены К = 0,2 Вт/(мК).  

Ответ. Q = 1,66 МДж. 

 

7−8 баллов 
 

14.19 Найдите коэффициент динамической вязкости воздуха   

при   температуре    t = 100 
о
С  и   нормальном   давлении 
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(р = 1,01310
5
 Па). Динамическая вязкость воздуха при нор-

мальных условиях составляет 17,2 мкПас.  

Ответ.  = 20,1 мкПас. 

14.20 Какой толщины следовало бы сделать деревянную стену 

здания, чтобы она давала такую же потерю теплоты, как 

кирпичная стена толщиной d = 40 см при одинаковой темпе-

ратуре внутри и снаружи здания. Коэффициенты теплопро-

водности кирпича и дерева соответственно  

0,7 Вт/(мК) и 0,175 Вт/(мК).  

Ответ. b = 0,1 м. 

14.21 Потолочное перекрытие парового котла состоит из двух сло-

ев тепловой изоляции. Определить температуру t3 на границе 

между слоями, если температура наружных поверхностей 

перекрытия t1 = 800 C и t2  =  60 C, а толщина и теплопро-

водность каждого слоя соответственно: d1 = 500 мм, 

К1 = 1,3 Вт/(мК);  d2  =  200 мм, К2  = 0,16 Вт/(мК).  

Ответ. T3 = 899 К. 

14.22 Анод рентгеновской трубки выполнен в виде медного стержня 

длиной 250 мм и диаметром 15 мм. Определить разность темпе-

ратур между горячим и холодным концом стержня, если счи-

тать, что через боковую поверхность стержня тепло не прохо-

дит, а холодный конец омывается проточной водой. Вода 

нагревается на 3 при расходе воды 1 кг/мин. Коэффициенты 

теплопроводности меди 395 Вт/(мК). Удельная теплоем-

кость воды 4,1910
3 
Дж/(кгК).  

Ответ. t  = 751 С. 

14.23 При каком давлении средняя длина свободного пробега мо-

лекул кислорода равна 125 см, если температура газа 47 С? 

Эффективный диаметр молекулы кислорода 0,27 нм. Чему  

равна  теплопроводность кислорода при таких условиях?  

Ответ. р = 10,95 мПа; K = 16,35 мВт/(мК). 

14.24 Давление разреженного газа в рентгеновской трубке при 

температуре 17 °С 130 мкПа. Можно ли считать вакуум в 

трубке высоким, если расстояние между катодом и анодом 
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трубки составляет 50 мм. Эффективный диаметр молекул 

воздуха равен 0,27 нм.  

Ответ.  = 95,38 м; вакуум высокий. 

14.25 Азот находится под давлением 100 кПа при температуре 290 

К. Вычислить коэффициенты диффузии и внутреннего тре-

ния, если эффективный диаметр молекул азота равен 0,38 нм.  

Ответ.  D  =  9,7410
–6 

м
2
/c;   = 1,1310

–5 
 кг/(мс). 

 

9−10 баллов 
 

14.26  В воздушном пространстве между пластинами, находящи-

мися на расстоянии 1 мм друг от друга, поддерживается раз-

ность температур Т = 1 К. Площадь каждой пластины 

100 см
2
. Какое количество теплоты передается за счет теп-

лопроводности от одной пластины к другой за 10 мин? Диа-

метр молекулы воздуха 0,3 нм. Считать воздух двухатомным 

газом с молярной массой 29 г/моль.  

Ответ. Q = 76,8 Дж. 

14.27 Какое количество теплоты теряет помещение за 1 час через 

окно за счет теплопроводности воздуха, заключенного меж-

ду двумя рамами? Площадь каждой рамы 4 м
2
, расстояние 

между ними 30 см. Температура помещения 18 С, темпера-

тура наружного воздуха –20 С. Диаметр молекул воздуха 

0,3 нм. Температуру воздуха между рамами считать равной 

среднему арифметическому температур помещения и 

наружного воздуха. Давление 101,3 кПа. Считать воздух 

двухатомным газом, имеющим молярную массу 29 г/моль.  

Ответ. Q = 22,3 кДж.  

14.28 Пространство между двумя параллельными пластинами 

площадью 150 см
2
 каждая, находящимися на расстоянии 

5 мм друг от друга, заполнено кислородом. Одна пластина 

поддерживается при температуре 17 С, а другая – при тем-

пературе 27 С. Определите количество теплоты, прошедшее 

за 5 мин посредством теплопроводности от одной пластины 

к другой. Кислород находится при нормальных условиях. 
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Эффективный диаметр молекул кислорода считать равным 

0,36 нм.  

Ответ. Q = 76,43 Дж. 

14.29 Акватория Азовского моря составляет 3810
3
 км

2
. Найти, во 

сколько раз мощность теплового потока, передаваемого во-

дой в атмосферу, превышает мощность электростанции в 10
6
 

кВт, если море покрыто слоем льда толщиной 200 мм, а тем-

пература на нижней и верхней поверхностях льда соответ-

ственно 0 С и  –15 С. Коэффициенты теплопроводности 

льда 2,5 Вт/(мК).  

Ответ. n = 7125 раз. 

14.30 Цилиндрический термос с внутренним радиусом r1 = 9 cм и 

внешним r2 = 10 cм наполнен льдом. Высота термоса h = 

= 20 см. Температура льда t1 = 0 С, температура наружного 

воздуха t2 = 20 С. При каком предельном давлении р возду-

ха между стенками термоса теплопроводность К еще будет 

зависеть от давления? Диаметр молекул воздуха 0,3 нм, а 

температуру воздуха между стенками термоса считать рав-

ной средней арифметической температур льда и наружного 

воздуха. Найти теплопроводность К воздуха, заключенного 

между стенками термоса, при  давлениях  р1 = 101,3 кПа и  р2 

= 13,3 МПа, если молекулярная масса воздуха 0,029 кг/моль. 

Какое количество теплоты проходит за 1 мин. через боковую 

поверхность термоса средним  радиусом 9,5 см при давлени-

ях  р1 = 101,3 кПа и р2 = 13,3 МПа?   

Ответ. р = 980 мПа; K1 = 13,1 мВт/(мК); 

 К2 = 178 мВт/(мК); Q1 = 188 Дж; Q2 = 2,55 Дж. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

Таблица П1 

 

Десятичные приставки к названиям единиц 

 

Множитель 

Приставка 

Наименование 
Обозначение 

русское международное 

10
18 

экса Э Е 

10
15

 пета П Р 

10
12

 тера Т Т 

10
9 

гига Г G 

10
6 

мега М М 

10
3 

кило к k 

10
2 

(гекто) г h 

10
1 

(дека) да da 

10
-1 

(деци) д d 

10
-2 

(санти) с с 

10
-3 

милли м m 

10
-6 

микро мк µ 

10
-9 

нано н n 

10
-12 

пико п p 

10
-15 

фемто ф f 

10
-18 

атто а А 
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Таблица П2 

Основные единицы СИ и их определения 

 
Величина Единица СИ 

 

Наименование 

 

Раз-

мер-

ность 

 

Наименова-

ние 

Обозначение 

русское между-

народ-

ное 

Длина L метр м m 

Масса M килограмм кг kg 

Время Т секунда с s 

Сила электрического 

тока 

I ампер А A 

Термодинамическая 

температура 

Θ кельвин К K 

Количество вещества N моль моль mol 

Сила света J кандела кд cd 

Метр – единица длины, равная расстоянию, проходимому в вакууме 

плоской электромагнитной волной за 1/299792458 долей секунды. 

Килограмм – единица массы, равная массе международного прототипа 

килограмма. 

Секунда – единица времени, равная 9192631770 периодов излучения, 

соответствующего переходу между двумя сверхтонкими уровнями 

основного состояния атома цезия-133. 

Ампер – сила тока, проходящего по двум параллельным прямолиней-

ным проводникам бесконечной длины и ничтожно малой площади 

кругового поперечного сечения, расположенным в вакууме на рассто-

янии 1 м один от другого, который вызывает между этими проводни-

ками взаимодействие силой 2·10
-7

 Н на каждый метр длины. 

Кельвин – единица термодинамической температуры, равная 1/273,16 

части термодинамической температуры тройной точки воды. 

Моль – единица количества вещества, равная количеству вещества си-

стемы, в которой содержится столько же структурных элементов (ато-

мов, молекул, ионов, электронов и других. частиц или специфициро-

ванных групп частиц), сколько содержится атомов в углероде массой 

0,012 кг. 

Кандела – единица силы света, равная силе света в данном направле-

нии от источника, испускающего монохроматическое излучение ча-

стоты 540·10
12

 Гц (540 ТГц), сила излучения которого в этом направ-

лении составляет 1/638 Вт/ср. 



207 

Таблица П3 

 

Величины физических постоянных 

 

Величина Обозна-

чение 

Значение 

Атомная единица массы 1 а.е.м.  1,6605655(86)·10
–27

 кг 

Объем моля идеального 

газа при нормальных 

условиях  

(Т0 = 273,15 К, 

р0 = 101325 Па) 

 

0

0

0

р

RT
V 

 

0,02241383(70) 
моль

м3

 

Постоянная Авогадро NА 
6,022045(31)·10

23
 
моль

1   

Постоянная Больцмана k = R/NA 
1,380662(44)·10

−23
 

К

Дж
 

Постоянная газовая 

универсальная 

R 8,31441(26) 
Кмоль

Дж


 

Постоянная гравитаци-

онная 

G 
6,6720(41)·10

−11
 

2

2

кг

мН 
 

Ускорение свободного 

падения 

g 
9,80665 

2с

м  
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Таблица П4 

 

Физические свойства элементов 

 

 

Элемент 

Плот-

ность  

ρ,  

10
3 

кг/м
3
 

Молярная 

теплоем-

кость   

Ср, 

Дж/(мольК) 

Коэффи-

циент ли-

нейного 

расшире-

ния,  

α, 10
–6

 К
–1

 

Теплопро-

водность 

К,  

Вт/(м·К) 

Алюминий 2,70 24,35 22,58 207 

Висмут 9,75 25,52 16,6 8 

Германий 5,46 28,8 5,8 60,3 

Железо 7,87 25,0−26,7 12,1 75 

Золото 19,3 25,23 14,0 310 

Калий 0,87 29,96 84 100 

Кальций 1,55 26,28 22 98 

Кремний 2,42 - 2,3 167 

Магний 1,74 24,6 - 71 

Медь 8,93 24,52 16,6 395 

Натрий 0,971 28,12 72 133 

Олово (се-

рое) 

5,8 25,8 - 65 

Ртуть 

(жидк.) 

13,55 27,98 - 8,45 

Свинец 11,34 26,44 28,3 34,9 

Серебро 10,5 25,49 19 418 

Стронций 2,54 25,11 20,6 - 

Углерод 

(алмаз) 

3,52 6,12 1,2 - 

Цинк 6,92 25,4 32 111 
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Таблица П5 

Физические свойства сплавов 

 
Сплав Плотность 

 ρ, 10
3 
кг/м

3
 

Коэффициент 

линейного 

расширения, α,  

10
–6

 К
–1

 

Теплопро-

водность  

К, Вт/(м·К) 

Бронзы 8,7−8,9 16−20 30−110 

Дюралюминий 2,79 27 186 

Инвар 8,00 1 11 

Константан 8,88 15−17 21−22 

Латунь 8,4−8,7 17−20 80−180 

Манганин 8,5 16 36 

Стали 7,5−8,00 10−13 40 

 

Таблица П6 

Физические свойства минералов и твердых веществ 

 

Вещество Плотность  

ρ, 10
3 
кг/м

3
 

Коэффициент 

линейного 

расширения, 

α, 10
–6

 К
–1

 

Теплопро-

водность 

К, 

Вт/(м·К) 

Алмаз 3,01−3,52 1,5 628 

Асбест 2,0−2,8 - 0,1 

Базальт 2,4−3,1 - 2,18 

Гипс 2,31−2,33 - 0,18−1,05 

Глина 1,8−2,6 8,1 1,05−1,26 

Гранит 2,64−2,76 8,3 2,7−3,3 

Кварц 2,65 1,46 - 

Мел 1,9−2,8 - 1,1 

Мрамор 2,6−2,84 3−15 2,7−3,0 

Кирпич 1,4−2,2 3−9 1,0−1,3 

Лед 0,917 - 2,5 

Парафин 0,87−0,91 - 2,5 

Пробка 0,22−0,26 - - 

Резина 1,1−1,2 220 0,146 

Стекло 2,4−2,8 6 0,7−1,13 



210 

Таблица П7 

Плотность ρ, температура плавления tпл 

  и удельная теплоемкость  с жидкостей  

при  температуре 20 °С и давлении 101,3 кПа 

 

Вещество ρ,  

10
3 
кг/м

3
 

tпл,  

°С 

с, 

Ккг

кДж


 

Анилин 1,026 −6 2,156 

Ацетон 0,792 −95 2,18 

Бензол 0,897 +5,5 1,72 

Вода 0,998 0,0 4,19 

Глицерин 1,260 +20 2,43 

Спирт метиловый 0,793 −93,9 2,39 

Спирт этиловый 0,789 −117 2,51 

Эфир этиловый 0,714 −116 2,34 

 

Таблица П8 

Поверхностное натяжение , вязкость η, теплопроводность К жид-

костей при давлении 101,3 кПа 

 

Вещество , 10
–3

 Н/м η, 10
–3

 кг/(м с) К, Вт/(м·К) 

Анилин 40,8 4,40 0,181 

Ацетон 23,3 0,324 0,170 

Бензол 29,2 0,647 0,153 

Вода 72,75 1,0019 0,596 

Глицерин 63,4 1495 0,290 

Масло касто-

ровое 

33,1 986 - 

Ртуть 487 1,552 8,45 

Спирт мети-

ловый 

23,0 0,576 0,222 

Спирт этило-

вый 

22,75 1,20 0,184 

Эфир этило-

вый 

16,96 0,242 - 



211 

Таблица П9 

 

Физические свойства газов 

 

Газ, формула, 

молярная масса 

М, 10
–3

 кг/моль 

Плотность ρ, 
 

кг/м
3
 (при t = 

= 0 °С и р =    

= 101,3 кПа) 

Критиче-

ская темпе-

ратура 

 tкр, °С 

Температура 

плавления tпл, 

°С  (при  р =   

= 101,3 кПа) 
Азот, N2  

28,016 
1,2505 −147,1 −210,02 

Аммиак, NH3 

17,031 
0,7714 +132,4 −77,7 

Аргон, Ar  

39,944 
1,7839 −122,4 −189,3 

Водород, H2 

2,0158 
0,08988 −239,9 −259,2 

Вода пар, H2O 

18,0156 
0,768 +374,2 0,00 

Воздух сухой 

28,96 
1,2928 −140,7 −213 

Гелий, He  

4,002 
0,1785 −267,9 −272,2 

Закись азота, N2O  

44,013 
1,9775 +36,5 -90 

Кислород, О2 

32,00 
1,42896 −118,8 −218,83 

Метан, CH4 16,04 0,7168 −82,5 −182,5 
Неон, Ne  

20,183 
0,8999 −228,7 −248,6 

Окись азота, NO 

30,006 
1,3402 −92,9 −167 

Окись углерода, 

CO 28,01 
1,2500 −140,2 −205 

Углекислый газ 

CO2  

44,01 

1,9768 +31,0 −56,6  

(p = 519 кПа, 

тройная точка) 
Хлор, Cl2  

70,914 
3,22 +144 −100,5 
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Таблица П10 

 

Тепловые свойства газов 

 

Газ 

Молярная теп-

лоемкость  Ср, 

Дж/(мольК) 

(интервал тем-

ператур, °С) 

 

γ = СP/СV 

Вязкость 

η, 10
–7

 

кг/(м с) 

Теплопро-

водность 

К, Вт/(м·К) 

Азот 29,1 (0−20) 1,404 174 2,43 

Аргон 20,9 (15) 1,67 222 1,62 

Водород 28,8 (10−200) 1,41 88 16,84 

Вода пар 34,5 (100) 1,324 128 
2,35 

(100°С) 

Воздух 

сухой  
29,3 (0−100) 1,40 181 2,41 

Гелий 21,0 (−180) 1,66 194 14,15 

Закись 

азота  
41,7 (16−200) 1,32 146 1,51 

Кисло-

род 
29,1 (13−207) 1,40 200 2,44 

Метан 39,8 (18−208) 1,31 109 3,02 

Окись 

азота 
29,0 (13−172) 1,40 188 2,38 

Окись 

углерода 
28,5 (26−198) 1,40 177 2,32 

Угле-

кислый 

газ  

37,1 (15) 1,30 145 1,45 

Хлор 36,8 (13−202) 1,36 132 0,72 
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Таблица П11 

 

Упругие свойства материалов при 18°С 

 

 

Материал 

Модуль Юнга Е, 

1010 Па 

Модуль сдви-

га G, 1010 Па 

Коэффи-

циент 

Пуассона μ 

Модуль 

всесторон-

него сжатия 

К, 1010 Па 
Металлы и сплавы 

Алюминий 7,1 2,6 0,35 7,58 

Бронза 9,7−10,2 3,3−3,7 0,34−0,40 11,2 

Висмут 3,2 1,2 0,33 3,13 

Железо 19−20 7,7−8,3 0,29 16,9 

Золото 7,8 2,7 0,44 21,7 

Кадмий 4,9 1,9 0,30 4,16 

Константан 16,3 6,1 0,32 15,5 

Латунь 9,7−10,2 3,5 0,34−0,40 10,7 

Медь 10,5−13,0 3,5−4,9 0,34 13,8 

Никель 20,4 7,9 0,28 16,1 

Олово 5,4 2,0 0,33 5,29 

Платина 16,8 6,1 0,37 22,8 

Свинец 1,6 0,56 0,44 4,6 

Серебро 8,3 3,0 0,37 10,4 

Сталь 20−21 7,9−8,9 0,25−0,33 16,8 

Титан 11,6 4,4 0,32 10,7 

Цинк 9,0 3,6 0,25 6,0 

Дюралю-

миний 

7,3 2,7 0,34 – 

Неметаллические материалы 

Бамбук 3,3 – – – 

Дуб 1,3 – – – 

Кварцевое 

стекло 

7,5 3,2 0,17 – 

Стекло 5,1−7,1 3,1 0,17−0,32 3,75 

Сосна 0,9 – – – 

Резина 

мягкая 

0,00015−0,0005 0,00005−0,00015 0,46−0,49 16,8 
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Таблица П12 

 

Скорость звука в твердых телах (при 20 °С) 

 

 

 

Вещество 

Скорость 

продольных 

волн 

с||, 10
3
 м/с  

Скорость 

поперечных 

волн c , 10
3
 

м/с 

Скорость 

продольных 

волн в тон-

ком стержне 

с, 10
3
 м/с 

Алюминий 6,26 3,08 5,08 

Бетон 4,25−5,25 - - 

Вольфрам 5,46 2,62 4,31 

Гранит 5,40 - 3,95 

Дуб (вдоль воло-

кон) 

- - 4,05 

Железо 5,85 3,23 5,17 

Кварц плавленый 5,98 3,76 5,76 

Латунь 4,43 2,12 3,49 

Медь 4,70 2,26 3,71 

Никель 5,63 2,96 4,79 

Олово 3,32 1,67 2,73 

Полистирол 2,35 1,12 - 

Пробка 0,50 - - 

Серебро 3,60 1,59 2,64 

Сосна (вдоль воло-

кон) 

- - 3,60 

Стекло (крон) 5,66 3,42 5,30 

Стекло (флинт) 3,76 2,22 3,49 

Сталь (инструмен-

тальная) 

6,10 - 5,05 

Сталь (нержавею-

щая) 

5,74 3,09 - 

Цинк 4,17 2,41 3,81 
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Таблица П13 

Скорость звука в жидкостях (при 20 °С) и газах (при 0 °С) 

 

Жидкости с, м/с Газы с, м/с 

Анилин 1656 Азот 334 

Ацетон 1192 Аммиак 415 

Бензол 1295 Аргон 319 

Вода 1497 Водород 1284 

Глицерин 1923 Воздух сухой 332 

Керосин 1315 Гелий 965 

Ртуть 1451 Кислород 314 

Сероуглерод 1158 Метан 430 

Скипидар 1225 Неон 433 

Спирт этило-

вый 

1165 Вода,  пар 

(100 °С) 

405 

 

Таблица П14 

Физические свойства воды при различных температурах 

 

Темпе-

ратура 

t, °С 

Плотность 

ρ, 10
3
 
 

кг/м
3
 

Поверхнос- 

тное натяже-

ние α, 10
–3

 

Н/м 

Вязкость 

η, 10
–3

 

кг/(м с) 

Удельная 

теплоем-

кость  с, 10
3
  

Дж/(кг К) 

0 0,9999 75,62 1,788 4,2174 

10 0,9997 74,11 1,306 4,1919 

20 0,9982 72,58 1,004 4,1816 

30 0,9957 71,03 0,801 4,1782 

40 0,9922 69,41 0,553 4,1783 

50 0,9881 67,79 0,549 4,1804 

60 0,9838 66,04 0,470 4,1841 

70 0,9778 64,27 0,406 4,1893 

80 0,9766 62,50 0,356 4,1961 

90 0,9633 60,68 0,316 4,2048 

100 - 58,80 0,283 4,2145  

(99 °С) 
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Таблица П15 

Удельная теплота сгорания топлива 

 

Вид топлива q,  

МДж/кг 

Вид топлива q, 

МДж/кг 

Бурый уголь 9,3 Дизельное топливо 42 

Древесный уголь 31,5 Бензин 46 

Дрова сухие 8,4 Керосин 44 

Порох 3,8 Мазут 40 

Торф 15 Спирт 27 

 

Таблица П16 

Константы Ван-дер-Ваальса 

 

Вещество а, (Н· м
4
)/моль

2
 b, 10

–6
 м

3
/моль 

Азот 0,141 39,2 

Аммиак 0,422 37,2 

Аргон 0,136 32,3 

Ацетон 1,58 98,5 

Бензол 1,85 115 

Вода 0,555 30,5 

Водород 0,0245 26,6 

Гелий 0,0035 23,8 

Кислород 0,138 31,8 

Ртуть 0,82 16,7 

Спирт метиловый 0,95 67 

Спирт этиловый 1,22 84 

Эфир этиловый 1,75 134 
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Таблица П17 

 

Диаметры молекул 

 

Вещество Диаметр d, нм Вещество Диаметр d, нм 

Азот 0,37 Метан 0,444 

Аргон 0,36 Неон 0,354 

Водород 0,27 Окись углерода 0,370 

Гелий 0,215 Ртуть 0,30 

Кислород 0,356 Углекислый газ 0,454 

Криптон 0,314 Хлор 0,544 
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