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Физический маятник с опорой качения, со­
вершающий свободные затухающие колебания, 
широко используется при исследованиях тре­
ния качения [1, 2]. До настоящего времени ма­
ятниковый метод применялся в условиях, когда 
амплитуда колебаний маятника была не менее 
0,02 рад, а коэффициент сопротивления каче­
нию -  не менее 10”̂ . Для измерения амплитуд, 
как правило, использовалась методика, осно­
ванная на прерывании светового луча опто­
электронных пар этим маятником и измерении 
времени между двумя последовательными пре­
рываниями. При этом период колебаний счи­
тался неизменным и его величина обеспечива­
лась конструкцией маятника [3].

Однако с развитием микромеханики и мик­
роэлектроники появились новые материалы и 
приборы, где коэффициент сопротивления ка­
чению имеет величину порядка 10”̂  и менее 
[4, 5]. Эти коэффициенты реализуются на глад­
ких твердых поверхностях при амплитудах ко­
лебаний маятника порядка несколько угловых 
секунд. Кроме того, оказалось, что в этих усло­
виях период колебаний существенно зависит от 
амплитуды, и при ее уменьшении период резко 
уменьшается [5]. В этих условиях для измере­
ний амплитуд и периодов колебаний физиче­
ского маятника требуются принципиально но­
вые средства и методы.

Цель данной работы состоит в разработке 
методики измерений амплитуд и периодов ко­
лебаний физического маятника при углах от­
клонения, составляющих несколько угловых 
секунд.

Методика измерений амплитуд и перио­
дов колебаний физического маятника. Физи­
ческий маятник, совершающий свободные ко­
лебания, является одним из наиболее чувстви­
тельных элементов различных физических 
приборов. Система измерений амплитуд и пе­
риодов колебаний маятника не должна оказы­

вать заметного обратного воздействия на него, 
поэтому эта система должна быть оптической.

Эскиз установки для исследования трения 
качения маятниковым методом с оптической 
системой измерения амплитуд и периодов 
представлен на рис. 1.

ские опоры, жестко прикрепленные к планке 4; 7 — внеш­
нее основание; 8 -  лазер; 9 -  зеркало, прикрепленное 
к планке 4; 10 — фотоприемник; 11 — объект исследования;

0 0 ' — мгновенная ось вращения маятника

Данная установка работает следующим об­
разом. Два одинаковых объекта исследования 
11 (плоские полированные пластинки) поме­
щают на площадку 7, затем опускают маятник 
так, что сферические опоры 5 и 6 устанавлива­
ются на исследуемые образцы, луч от лазера 8, 
отражаясь от зеркала 9, попадает на фотопри­
емник 10. В начале измерений маятник откло­
няют на заданный угол и освобождают, и маят­
ник начинает совершать свободные затухаю­
щие колебания. Измерения проводят до полной 
остановки маятника.

Функциональная схема системы обработки 
информации, поступающей с фотоприемника, 
показана на рис. 2.
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Рис. 2. Функциональная схема системы обработки информации

На ЭТОЙ схеме оптический сигнал поступает 
на вход фотоприемника. Функция 1(х, у) описы­
вает распределение интенсивности светового 
пучка в плоскости, перпендикулярной направ­
лению его распространения в различные мо­
менты времени t.

Для преобразования аналогового сигнала 
(положение светового пятна на фотоприемни­
ке) в цифровой в качестве фотоприемника ис­
пользуется ПЗС-матрица. В этой матрице фор­
мируется электрический сигнал, соответствую­
щий распределению интенсивности светового 
пятна на ее чувствительном элементе, так что 
образуется массив данных Л/[/(х“, у“), ]̂. Этот 
массив состоит из двумерного распределения 
интенсивности светового пятна в координатах х“,

ПЗС-матрицы в дискретные моменты време­
ни. Количество данных в массиве задается часто­
той считывания информации с ПЗС-матри- 
цы (количеством кадров в секунду) и общим 
временем измерения. Современные аппаратные 
средства позволяют варыфовать частоту считы­
вания (шаг дискретизации) в широком диапазо­
не, и массив данных может быть достаточно ве­
лик. Однако чем он больше, тем больше потре­
буется времени и ресурсов для обработки такого 
массива. Поэтому выбор шага дискретизации

следует связывать с допускае­
мой погрешностью измерений.

Положение фотоприемника 
настраивают таким образом, 
что световое пятно перемеща­
ется только вдоль одной оси, 
например OY. В этом случае 
координата остается посто­
янной и ее не учитывают при 
измерениях. Перемещение пят­
на описывают, следя за пере­
мещением одной из точек пят­
на -  метки. В качестве метки, 
которая определяет положение 
светового пятна на фотопри­
емнике, используется положе­
ние максимума интенсивности 
этого пятна. Этот максимум 
находят численно, предпола­
гая, что распределение интен­
сивности светового пятна на 

фотоприемнике описывается кривой Гаусса [6]. 
Информация о перемещении метки записыва­
ется в виде массива , ]̂.

Для дальнейшей обработки информации 
необходимо описать положение светового пят­
на на фотоприемнике относительно положения 
равновесия маятника. Для этого устанавлива­
ем линию нуля (т. е. значение координаты Ус, 
соответствующей положению равновесия ма­
ятника) и переопределяем координату от­
носительно этой линии, введя координату у  с. 
Линия нуля проводится как среднее значе­
ние, взятое по всем координатам у^. Преоб­
разуя координаты у^ в координаты у^, полу­
чают массив значений М[ус, ]̂- Пример тако­
го массива представлен в виде графиков на 
рис. 3.

Из рис. За видно, что колебания маятника 
затухают не до нуля, а до некоторого мини­
мального значения, определяемого уровнем 
шумов измерительной цепи. На рис. 36 видно, 
что этот шум искажает полезный сигнал осо­
бенно заметно в области максимального откло­
нения. Здесь шум затрудняет измерение ампли­
туд колебаний маятника. При малых амплиту­
дах колебаний этот шум затрудняет также и 
измерение периодов колебаний.
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Рис. 3. Положение еветового луча на фотоприемнике отноеительно положения равновееия маятника: 
а — маееив, отвечаюпщй полному циклу колебаний; б — вьщеленная чаеть маееива

Методика определения периода состоит 
в следующем. Находят точки на кривой движе­
ния маятника, максимально близкие к линии 
нуля и расположенные по разные стороны от 
этой линии (например, точки 1, 2 на рис. 36, 
первая -  обязательно положительная, вторая -  
отрицательная). Эти точки аналитически со­
единяют прямой линией и вычисляют точку 
пересечения этой линии и линии нуля. Таким 
образом, получают массив времен [ '̂], соответ­
ствующих точкам перехода через нуль при дви­
жении луча сверху вниз. Затем вычисляют пе­
риоды по формуле

(1)

где j  — номер точки пересечения траектории 
движения луча и линии нуля при движении ма­
ятника сверху вниз.

Типичная картина зависимости периода от 
времени, полученная по этой методике, показа­
на на рис. 4, где «х» -  значения периодов.

Методика определения амплитуд состоит 
в следующем. Предполагают, что затухание 
колебаний маятника в каждом цикле колебаний 
мало. Поэтому в каждом полупериоде эти коле­
бания можно описать гармонической функцией 
со своими амплитудой и периодом, так что

Уі = aysm
2п
Т

-и (2)

ренные моменты времени, лежащие в интерва­
ле от t'j до t'j+\, причем минимальное количе­
ство точек ti в каждом периоде j -ш выбирается 
в соответствии с теоремой Котельникова [7].

где tty -  амплитуда в j -ш периоде; Tj -  период 
колебаний маятника в j -ш периоде; tt — изме­

Рис. 4. Результаты измерений периода в завиеимоети от
времени х — маееив измеренных данных [Г, ----- маееив

данных [Г, <'], полученных в результате еглаживания

На рис. 5 показаны максимальные значения 
координат у  а, полученные в каждом положи­
тельном полупериоде, которые в своей сово­
купности образуют тонкую линию, а также ам­
плитуды колебаний маятника, которые бьши 
вычислены с помощью гармонической аппрок­
симации (2), образующие толстую линию.

На рис. 4 и 5 видно, что результаты, полу­
ченные для периода и амплитуды, имеют 
большой разброс. Это объясняется влиянием 
шумов измерительной цепи. Поэтому возникает 
задача статистического сглаживания с целью 
вьщеления полезного сигнала.
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Рис. 5. Измеренные амплитуды колебаний (тонкая линия) 
и амплитуды колебаний маятника, полученные поеле ап- 

прокеимации (жирная линия)

Статистическое сглаживание сигнала, со­
ответствующего измерениям амплитуды, осу­
ществляется на основе использования гауссо- 
вого ядра, позволяющего вычислить локально 
взвешенные средние значения исходного одно­
мерного массива данных [а] (рис. 2). Такое 
сглаживание наиболее эффективно, когда точки 
на оси абсцисс t расположены на приблизи­
тельно одинаковом расстоянии друг от друга. 
В этом случае каждое значение о,у в данном 
массиве преобразуется в новое значение £у, за­
даваемое формулой

а , i=l

tj -U а,

Ij li

■̂=1

(3)

где функция K(t) =
л/^СУ

-exp
2 { a f

n -

количество точек в массиве [а]; о -  среднее 
квадратическое отклонение; Ъ -  параметр сгла­
живания.

Значения £у образуют массив данных [£] 
(рис. 2). Величина параметра Ъ обычно выбира­
ется в несколько раз большей величины интер­
вала между соседними точками tj и tj+\ на оси t, 
и она определяет ширину окна, которое исполь­
зуют при сглаживании. Обычно о = 0,37 [8].

В данной методике сглаживание по (3) до­
полняет аппроксимацию экспериментальных 
данных по (2). Результат, полученный после 
выполнения последовательно этих двух опера­
ций, показан на рис. 6 в виде жирной линии. 
Здесь же в виде тонкой линии изображена часть

данных, полученных как результат аппрокси­
мации по формуле (2) и показанных на рис. 5 
в виде жирной линии.

Рис. 6. Зависимости амплитуды колебаний маятника от 
времени, полученные поеле: аппрокеимации (тонкая ли­

ния) и отлаживания (жирная линия)

Статистическое сглаживание сигнала, со­
ответствующего измерениям периода (рис. 4), 
осуществляется на основе процедуры симмет­
ричного линейного сглаживания методом наи­
меньших квадратов по правилу А:-ближайших 
соседей [8]. Результат сглаживания, который 
образует массив данных [7] (рис. 2), показан на 
рис. 4 в виде линии.

Дальнейший анализ результатов измерений 
проводится с массивами данных [£], [7] и [̂ '] 
(рис. 2). При этом, исходя из физических пред­
положений о закономерностях затухания ам­
плитуды колебаний маятника и изменения его 
периода, строят феноменологическую теорию 
взаимодействия шариков и исследуемых по­
верхностей, и проводят нелинейную аппрокси­
мацию этих данных теоретическими зависимо­
стями, полученными в этой теории. Результаты 
подобного анализа представлены в [5, 9].

Оценка погрешности измерения ампли­
туды, обусловленной влиянием шумов изме­
рительной цепи. Для того чтобы оценить уро­
вень шума измерительной цепи, достаточно 
рассмотреть результаты измерений амплитуды 
в условиях, когда маятник находится в положе­
нии равновесия.

Результат такого измерения представлен на 
рис. 7, из которого видно, что шумовой сигнал 
находится в интервале ±0,04 единицы, отсчи­
тываемых на шкале ПЗС-матрицы. Экспери­
ментально было установлено, что одна единица 
на этой шкале соответствует углу отклонения
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маятника: 4,8 • 10 рад. Следовательно, на экс­
перименте максимальный уровень шумового сиг­
нала составил ±Ааш = 0,1 • 10”̂  рад или ±Лаш = 
= 0,2 угл. с.

Рис. 7. Сигнал, полученный для покоящегося маятника

Расчет погрешностей измерения ампли­
туды, обусловленных дискретностью преоб­
разования аналогового сигнала в цифровой.
Ввиду того что затухание колебаний маятника 
мало и процесс его колебаний в каждом перио­
де близок к гармоническому, вблизи максиму­
ма отклонения этот процесс можно описать 
формулой

(p = a c o s (Q f), (4)

где Qf = 2nt/T.
Тогда мгновенная угловая скорость маят­

ника

(B = . ^  = -aQsin(Qf). (5)
dt

Вблизи максимума отклонения скорость ма­
ятника стремится к нулю. Поэтому здесь 
sin(Qf) ~ Qf, и модуль угловой скорости можно 
записать как

(В » (6)

Если At -  шаг дискретизации времени (ве­
личина, обратная частоте /  считывания инфор­
мации с ПЗС-матрицы), то погрешность опре­
деления амплитуды, связанная с этой дискрет­
ностью:

А а  = — шА^. 
2

Подставляя (6) в (7), получаем

(7)

Aa =—aQ^At^. 
2 (8)

Можно показать, что изменение периода в 
процессе колебаний мало влияет на оценку рас­
сматриваемой погрешности. Поэтому в качест­
ве значения Т можно взять его среднее значе­
ние. Отсюда следует, что относительная по­
грешность измерения амплитуды

А а 1
—  = - ( о аЛ = -
а 2^ ’ 2

4п^
f 2

At^ = 2я^

Un"
(9)

При Т= 2 с ,/=  30 Гц и Отах = ЮО угл. с мак­
симальная погрешность Аа ~ 0,55 угл. с.

Влияние шума измерительной цепи и диск­
ретности преобразования аналогового сиг­
нала в цифровой на измерение периода. 
При наличии аддитивного шума измеритель­
ной цепи, показанного на рис. 7, точки 1 и 2 на 
рис. 36, ближайшие к линии нуля, могут со­
вершать прыжки, оказываясь по другую сторо­
ну линии нуля. В этом случае минимальная по­
грешность измерения периода, обусловленная 
этим шумом, А̂ ш = \!f. Найдем условие, при 
котором эта погрешность будет отсутствовать.

Учитывая, что колебания маятника в каж­
дом периоде близки к гармоническим, найдем 
максимальное значение угла отклонения маят­
ника фо, соответствующего точке а на рис. 36, 
по формуле

2тг
Фо =asin(QAfni)!»a(QAfn,) = — . (10)

Указанная погрешность А̂ ш измерения пе­
риода будет отсутствовать, если выполняется 
условие фо > Ааш. Отсюда следует, что мини­
мальная амплитуда, при которой возможно из­
мерение периода, должна удовлетворять усло­
вию

л V
О-min ^  А а щ  .

2л (И )

Пусть Ааш = 0,2 угл. с; Г = 2 с; /  = 30 Гц. 
Тогда получим, что amin > 2 угл. с.

При выполнении условия (11) погрешность 
измерения периода будет определяться в ос­
новном нестабильностью Isf частоты /  Эта не­
стабильность обусловлена главным образом 
нестабильностью кварцевого тактового генера-
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тора устройства, считывающего информацию 
с фотоприемника. Погрешность Лфо в опреде­
лении угла фо, связанную с нестабильностью 
Л/, получим из (10) простым дифференциро­
ванием

А ф « = - а ^ Д / . (12)

Из той же формулы (10) следует, что анало­
гичная погрешность Афо, связанная с погреш­
ностью ЛГ периода Г:

Афо
2т1-а ----- АГ.T i f (13)

Считая, что погрешность АГ обусловлена 
погрешностью А/', приравнивая друг другу по­
следние две формулы, найдем связь погрешно­
стей АГ с погрешностью Isf

т /■
(14)

Как правило, относительная нестабильность 
частоты A f f  ~ 10”̂ . Следовательно, при Г = 2 с 
имеем АГ ~ 2 ■ 10"̂  с.

в ы в о д ы

Устранение влияния шумов измерительной 
цепи потребовало разработки оригинальных 
алгоритмов обработки измерительных сигналов 
и применения известных методов статистиче­
ской обработки этих сигналов.

Погрешности измерения амплитуды коле­
баний, обусловленные дискретностью преобра­
зования сигнала в фотоприемнике и влиянием 
шумов измерительной цепи, оказались пример­
но одинаковыми. Следовательно, при периоде 
колебаний маятника, равном 2 с, считывание 
информации с фотоприемника с частотой, рав­
ной 30 Гц, вполне достаточно для измерений 
амплитуд колебаний вплоть до нескольких уг­
ловых секунд.

Измерение периода колебаний в режиме 
влияния шумов измерительной цепи возмож­
но лишь до контретного минимального значе­

ния амплитуды колебаний, которое в условиях 
опыта составило 2 утл. с. При этом погреш­
ность измерения периода, обусловленная не­
стабильностью дискретизации сигнала, оказа­
лась равной 2 ■ 10"̂  с.

Предложенные средства и методы измере­
ния амплитуд и периодов колебаний физиче­
ского маятника в режиме микрокачаний позво­
ляют проводить исследование контактного 
взаимодействия твердых тел в области переме­
щений его опоры, где само перемещение можно 
рассматривать как предварительное качение 
[10], а трение качения можно трактовать как 
трение покоя.
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