
УДК 517.3
Представления решений пространственных задач 

нелинейной теории упругости через аналитические функции

Нифагин В.А., Севрук А.Б.
Белорусский национальный технический университет

Для ряда реальных материалов долговременного и много
кратного использования с увеличением интенсивности внешне
го нагружения диаграмма зависимостей между напряжениями и 
деформациями становится существенно нелинейной. Принято 
[1] относить такие задачи к задачам физически нелинейной тео
рии упругости, когда геометрически задачи остаются линейны
ми, т.е. сдвиги и удлинения малы в сравнении с единицей, од
нако деформации превосходят предел пропорциональности.

Большинство приближенных аналитических методов реше
ния пространственных задач нелинейной упругости относится к 
различным вариантам метода последовательных приближений 
[2,3].

В рамках соотношений нелинейной теории упругости сфор
мулируем следующую задачу.

Найти компоненты ay,ey,Uj тензоров напряжений и дефор
маций и вектора перемещений (для простоты полагаем материал 
несжимаемым ву = гу ) на основании решения уравнений
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где а - среднее давление.
Функцию интенсивности напряжений представим в виде 
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Считая, что поверхностные силы изменяются с ростом без
размерного параметра нагружения %, представим их в виде раз
ложения по степеням этого параметра
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В (3) - функции только координат.
Поскольку связь между напряжениями и деформациями всюду в 
теле описывается единым аналитическим соотношением (2 ), то 
будем искать решение задачи в напряжениях

Тогда, учитывая очевидные соотношения
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Afc)причем Хл определяется через с индексами к <п. Под
ставляя (7) в (2) получим

2Gey = +
k~̂2

Здесь 4 ) = І | ; х„ 5 М ,  4 ')  = 0.
' п>2

Вводя новые тензоры 0 ^* = = s lp  + 4 '> ,

/W = ly Y
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Так как = N f ' l - ^ N ^ b y ,  то

2 G s f  = s f  (9)

связаны законом Гука для несжимае-т.е. тензоры и 
мото материала.
Так как уравнения совместности выполняются при любом зна
чении X - они должны выполняться для любого ^, т.е.

где
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Можно видеть, что тензоры N y  определяются посредством
решений на предыдущих приближениях.

В работах [4, 5] был развит эффективный аппарат компакти- 
зации представлений (констант, переменных, функций, диффе
ренциальных и интегральных операторов) посредством кватер-
нионного (матричного) описания в пространстве . Были по
лучены выражения для напряжений и перемещений через ком
плекснозначные функции кватернионных переменных, изучен

изоморфизм с  « = 3,4, позволяющий редуцировать вы
ражения для напряжений и перемещений в содержательные 
случаи трехмерного действительного пространства . Для по
лучения общих решений нелинейной теории упругости в на
пряжениях используем на начальном этапе следующие пред
ставления для напряжений в линейном случае
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здесь ё, j  - матрицы Кэли, 

оKi =
ч- ІХ2 IXą ^

(14)

ч?>-
IX ̂  X ^ - l X 2 j

ІС4 Ч )  f\{xi)-ifi{xi)j 
Нижние индексы соответствуют круговой перестановке пе

ременных - > K j  ->К 2 Кз - Ж 4 - >  -> Xj -> :JC2 ^ ^ 4

при вырождении
С учетом индексных перестановок формулы (13) полностью 
описывают компоненты трехмерного тензора напряжений.
Далее подставляя (12) в (2) и учитывая (4), (7), (8 ), (9) находим
выражения для добавочных членов Rjj^\ Для краткости приве

дем (2 )
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