
; = 1,2, -  почти периодические функции (это следует из леммы 
и свойств функции V(t,u)).

Таким образом, преобразованная система является 
диагональной с почти периодическими коэффициентами на 
главной диагонали. Теорема доказана.
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УДК 539.3
Колебания вязко-упругой балки под воздействием 

движущейся нагрузки

Крушевский Е. А., Кузнецова А. А.
Белорусский национальный технический университет

Рассматривается движение с постоянной скоростью с 
нормальной сосредоточенной нагрузки интенсивности Р(х, t) по 
вязкоупругой балке, лежащей на вязкоупругом 
полупространстве.

В подвижной системе координат, связанной с нагрузкой, 
задачу можно считать стационарной. При этом уравнения 
изгиба упругой балки и перемещения в упругом 
полупространстве имеют вид ([!]):

dx^ dx^ ( 1)
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цАС/ + (X + n)Vdivf/ = рс^ ^
дх 2 ’ (2)

где w(x) - нормальное перемещение оси балки, В=Е1 - ее 
изгибная жесткость, Р(х) - интенсивность нагрузки, 
приложенной к балке, U{U^,Uy,U,) - вектор перемещения в 
полупространстве в подвижной системе координат, р плотность 

материала балки, Х = v £ / ( l - v - 2 v ^ ) ,  ц = £/(2  + 2у) 
константы Ламе, v - коэффициент Пуассона, Е - модуль 
упругости.

Предположим, что как материал балки, так и основание 
наделены вязкоупругими свойствами. Добавление вязкости 
приводит ([3], [4]) к необходимости учитывать воздействие 
почти периодического возмущения в течение достаточно 
долгого времени. В задачах, не связанных с интегро- 
дифференциальными уравнениями, указанная периодичность 
учитывается добавлением сомножителей вида ехр(/юх), а 
также введению так называемого комплексного модуля
упругости Е = Ei + іЕ, Однако, представление
комплекснозначных функций действительного переменного в 
показательной форме не совсем удобно с точки зрения 
дифференцирования и разделения действительной и мнимой
частей. Поэтому для учета вязкости представим P ,U  в виде 
комплексных функций в алгебраической форме: 
Р(х) = Pi (х) + 1P2  (х) и  = Ui+ 1 U2  , выразим коэффициенты 
X, р , исходя из комплексного представления модуля упругости, 
и подставим все в уравнение (2). Используя свойство 
аддитивности операторов Лапласа и Гамильтона, после 
разделения действительной и мнимой частей мы получим 
систему;

А( E iUi -E2U2^ ( E 1 U1 - E 2 U2  v(EiUi-E2U2)]
t  2( l  + v) ^ 2(1+ v )  (l + v ) ( l - 2v )  J

д + Vdiv ( E 2 U1 +E 1 U2 v(E2Ui +E,U2)]
,  2(l + v )  J [ 2(1+ v ) ( l  +  v ) ( l - 2v )  J

= рс
дх^

2 8 ^ 2

дх^ • 
(3)
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Разложив, следуя [I], поле перемещений на потенциальную 
и соленоидальную составляющие
Ф  = Т^+ш1==^Ф + и '  = ^Ф1+й{+ -^КУФг+Ш))  и

c^p(l + v )(l-2 v )обозначить k̂  =-
( 1 - V )

получить следутощие системы уравнений 

i

= 2с^р(1 + v) , можно

2 О

Е, дх‘
ГГ' ( А _ 2̂_ 9^А -

А - ^̂2 ]7Г'U l + \ A -

Еі дх‘ 

дх'" и'г=0

(4)

(5)
Е'х дх

rd iv g  = 0
Idivt/' = 0 ■

Для рещения систем (4) - (6) можно применить методы 
(представления неизвестных функций в виде двумерных 
интегралов Фурье), аналогичные методам решения задачи в 
упругой постановке ([1],[2]).

Анализ разрешимости систем (4) - (6) показал, что в частном 
случае, когда £, =£г> на основе известных формул ([1], [2]) 
после выполнения условий сопряжения балки и 
полупространства можно записать выражения для 
действительной и мнимой части нормального перемещения 
поверхности упругого полупространства под движущейся 
нагрузкой:

S( (u)du ,

(6)

U - 4/»Д1-У)?
п^Ъ д Е^+е^и^(и^-5^)Sf (u)

где S, (и) ■■ !-----f__________
Ei  (1 -  V) J t[4D, (Ą , -  D M  - Щ '  

D,^=yll + x ^ - k , / E ,  , D ,,= ^ \  + x ^ - k , / E ,  ,

8 = 0,5bc-JpŻB,  ̂= 1,2 .

Dnsm(ux)dx -, Do = Vr+T^,

nEfb*
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Таким образом, задача в вязко-упругой постановке в частном 
случае, когда £, = > распалась на пару независимых задач, по
виду совпадающих с задачей в упругой постановке. Поэтому 
формулы для перемещений, деформаций и напряжений, 
полученные в [1], [2], с некоторыми уточнениями применимы в 
нашем случае.

При £, Ф £ 2  система (4), например, преобразуются к 
след>тощему виду:

(£, -  £2)АФ, =0 ( ■ ( £ , -  £ z)A02 = о
1’̂ rU Е , }д х ^

^ = 0, (7)

Из вторых уравнений систем (7) следует линейность 
функций Фі,Фг по переменной х. Первые уравнения говорят о 
том, что функции Ф\,Фг могут быть произвольными 
гармоническими функциями переменных у  и z. Аналогичные 
результаты можно получить и для системы (5). Таким образом, 
в общем случае наследственно-упругой среды {£, ФЕ2 ) 
исходная задача существенно отличается от случая упругой 
постановки и требует дополнительного исследования с 
привлечением дополнительных граничных условий в самой 
постановке задачи.
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