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ПЕРЕЧЕНЬ МАТЕРИАЛОВ 

Электронный учебно-методический комплекс по учебной дисциплине 

«МАТЕМАТИКА. Часть 2» состоит из следующих разделов: 

– кратких теоретических материалов по курсу математики второго семе-

стра обучения; 

– материалов для проведения практических занятий по учебной дисцип-

лине; 

– материалов для текущей и итоговой аттестации; 

– вспомогательных материалов. 

Теоретический раздел ЭУМК содержит материалы для теоретического 

изучения учебной дисциплины в объеме, установленном учебным планом по 

специальности. 

Практический раздел ЭУМК содержит материалы для проведения прак-

тических занятий в аудитории и заданий для самостоятельной работы. 

Раздел контроля знаний ЭУМК содержит материалы текущей и итоговой 

аттестации, позволяющие определить соответствие результатов учебной дея-

тельности обучающихся требованиям образовательных стандартов высшего об-

разования и учебно-программной документации, и представлен типовыми рас-

четами по темам учебной дисциплины и тестами. В разделе тестов приведен 

пример их решения и размещены ответы ко всем тестам. 

Вспомогательный раздел ЭУМК содержит программу дисциплины, экза-

менационные вопросы, перечень учебно-методических пособий, рекомендуе-

мых к использованию в образовательном процессе. 
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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

Цели ЭУМК: ЭУМК предназначен для изучения дисциплины «МАТЕМА-

ТИКА». Он содержит набор методических материалов по этой дисциплине. 

Особенности структурирования и подачи учебного материала: ЭУМК со-

стоит из четырех частей. 

Теоретический раздел содержит набор методических материалов по этому 

предмету: рекомендаций студенту для работы с дисциплиной, кратких теорети-

ческих материалов, посвященных изложению в наглядном виде основных оп-

ределений, свойств, формул и теорем, сопровождающихся подробными приме-

рами. 

Практический раздел содержит практикум по дисциплине, состоящий из 

материалов для проведения аудиторных занятий по математике. Каждое заня-

тие содержит задачи для домашней работы с ответами. 

Раздел контроля знаний содержит типовые расчеты, тесты для организации 

текущего контроля знаний студентов и контрольные работы для студентов за-

очного отделения. 

Вспомогательный раздел содержит программу дисциплины, перечень экза-

менационных вопросов, список рекомендуемой литературы. 

Рекомендации по организации работы с ЭУМК: конспект лекций в ЭУМК 

представляет собой гипертекстовый pdf-документ, предоставляющий возмож-

ность навигации по содержанию документа. Все задачи в практикуме снабжены 

ответами, которые могут быть использованы для самоконтроля. В конце каждо-

го раздела практикума предложены типовые расчеты, предназначенные для са-

мостоятельного выполнения. Тестовые задания при текущем контроле могут 

быть выполнены как в аудитории, так и в компьютерной системе тестирования. 
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1 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

1.1 Функции многих переменных 

1.1.1 Основные понятия и определения 

Пусть nRD ⊂  – произвольное множество точек n-мерного пространства. 

Определение 1.1. Если правило f каждой точке ( ) DxxM n ∈,,1   ставит в соответствие 

некоторое вполне определенное действительное число ( ) ( )nxxfMfu ,,1 == , то говорят, что 

на множестве D задана числовая функция f от n переменных: ( )nxxfu ,,1 = . 

Множество D называется областью определения, а множество { }RuE ∈=  – множест-

вом значений функции ( )Mfu = . В случае 2=n  имеем функцию 2-х переменных. Ее можно 

рассматривать как функцию точек плоскости OXY. Частное значение функции ( )yxfz ,=  

при 00 , yyxx ==  обозначают ( )00, yxf  или ( )00 Mfz = . 

Функция двух переменных ( )yx,  может быть задана аналитическим, табличным, гра-

фическим и другими способами. 

Функцию трех и более переменных изобразить графически невозможно. 

Примеры. Найти области определения следующих функций. 

1.1. 22 yxz += . 

Решение. Областью определения является вся область 2RD∈ . Областью значений 

является [ )∞;0 . Графиком функции является параболоид вращения. 

 
Рис. 1.1 

1.2. 
221

1

yx
z

−−
= . 

Решение. Для существования функции z необходимо, чтобы выполнялось неравенст-

во 01 22 >−− yx  или 122 <+ yx . Этому неравенству удовлетворяет внутренняя часть круга 

единичного радиуса. Причем граница не входит в область определения. 

1.3. xyz += . 



5 

Решение. Функция существует для всех 0≥x , т.е. в правой полуплоскости. 

 
Рис. 1.2 

Функции нескольких переменных могут быть заданы явно ( ) ( )( )zyxfuyxfz ,,,, ==  ли-

бо неявно, уравнением, не разрешенным относительно зависимой переменной 

( )( )0,, =zyxF  например, . Например, функция z двух переменных x и y, определяемая урав-

нением 0
111
=−−−

zyx
xyz , задана неявно. 

1.1.2 Предел функции 

Рассмотрим последовательность точек ( ) ( ) ( ) { }kkkk MyxMyxMyxM =,,,,,, 222111   

плоскости XOY. Говорят, что эта последовательность сходится к точке ( )000 , yxM , если рас-

стояние ( ) ( ) ( )20
2

00, yyxxMM kkk −+−=ρ  стремится к нулю при ∞→k , т.е. 

( ) ( ) ( ) 0lim,lim 2
0

2
00 =−+−=ρ

∞→∞→
yyxxMM kkkkk

. 

Либо предел последовательности точек { }kM  равен 0M : 0lim MMkk
=

∞→
. 

Пусть функция ( ) ( )Mfyxfz == ,  определена в некоторой ε-окрестности точки 

( )000 , yxM  (т.е. при условии ( ) ε<ρ 0,MM ). 

Определение 1.2 (по Гейне). Число 0z  называется пределом функции ( )yxfz ,=  в 

точке ( )000 , yxM , если для любой сходящейся к ( )000 , yxM  последовательности точек { }kM , 

соответствующая последовательность ( ) ( ) ( )kMfMfMf ,,, 21   значений функции сходится к 

0z : 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )00000 lim,lim:,,lim
0

MfMfyxMMyxMMfz k
k

k
k

kkk
MM

=⇔=∀=
∞→∞→→

если . 

Обозначается ( ) 0
0

lim zMf
MM

=
→

 или ( ) 0,lim
0
0

zyxf
yy
xx

=
→
→

. 

Определение 1.3 (по Коши). Число 0z  называется пределом функции ( )yxfz ,=  при 

00 , yyxx →→ , (т.е. в т. ( )000 , yxM ), если для 00 >δ∃>ε∀ : для ∀ точки ( )yxM ,  из δ-

окрестности т. 0M  выполняется неравенство: ( ) ε<− 0, zyxf . 
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Эти определения предела функции в точке эквивалентны. 

Примеры. Вычислить пределы. 

1.4. 
( )( )

( )
0limlimlim 22

0
0

22

0
0

33

0
0

=++=
−

−++
=

−

−

→
→

→
→

→
→

yxyx
yx

yxyxyx

yx

yx

y
x

y
x

y
x

. 

1.5. 
x
xy

y
x

tglim
3
0

→
→

. Умножим и разделим эту функцию на 0≠y : 

313
tg

lim
tg

lim
3
0

3
0

=⋅=
⋅

=
→
→

→
→ xy

yxy

x

xy

y
x

y
x

, где 1
tg

lim
3
0

=
→
→ xy

xy

y
x

. 

1.6. 
5
1

41
21lim 22

3

2
1

−
=

+
−

=
+
−

→
→ yx

yx

y
x

. 

1.1.3 Непрерывность функции 

Понятие непрерывности функции нескольких переменных определяется с помощью 

пределов. 

Определение 1.4. Функция ( )nxxfu ,,1 =  называется непрерывной  

в т. ( )00
2

0
10 ,,, nxxxM  , если выполняются следующие 3 условия: 

1) ( )Mf  определена в т. 0M  и некоторой ее окрестности; 

2) существует ( )Mf
MM 0

lim
→

; 

3) ( ) ( )0
0

lim MfMf
MM

=
→

. 

Если в т. 0M  не выполняется хотя бы одно из отмеченных условий, то эта точка явля-

ется точкой разрыва функции ( )Mfu = . 

Для функции ( )yxfz ,=  двух независимых переменных точки разрыва могут быть 

изолированными или образовывать линию. Для функции ( )zyxfu ,,=  точки разрыва могут 

быть либо изолированными, либо образовывать линию, либо поверхность разрыва. 

Примеры. Найти точки разрыва. 

1.7. 
( ) 224

1
yx

z
++

= . Данная функция определена на 2R  всюду, кроме т. ( )0,4−M , 

которая является точкой разрыва. 

1.8. 
4

1

−+
=

yx
z . Данная функция определена для таких значений x, y, при которых 

04 ≠−+ yx . Следовательно, прямая xy −= 4  является линией разрыва. 
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1.9. 
9

2
222 −++

=
zyx

u . Эта функция определена для любых x, y, z таких, что 

9222 ≠++ zyx . В данном случае мы имеем поверхность разрыва, которая является сферой с 

центром в начале координат и 3=R . 

Определение 1.5. Функция ( )Mfu =  называется непрерывной на множестве D, если 

она непрерывна в каждой точке этого множества. 

Функции нескольких переменных, непрерывные на замкнутых ограниченных множе-

ствах, обладают свойствами, аналогичными свойствам функции одной переменной, непре-

рывной на отрезке. Отметим основные из них. 

Теорема 1.1. Если функция ( )Mfz =  непрерывна на замкнутом ограниченном мно-

жестве nRD∈ , то она ограничена на нем и достигает в некоторых точках 1M  и 2M  это-

го множества своих точных верхней и нижней граней: 

( ) ( ) ( ) ( )MfMfMfMf inf,sup 21 == . 

Замечание. Точки 1M  и 2M  могут определяться неоднозначно. 

Теорема 1.2. Если функция ( )Mfz =  непрерывна на замкнутом связном ограничен-

ном множестве D, то она принимает на нем все промежуточные значения. 

Другими словами, если ( ) ( )MfMf supinf ≤µ≤ , то существует такая точка DM ∈0 , 

что ( ) µ=0Mf . 

В частности, если ( ) 01 <Mf , а ( ) 02 >Mf , то на множестве D существует по край-

ней мере одна точка 0M  такая, что ( ) 00 =Mf . 

Определение 1.6. Множество называется связным, если любые две его точки могут 

быть соединены линией, принадлежащей этому множеству. 

Теорема 1.3. Если функция ( )Mfz =  непрерывна на замкнутом ограниченном мно-

жестве D, то она равномерно-непрерывна на этом множестве, т.е. для любого 0>ε  суще-

ствует ( ) 0>εδ : для любых точек 1M  и 2M  множества D, находящихся на расстоянии, 

меньшем δ, выполняется неравенство: 

( ) ( ) ε<− 21 MfMf . 

Замечание. Для функций, непрерывных на незамкнутых или неограниченных множе-

ствах, указанные теоремы могут и не выполняться. 
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1.2 Частные производные функции нескольких переменных. Дифференциал функции 

1.2.1 Частные производные функции нескольких переменных 

Пусть рассматривается функция двух переменных ( )yxzz ,= .  Если один из аргумен-

тов получит приращение, то будет иметь место частное приращение функции: 

( ) ( )yxzyxxzzx ,; −∆+=∆ , (1.1) 

( ) ( )yxzyyxzzy ,; −∆+=∆ . (1.2) 

Если приращение получат x и y, то имеем полное приращение функции: 

( ) ( )yxzyyxxzz ,; −∆+∆+=∆ . (1.3) 

Геометрически частные и полное приращения функции zzz yx ∆∆∆ ,,  можно изобра-

зить отрезками 2211 , BABA  и 33BA  соответственно (рис. 1.3). 

 
Рис.1.3 

Пример 1.10. Найти частные и полное приращения функции 32 yxz =  в точке ( )3;2M , 

если 3,0,2,0 =∆=∆ yx . 

Решение. В соответствии с формулами (1.1) – (1.3) имеем: 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) 68,2284,0272,02,02232

22
2323

2223323223232

=⋅=+⋅⋅=∆+∆=

=−∆+∆+=−∆+∆+=−∆+=∆

xxxy

xxxxxyyxyxxxxyxyxxzx  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) 748,353,03,093,027433

33
323222

3322323232

=+⋅+⋅=∆+∆+∆=

=−∆+∆+∆+=−∆+=∆

yyyyyx

yyyyyyyxyxyyxzy  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) 935,65108937,3584,4274027,08,01,82704,08,02

332
2

323223223232

=−⋅=⋅−+++++=

=−∆+∆+∆+∆+∆+=−∆+∆+=∆ yxyyyyyyxxxxyxyyxxz
 

Определение 1.7. Частной производной функции ( )yxzz ,=  по переменной x в точке 

( )00, yxM  называется предел отношения частного приращения функции zx∆  к соответст-

вующему приращению аргумента x∆  при условии, что последнее стремится к нулю: 
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x
z

x
zz x

x
x ∆

∆
=

∂
∂

=′
→∆ 0

lim . 

Аналогично 
y
z

y
zz y

y
y ∆

∆
=

∂
∂

=′
→∆ 0

lim . 

Частные производные определяют скорость изменения функции в точке ( )00, yxM  в 

направлении изменения независимой переменной. 

Вычисляются частные производные по тем же правилам, формулам и свойствам, что и 

для функции одной переменной, при условии, что остальные переменные остаются постоян-

ными. 

Пример 1.11. Найти частные производные функции xyz 2= . 

Решение. Частную производную xz′  вычисляем как производную показательной 

функции, считая y постоянной: yz xy
x ⋅⋅=′ 2ln2 . Аналогично xz xy

y ⋅⋅=′ 2ln2 . 

Пример 1.12. Найти 
z
u

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,, , если ( )322cos yxzxyu −+= . 

Решение. Имеем: 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )223232

33232

3sincos2

2sincos2

yxyxzyxzx
y

u

xyyxzyxzyu
x

u
x

⋅−⋅−−−+=
∂

∂

−⋅−−−+=′=
∂

∂

 

( ) ( )( ) ( )323232 22sinsincos2 yxzyxzyxz
z
u

−−=−−−=
∂
∂  

Геометрический смысл частных производных функции двух переменных состоит в 

том, что они равны тангенсам углов, образованных касательными, проведенными к линиям 

пересечения поверхности ( )yxzz ,=  с соответствующими плоскостями 

( 000 ,, zzxxyy === ). 

Механический смысл частных производных функции двух переменных: они характе-

ризуют скорость изменения функции ( )yxzz ,=  в т. ( )00, yxM  в направлении соответствую-

щей прямой ( 00 или xxyy == ). 

1.2.2 Дифференцируемость функции двух переменных 

Функция ( )yxzz ,=  является дифференцируемой в точке ( )00, yxM , если ее полное 

приращение в этой точке можно представить в виде: yxyBxAz ∆β+∆α+∆+∆=∆ , 

где α и β – бесконечно малые, т.е. 0→α  и 0→β  при 0→∆x  и 0→∆y . 
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Теорема 1.4. Если функция ( )yxzz ,=  дифференцируема в точке ( )00, yxM , то она и 

непрерывна в этой точке. 

Доказательство. По определению дифференцируемости функции имеем 

yxyBxAz ∆β+∆α+∆+∆=∆ , 

где 0lim,0lim

0
0

0
0

=β=α

→∆
→∆

→∆
→∆

y
x

y
x

, А и В – некоторые коэффициенты, не зависящие от x∆  и y∆ . Следо-

вательно, 0lim
0
0
=∆

→∆
→∆

y
x

z . А это значит, что функция ( )yxzz ,=  непрерывна в точке ( )00, yxM . 

Теорема 1.5 (необходимое условие дифференцируемости функции). Если функция 

( )yxzz ,=  дифференцируема в точке ( )00, yxM , то она имеет в этой точке частные произ-

водные ( ) Ayxzx =′ 00,  и ( ) Byxzy =′ 00, . 

Доказательство. Пусть ( )yxzz ,=  – дифференцируема в точке ( )00, yxM . Ее прира-

щение 

( ) ( ) yxyyxBxyxAz ∆β+∆α+∆+∆=∆ 0000 ,, . 

Пусть 0=∆y . Тогда xxAzx ∆α+∆=∆ . Разделим последнее равенство на x∆  и возь-

мем предел при 0→∆x : ( )00
0

,lim yxzA
x
z

x
x

x
′==

∆
∆

→∆
. То есть в точке ( )00, yxM  существует 

частная производная ( )00, yxzx′ . Аналогично доказывается существование частной производ-

ной ( ) Byxzy =′ 00, . Обратное утверждение теорем 2.1 и 2.2 – неверно. 

Например, функция 22 22 yxz +=  непрерывна в точке ( )0,0O , но не имеет в этой 

точке частных производных. Производная 
22 22

2

yx

xzx
+

=′  не существует в т. ( )0,0O . Ана-

логично 
22 22

2

yx

yzy
+

=′  также не существует в т. ( )0,0O . 

Теорема 1.6 (достаточное условие дифференцируемости функции). Если функция 

( )yxzz ,=  имеет частные производные в некоторой окрестности точки ( )00, yxM , непре-

рывные в этой точке, то ( )yxz ,  дифференцируема в точке ( )00, yxM . 

Доказательство. Полное приращение функции имеет вид 

( ) ( ) ( )000000 ,;, yxzyyxxzyxz −∆+∆+=∆ . 

Добавим и вычтем из правой части ( )yyxz ∆+00, : 

( ) ( ) ( ) ( )00000000 ,,,; yxzyyxzyyxzyyxxzz −∆++∆+−∆+∆+=∆  
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По теореме Лагранжа ( ) ( ) ( ) xyyzyyxzyyxxz x ∆∆+ξ′=∆+−∆+∆+ 00000 ,,, , 

где xxx ∆+<ξ< 00 . 

Аналогично ( ) ( ) ( ) yxzyxzyyxz x ∆ω′=−∆+ ,,, 00000 , где yyy ∆+<ω< 00 . 

Следовательно, ( ) ( ) ( ) yxzxyyzyxz yx ∆ω′+∆∆+ξ′=∆ ,,, 0000 . По условию теоремы xz′  и 

yz′  непрерывны в т. ( )00, yxM . Значит, 

( ) ( )000

0
0

,,lim yxzyyz xx

y
x

′=∆+ξ′

→∆
→∆

 и ( ) ( )000

0
0

,,lim yxzxz yy

y
x

′=ω′

→∆
→∆

. 

А из полученных равенств, согласно определению предела, имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) β+′=ω′α+′=∆+ξ′ 000000 ,,;,, yxzxzyxzyyz yyxx  

А это значит, что 

( ) ( ) ( ) yxyyxzxyxzyxz yx ∆β+∆α+∆′+∆′=∆ 000000 ,,, . 

То есть функция ( )yxzz ,=  – дифференцируема в точке ( )00, yxM , что и требовалось 

доказать. 

Функции с непрерывными частными производными называются непрерывно диффе-

ренцируемыми. 

Например, функция xyz 2=  дифференцируема в любой точке ( ) 2, RyxM ∈ , т.к. ее ча-

стные производные yz xy
x ⋅⋅=′ 2ln2  и xz xy

y ⋅⋅=′ 2ln2  являются непрерывными при любых x 

и y. 

1.2.3 Дифференциал функции нескольких переменных 

Пусть ( )yxzz ,=  – дифференцируемая в т. ( )00, yxM  функция. Ее полное приращение 

( ) ( ) yxyyxzxyxzz yx ∆β+∆α+∆′+∆′=∆ 0000 ,, . 

Дифференциалом рассматриваемой функции является главная линейная часть ее пол-

ного приращения. Обозначается ( ) ( ) yyxzxyxzdz yx ∆′+∆′= 0000 ,, . Приращения x∆  и y∆  яв-

ляются дифференциалами независимых переменных и поэтому равны dx и dy соответствен-

но. Тогда полный дифференциал функции ( )yxzz ,=  будет иметь вид 

dyzdxzdz yx ′+′= . (1.4) 

Для функции трех переменных ( )zyxuu ,,=  дифференциал будет равен 

dzudyudxudu zyx ′+′+′= . (1.5) 

Чтобы найти дифференциал функции, нужно найти ее частные производные и подста-

вить их в соответствующие формулы (1.4), (1.5). 
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Пример 1.13. Найти дифференциал функции yxyxz ++= 2 . 

Решение. Частные производные заданной функции равны 

.1

,12
2 +=′

+=′

xz

xyz

y

x
 

Тогда дифференциал заданной функции будет равен 

( ) ( )dyxdxxydz 112 2 +++= . 

Пример 1.14. Найти дифференциал функции 
y

x
z cos= . 

Решение. Находим частные производные dzudyudxudu zyx ′+′+′= : 











−⋅−=′⋅−=′

2
sin,

1
sin

y

x

y

x
z

yy

x
z yx . 

Подставляем их в формулу (2.4): dy
y

x

y

x
dx

yy

x
dz











−⋅−⋅−=

2
sin

1
sin . 

Пример 1.15. Найти дифференциал функции zyxzyzxu 22 32 −+= . 

Решение. Находим частные производные 
222 32;6;22 yxyxuyzzxuzxyzu zyx −+=′−=′+=′ . Подставляем эти производные в 

формулу (1.5) и получаем дифференциал исходной функции 

( ) ( ) ( )dzyxyxdyyzzxdxzxyzdu 222 32622 −++−++= . 

1.2.4 Применение дифференциалов в приближенных вычислениях 

Если функция ( )yxzz ,=  – дифференцируема, то ее полное приращение 

( ) ( )yxzyyxxzz ,, −∆+∆+=∆ . 

Откуда ( ) ( ) zyxzyyxxz ∆+=∆+∆+ ,, . Поскольку dzz ≈∆ , то 

( ) ( ) ( ) yzxzyxzdzyxzyyxxz yx ∆′+∆′+≈+≈∆+∆+ ,,, . (1.6) 

Полученная формула является формулой применения дифференциалов в приближен-

ных вычислениях. 

Чтобы воспользоваться формулой (1.6), нужно: 

1) По заданному числу записать функцию ( )yxzz ,= . 

2) Выделить yxx ,,∆  и y∆ . В качестве x и y берутся целые значения заданного числа, 

при которых записанная функция легко вычисляется. Выделенные x∆  и y∆  должны быть 

достаточно малыми. 
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3) Вычисляем все составляющие формулы (1.6) и определяем приближенное значе-

ние заданного числа. 

Пример 1.16. Вычислить приближенно 03,201,1 . 

Решение. По заданному числу запишем функцию yxz = . 

Выделяем yxx ,,∆  и y∆ : 03,0,2,01,0,1 =∆==∆= yyxx . 

Значение функции при выделенных x и y будет равно ( ) 112,1 2 ==z . Частные произ-

водные будут равны: 

01ln1ln,212 2

2
1

12

2
1

1 =⋅=⋅=′=⋅=⋅=′
=
=

−

=
=

−

y
x

y
y

y
x

y
x xxzxyz , 

то есть ( ) 02,1002,0103,0001,02101,1 03,2 ≈++≈⋅+⋅+≈ . 

Пример 1.17. Вычислить приближенно ( ) ( ) ( )222 99,102,101,2 ++ . 

Решение. По заданному числу запишем функцию 222 zyxf ++= . 

Выделяем 

01,0,2;02,0,1;01,0,2 −=∆==∆==∆= zzyyxx . 

Значение функции при выделенных x, y и z будет равно 3414 =++=f . 

Частные производные: 

3

1

3

2
2

2

1

2
1
2222

2
1
2222222

=
++

=′

=
++

=⋅
++

=′

=
=
=

=
=
=

z
y
xy

z
y
xx

zyx

y
f

zyx

x
x

zyx
f

 

3

2

2
1
2222
=

++
=′

=
=
=

z
y
xz

zyx

z
f  

Таким образом, имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.
150

1
302,0

3

1
3

02,002,002,0
3

1
301,0

3

2
02,0

3

1
01,0

3

2
399,102,101,2 222

≈⋅+≈

≈−++≈−+⋅+⋅+≈++
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1.3 Дифференцирование неявных и сложных функций.  

Приложения частных производных 

1.3.1 Дифференцирование неявных и сложных функций. Приложения частных 

производных 

Пусть имеется функция ( )nxxxu ,,, 21  , неявно заданная уравнением 

( ) 0,,,, 21 =uxxxF n . Частные производные данной функции определяются по формулам: 

u

x

nu

x

u

x

F

F

x

u

F

F

x

u

F

F

x

u
n

′

′
−=

∂

∂

′

′
−=

∂

∂

′

′
−=

∂

∂
,,, 21

21

 . 

Для функции двух переменных ( ) 0, =yxF  будет 
y

x

F

F

x

u

′

′
−=

∂

∂
. 

Пример 1.18. Найти xy′ , если 02522 =+−+ yxyyx . 

Решение. 
22

52
,22,52

2
2

++

−
−=′++=′−=′

yx

xy
yyxFxyF xyx . 

Пример 1.19. Найти yx′ , если ( ) 0cos =++ yx eexy . 

Решение. ( ) ( ) y
y

x
x exxyFeyxyF +⋅−=′+⋅−=′ sin,sin .  

Тогда 
( )
( ) x

y

x

y
y

eyxy

exxy

F

F
x

+⋅−

+⋅−
−=

′

′
−=′

sin

sin
. 

Если ( )nvvvFu ,,, 21 = , где ( ) ( ) ,,,,,,,,, 21222111  nn xxxfvxxxfv ==  

( ),,,, 21 nnn xxxfv = , то функция u называется сложной функцией независимых переменных 

nxxx ,,, 21  . Переменные nvvv ,,, 21   называются промежуточными аргументами. 

Частные производные сложной функции по одной из независимых переменных опре-

деляются по формулам 

n

n

nnnn

n

n

n

n

x

v

v

u

x

v

v

u

x

v

v

u

x

u

x

v

v

u

x

v

v

u

x

v

v

u

x

u
x

v

v

u

x

v

v

u

x

v

v

u

x

u

∂

∂
⋅

∂

∂
++

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
⋅

∂

∂
++

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂
∂

∂
⋅

∂

∂
++

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂









2

2

1

1

22

2

22

1

12

11

2

21

1

11

 

Если рассматривается функция двух переменных ( )vuzz ,= , где ( )yxuu ,= , 

( )yxvv ,= , тогда 
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x

v

v

z

x

u

u

z

x

z

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂
 (1.7) 

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂
 (1.8) 

Пример 1.20. Найти частные производные функции ( )22ln vuz += , где 

yxvxu 2,3tg2 == . 

Решение. В соответствии с записанными формулами (1.7) и (1.8) имеем: 

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂
 и 

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂
, где 

.2ln2,2ln2

,0,
3cos

3tg6
3

3cos

1
3tg2

,
2

2
1

,
2

2
1

22

22222222

x
y

v
y

x

v
y

u

x

x

x
x

x

u
vu

v
v

vuv

z

vu

u
u

vuu

z

yxyx ⋅⋅=
∂

∂
⋅⋅=

∂

∂

=
∂

∂
=⋅⋅=

∂

∂
+

=⋅
+

=
∂

∂

+
=⋅

+
=

∂

∂

 

Следовательно, 

( ) ( )

yx

yx
yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx
yx

yx

yx

yx

x

x
x

xx

x

y

z

xx

xyx

x

y

xx

x

y
xx

x

x

x

y
vu

v

x

x

vu

u

x

z

24

21

2424

2

224

2213

24

21

224

3

24224

2

22222

23tg

2ln2
2ln2

23tg

22
0

23tg

3tg2

3cos23tg

3cos2ln23tg12

23tg

2ln2

3cos23tg

3tg12

2ln2
23tg

22

3cos

3tg6

23tg

3tg2

2ln2
2

3cos

3tg62

+

⋅⋅
=⋅⋅⋅

+

⋅
+⋅

+
=

∂

∂

+

⋅⋅⋅+
=

+

⋅⋅
+

+
=

=⋅⋅⋅
+

⋅
+⋅

+
=

=⋅⋅⋅
+

+⋅
+

=
∂

∂

+

++  

1.3.2 Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

Касательной плоскостью к поверхности G в точке M0

0xx =

 называется плоскость, в кото-

рой лежат все касательные к кривым, проведенным на поверхности через эту точку. Рассечем 

поверхность G плоскостями  и 0yy = . Линия пересечения L1

0xx =

 поверхности G плоско-

стью  будет задаваться системой 

( )




=
=

.
,,

0xx
yxzz
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Линия пересечения L2 0yy = поверхности G плоскостью  будет задаваться системой 

( )




=
=

.
,,

0yy
yxzz

 Линии L1 и L2

 

 показаны на рис. 1.4. 

Рис. 1.4 

Линии T1 и T2 являются касательными к линиям L1 и L2 ( )0000 ,, zyxM в т. . Они зада-

ются системами 

( )( )



−′=−
=

0000

0

,
,

yyyxfzz
xx

y
 – для линии L1

( )( )



−′=−
=

0000

0

,
,

xxyxfzz
yy

x

 и  

 – для линии L2

Уравнение плоскости, проходящей через точку с 

. 

0xx = , 0yy = , имеет вид 

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA . (1.9) 

Касательные T1 и T2 0xx = получаются сечением двумя плоскостями  и 0yy = . Сле-

довательно, уравнение касательной T1

( )( ) 000 ,/ xxyyCBzz =−−=−

 таково 

. 

Уравнение касательной T2

( )( ) 000 ,/ yyxxCAzz =−−=−

: 

, 

где ( ) ( )0000 ,/,,/ yxfCByxfCA yx ′=−′=− . 

Подставляя эти выражения в (1.9), получаем уравнение плоскости β, проходящей че-

рез касательные T1 и T2

( )( ) ( )( ) ( ) 0,, 0000000 =−−−′+−′ zzyyyxfxxyxf yx

: 

. (1.10) 

Это уравнение (1.10) – для поверхности, заданной явно. 

L2 

L1 

T2 

T1 

M0 

G 

z 

x0 

x 

у0 

у 0 

),( 00
1
0 ухМ  
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Для неявно заданной поверхности ( ) 0,, =zyxF  уравнение касательной плоскости бу-

дет иметь вид: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,,,,,, 000000000000 =−′+−′+−′ zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx . (1.11) 

Нормалью к поверхности G в данной точке ( )0000 ,, zyxM  является прямая, проходя-

щая через эту точку перпендикулярно к касательной плоскости, проведенной в данной точке 

поверхности. 

Уравнение нормали имеет вид: 

( ) ( ) ( )000

0

000

0

000

0

,,,,,, zyxF

zz

zyxF

yy

zyxF

xx

zyx ′

−
=

′

−
=

′

−
. (1.12) 

Пример 1.21. Записать уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

0
844

222
=−+

zyx  в т. ( )4,2,2M . 

Решение. Поверхность задана неявно. Частные производные имеют вид: 

1
8
2,1

24
2,1

24
2

−=
−

=′===′===′
M

z
M

y
M

x
zFyyFxxF . 

Уравнение касательной плоскости (1.11) таково: ( ) ( ) ( ) 0412121 =−⋅−−+− zyx , или 

после преобразований: 0=−+ zyx . 

Уравнение касательной плоскости: 0=−+ zyx . 

Уравнение нормали (1.12): 
1
1

1
2

1
2

−
−

=
−

=
− zyx . 

1.3.3 Вектор-градиент. Производная функции по направлению вектора 

Вектор-градиент – это вектор, показывающий направление наискорейшего роста 

функции. Его координатами являются частные производные функции: 

j
y

z
i

x

z
z



∂

∂
+

∂

∂
=grad . 

Для функции трех переменных ( )zyxff ,,= : k
y

f
j

y

f
i

x

f
f



∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=grad . 

Пример 1.22. Найти вектор-градиент функции yxyxz 542 22 +−+= . 

Решение. Частные производные равны 

54,42 +=
∂

∂
−=

∂

∂
y

y

z
x

x

z
. 

Следовательно, ( ) ( ) jyixz


5442grad ++−= . 
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Пример 1.23. Найти вектор-градиент функции 243 22 −+−+= xyzzxzyxf  в точке 

( )3,2,1M . 

Решение. Частные производные заданной функции в точке M равны 

( )

( )

( ) 5863423

,131214

,3732433212432

2

=+−=+−=
∂

∂

=+=+=
∂

∂

=⋅⋅+⋅+⋅⋅=++=
∂

∂

M
M

M
M

M
M

xyzx
z

f

xzx
y

f

yzzxy
x

f

 

Тогда ( ) kjiMf


51337grad ++= . 

Производной функции z по направлению вектора MNl =


 называется предел 

( ) ( )
l

MzNz

l

z
l ∆

−
=

∂

∂
→∆ 0

lim , где l∆  – приращение функции z в направлении MN . 

Для дифференцируемой функции ( )yxzz ,=  β
∂

∂
+α

∂

∂
=

∂

∂
coscos

y

z

x

z

e

z
,  

где α – угол вектора MNl =


 с осью Ox, β – угол с осью OY. 

Для функции трех переменных ( )zyxuu ,,= : 

γ
∂

∂
+β

∂

∂
+α

∂

∂
=

∂

∂
coscoscos

z

u

y

u

x

u

l

u
  

γ – угол вектора MNl =


 с осью OZ, γβα cos,cos,cos  – направляющие косинусы век-

тора MNl =


. Они удовлетворяют условию 1coscoscos 222 =γ+β+α . 

Наибольшее значение 
l

u

∂

∂
 равно модулю вектора-градиента: 

222

gradmax 








∂

∂
+












∂

∂
+









∂

∂
==









∂

∂

z

u

y

u

x

u
u

l

u
 . 

Пример 1.24. Найти производную функции 5624222 ++−+++= yxxyzzyxu  в точке 

( )3,2,1M  и ее наибольшее значение в направлении вектора MN , где ( )6,4,3N . 

Решение. Вектор kjiMN


322 ++= . Его направляющие косинусы: 

17

3
cos,

17

2
cos,

17

2

944

2
cos =γ=β=

++
=α . 
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Частные производные в точке M 

( )

( )

( ) .148642

,226124642

,2423242242

=+=+=
∂

∂

=++=++=
∂

∂

=−⋅⋅+=−+=
∂

∂

M
M

M
M

M
M

xyz
z

u

xzy
y

u

yzx
x

u

 

Следовательно, 

17

134

17

424448

17

3
14

17

2
22

17

2
24 =

++
=+⋅+⋅=

∂

∂

Ml

u
 . 

Наибольшее значение производной функции u по направлению вектора MN  в точке 

M будет равно 

44009351256142224max 222
222

,
z

u

y

u

x

u

l

u

M
==++=









∂

∂
+












∂

∂
+









∂

∂
=











∂

∂
 . 

1.4 Частные производные и дифференциалы высших порядков. Формула Тейлора 

1.4.1 Частные производные высших порядков 

Рассмотрим функцию ( ) ( ) Dyxyxfz ∈= ;,; . Ее частные производные 
( )

x

yxf

∂

∂ ;
 и 

( )
y

yxf

∂

∂ ;
 называют частными производными первого порядка; они являются функциями ар-

гументов x и y; ( ) Dyx ∈; . Частные производные этих функций называются частными произ-

водными второго порядка: 

( )

( )

( )

( ).;

;;

;;

;;

2

2

2

2

2

2

2

2

yxfz
y

z

y

z

y

yxfz
yx

z

x

z

y

yxfz
xy

z

y

z

x

yxfz
x

z

x

z

x

yyy

xyxy

yxyx

xxx

′′=′′=
∂

∂
=












∂

∂

∂

∂

′′=′′=
∂∂

∂
=









∂

∂

∂

∂

′′=′′=
∂∂

∂
=












∂

∂

∂

∂

′′=′′=
∂

∂
=









∂

∂

∂

∂

 

Аналогично вводятся понятия частных производных 3-го, 4-го, …, n-го порядков, 

причем и для случая 3-х, 4-х и более переменных. 
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Частная производная второго и более высокого порядка, взятая по различным аргу-

ментам, называется смешанной частной производной. Так, смешанными производными для 

( )yxf ;  являются, например, 
2

332
,,

xy

f

xyx

f

yx

f

∂∂

∂

∂∂∂

∂

∂∂

∂
. 

Пример 1.25. Найти частные производные 
2

322
,,

yx

f

xy

f

yx

f

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂
 для функции 

( ) yxyxfz sin; 3== . 

Решение. ( ) ;cos3sin3;cos;sin3 22
2

32 yxyx
yyx

f
yx

y

f
yx

x

f
=

∂

∂
=

∂∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
 

( ) ( ) .sin3cos3;cos3cos 22
2

2

3
23

2
yxyx

yyx

f

yyx

f
yxyx

xxy

f
−=

∂

∂
=












∂∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
=

∂

∂
=

∂∂

∂
 

Заметим, что в этом примере получено: 
xy

f

yx

f

∂∂

∂
=

∂∂

∂ 22
. 

Оказывается, что это равенство не является случайным. Имеет место следующая тео-

рема: 

Теорема 1.7 (Шварц). Если частные производные высшего порядка непрерывны, то 

смешанные производные одного порядка, отличающиеся лишь порядком дифференцирова-

ния, равны между собой. 

В частности, для ( )yxfz ;=  справедливо равенство: 

xy

z

yx

z

∂∂

∂
=

∂∂

∂ 22
. (1.13) 

Доказательство равенства (1.13). 

Рассмотрим выражение ( ) ( ) ( ) ( )( )yxfyyxfyxxfyyxxfA ;;;; −∆+−∆+−∆+∆+= . Ес-

ли ввести вспомогательную функцию ( ) ( ) ( ) ( )yxfyxfyyxfx y ;;; ∆=−∆+=ϕ , то 

( ) ( )xxxA ϕ−∆+ϕ= . 

Так как (по условию) xf ′  определена, то ( )xϕ  дифференцируема на отрезке [ ]xxx ∆+; . 

Тогда по теореме Лагранжа: 

( )xxA ϕ′⋅∆= , (1.14) 

где ( )xxxx ∆+∈ ; . Но 

( ) ( ) ( )yxfyyxfx xx ;; ′−∆+′=ϕ′ . (1.15) 

Так как xyf ′  определена и непрерывна, то xf ′  дифференцируема на отрезке [ ]yyy ∆+; . 
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Тогда применим к разности (1.15) еще раз теорему Лагранжа (по переменной y): 

( ) ( ) ( )yxfyyxfyyxf xyxx ;;; ′′⋅∆=′−∆+′ , (1.16) 

где ( )yyyy ∆+∈ ; . В итоге из (1.14)–(1.16): 

( )yxfyxA xy ,′′⋅∆⋅∆= . (1.17) 

Запишем теперь выражение А по другому. Переставим слагаемые в А: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )yxfyxxfyyxfyyxxfA ;;;; −∆+−∆+−∆+∆+= . 

Введем вспомогательную функцию 

( ) ( ) ( )yxfyxxfx ;; ′−∆+′=ψ ; тогда 

( ) ( )yyyA ψ−∆+ψ= . (1.18) 

Снова применяя 2 раза теорему Лагранжа к функции (1.18), получим тем же путем, 

что и ранее: 

( )yxfxyA yx ,′′⋅∆⋅∆= , (1.19) 

где ( ) ( )yyyyxxxx ∆+∈∆+∈ ;;; . 

Из сравнения формул (1.17) и (1.19) следует: ( ) ( )yxfyxf yxxy ;; ′′=′′ . 

Перейдем к пределу в последнем равенстве при 0;0 →∆→∆ yx : 

( ) ( )yxfyxf yx

y
x

xy

y
x

;lim;lim
0
0

0
0

′′=′′

→∆
→∆

→∆
→∆

. (1.20) 

Ясно, что yyyyxxxx →→→→ ;;;  при 0;0 →∆→∆ yx .  А так как (по условию) 

yxxy ff ′′′′ ,  – непрерывные функции, то равенство (1.20) становится таким: 

( ) ( )yxfyxf yxxy ;; ′′=′′ , 

что означает справедливость равенства (1.13). 

1.4.2 Дифференциалы высших порядков функции нескольких переменных 

Полный дифференциал du функции от нескольких переменных есть в свою очередь 

функция тех же переменных. Следовательно, можно найти полный дифференциал этой но-

вой функции. Таким образом получается так называемый дифференциал второго порядка 

ud 2  исходной функции u, который будет также функцией тех же переменных. Его полный 

дифференциал называется дифференциалом третьего порядка ud 3  первоначальной функ-

ции и т.д. 

Пусть функция ( )yxfu ;=  – функция двух переменных x и y. 

Рассмотрим случай, когда x и y являются независимыми переменными. Тогда 

ydyxdx ∆=∆= ;  – величины постоянные. Следовательно, 
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( ) ( )
=










⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
= dy

y

yxf
dx

x

yxf
dud

;;2 /используем линейность полного дифференциала/= 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

;;
2

;;;

;;;;

2
2

22
2

2

2

2

22

2

2

2

dy
y

yxfd
dxdy

yx

yxfd
dx

x

yxfd
dy

y

yxfd
dx

xy

yxfd
dy

dy
yx

yxfd
dx

x

yxfd
dx

y

yxdf
ddy

x

yxdf
ddx

∂
+

∂∂
+

∂
=












∂
+

∂∂
+

+











∂∂
+

∂
=












∂
⋅+









∂
⋅=

(1.21) 

Получили формулу дифференциала второго порядка для функции двух переменных. 

Для дифференциала третьего порядка будем иметь: 

( ) ( ) ( ) ( ) 3
3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 ;;

3
;

3
;

dy
y

yxf
dxdy

yx

yxf
dydx

yx

yxf
dx

x

yxf
ud ⋅

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂∂

∂
+⋅

∂

∂
= . (1.22) 

Пример 1.26. Найти дифференциал второго порядка для функции 52 yxu = . 

Решение. Найдем частные производные рассматриваемой функции: 
3245425 20,10,2,5,2 22 yxuxyuyuyxuxyu yxyxyx =′′=′′=′′=′=′ . 

Подставляем найденные частные производные второго порядка в формулу (1.21): 
2324252 20202 dyyxdxdyxydxyud ++= . 

Пример 1.27. Найти дифференциал третьего порядка для функции 

6523 2345 +−+−+= yxyxyxu . 

Решение. Найдем частные производные третьего порядка, входящие в формулу 

(1.22): 

.18,18,36

,24,612,564

,1860,1820,295

22

3233

2223224

22

32

32

xuyxuxyu

yuxyuyxyu

yxuxyxuyxxu

xyxyyx

yyy

xxx

−=′′′−=′′−=′′′

=′′′−=′′−−=′

−=′′′−=′′+−=′

 

В соответствии с формулой (1.22) имеем: 

( ) 32223223 24541081860 ydydxdyxdyxydxdxyxud +−−−= . 

Рассматривая выражения для ud 2 , ud 3 , …, приходим к следующей символической 

формуле для дифференциала произвольного порядка Nn∈ : 

fdy
y

dx
x

ud
n

n











∂

∂
+

∂

∂
= . (1.23) 
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Важно, что если dx и dy нельзя считать постоянными, то последняя формула уже не 

будет верна. Например, при 2=n  имеем: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

yd
y

yxf
dy

y

yxf
dxd

x

yxf
dx

x

yxf
ddudud 222 ;;;;

⋅
∂

∂
+











∂

∂
+⋅

∂

∂
+









∂

∂
== . 

Сумма первого и третьего слагаемых даст нам выражение, ранее полученное для ud 2 . 

Поэтому в итоге 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
yd

y

yxf
xd

x

yxf
dy

y

yxf
dxdy

yx

yxf
dx

x

yxf
ud 222

2

22
2

2

2
2 ;;;;

2
;

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
= , 

т.е. в данном общем случае выражение для ud 2  содержит слагаемые, зависящие от xd 2  и 

yd 2 , чего не было ранее в формуле (1.21) при 2=n . 

1.4.3 Формула Тейлора для функции нескольких переменных 

Для функции нескольких переменных формула Тейлора имеет вид: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )!1

,

!

,

!2

,

!1

,
,, 00

1
0000

2
00

00
+

+
+++++=

+

n

QyyQxxfd

n

yxfdyxfdyxdf
yxfyxf

nn
 , (1.24) 

Видим, что формула содержит в правой части функцию и ее дифференциалы различ-

ного порядка в заданной точке. 

Пример 1.28. Разложить по формуле Тейлора функцию 45 yxf +=  в т. ( )2;1M  до 

второго порядка включительно. 

Решение. Формула Тейлора в этом случае будет иметь вид: 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

34

00

2

4,5

17161
!2

,

yfxf

yyMfxxMfMdf
Mf

Mfd
MdfMfyxf

yx

yx

=′=′

−′+−′=
=+=

++=

 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ,22121

,23215224115
222

34

22 −′′+−−′′+−′′=

−+−=−⋅+−⋅=

yMfyxMfxMfMfd

yxyxMdf

yxyx

 

где ( ) ( ) ( )22223 248120,12,0,20 22 −+−==′′=′′=′′ yxMfdyffxf yxyx . 

Тогда разложение (1.24) будет иметь вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2241102321517, −+−+−+−+= yxyxyxf . 
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1.5 Исследование функции на экстремум. Условный экстремум.  

Наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой области 

1.5.1 Локальные экстремумы функций нескольких переменных 

Пусть функция ( )nxxxfu ,,, 21 =  определена в области D переменных nxxx ,,, 21  , а 

точка ( )nxxxM 002010 ,,,   является внутренней точкой этой области D. 

Точка 0M  называется точкой (локального) максимума (минимума) функции f, если 

существует такая δ-окрестность точки 0M , что для любой точки ( ) DxxxM n ∈,,, 21   выпол-

няется неравенство 

( ) ( )0MfMf ≤  (соотв.≥). 

Если же для некоторой указанной δ-окрестности знак равенства может быть только в 

точке 0MM = , то соответствующий максимум (минимум) называется собственным или 

строгим (в противном случае – нестрогим, несобственным). 

Для обозначения максимумов и минимумов применяется и общий термин – экстре-

мум, локальный экстремум. 

Теорема 1.8 (необходимое условие локального экстремума). Пусть функция 

( )nxxxfu ,,, 21 =  в некоторой точке ( )nxxxM 002010 ,,,   имеет экстремум. Тогда, если в 

этой т. 0M  существуют конечные частные производные первого порядка, то все эти ча-

стные производные равны нулю: 




















=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

.0

;0

;0

0

0

0

2

1

Mn

M

M

x

f

x

f

x

f



 (1.25) 

Точки 0M  с таким свойством называются стационарными критическими точками 

функции f. 

Доказательство. Зафиксируем nn xxxxxx 0033022 ;;; ===  , сохраняя 1x  переменной 

величиной. Получаем тогда функцию от одной переменной 1x : ( )nxxxxfu 003021 ,,,, = . Так 

как по предположению в точке ( )nxxxM 002010 ,,,   достигается экстремум (пусть это будет 
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максимум для определенности), то отсюда следует, что в некоторой δ-окрестности точки 

011 xx =  должно выполняться неравенство 

( ) ( )nn xxxxfxxxxf 0030201003021 ,,,,,,,,  ≤ , 

и поэтому указанная функция одной переменной в точке 011 xx =  достигает максимума. От-

куда по необходимому условию экстремума функции одной переменной получаем: 

( ) 0,,,, 00302011
=′ nx xxxxf  . 

Т.е. доказано первое из равенств (1.25). Аналогично доказываются и все остальные равенства 

(1.25). Теорема доказана. 

Достаточные условия существования экстремума функции двух переменных. 

Рассмотрим функцию двух переменных ( )yxfu ,= . Для нее справедлива 

Теорема 1.9 (достаточное условие экстремума). Пусть точка ( )000 , yxM  является 

стационарной критической для функции ( )yxfu ,= . Пусть в точке 0M  и некоторой ее δ-

окрестности ( )yxf ,  имеет непрерывные частные производные до второго порядка вклю-

чительно. Обозначим 

( ) ( ) ByxfAyxf xyxx =′′=′′ 0000 ,;, ; ( ) Cyxf yy =′′ 00, . Тогда 

2BAC
CB
BA

−==∆ . (1.26) 

Возможны следующие случаи: 

1) если ( ) 00 >∆ M , то ( )yxf ,  в точке ( )000 , yxM  имеет экстремум, причем макси-

мум, если 0<A  и минимум, если 0>A ; 

2) если ( ) 00 <∆ M , то ( )yxf ,  в точке ( )000 , yxM  экстремума не имеет. 

3) если ( ) 00 =∆ M , то экстремум в точке ( )000 , yxM  может быть, а может и не 

быть (т.е. требуется дополнительное исследование). 

Доказательство этого утверждения получается путем анализа формулы Тейлора для 

функции ( )yxf ,  при 1=n . 

Пример 1.28. Исследовать на экстремум функцию 2584 22 +−++−= yxyxyxz . 

Решение. Определяем стационарные точки исходной функции из условия 




=′
=′

.0
0

y

x

z
z

 

В нашем случае 
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yxz

y

x  

Получили одну стационарную точку 








8

1
,

4

1
M . Достаточное условие будем прове-

рять с помощью определителя (1.26) 2BAC −=∆ , где 16,2 22 =′′==′′= yx zCzA , 

4−=′′= xyzB . Определитель ( ) ( ) ( ) 0164162 22 >=−−⋅=−⋅=
M

BCAMA . 

Следовательно, экстремум существует. Так как 022 >=′′= xzA , то в т. M будет мини-

мум: 
16

19
2

8

15

4

1

8

9

8

3

16

1
min =+−++−=z . 

Пример 1.29. Найти экстремум функции 430183 32 +−−+= yxyyxz . 

Решение. По необходимому условию существования экстремума имеем: 
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3
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2

2222
y
y

y
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y
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x

y
y

y
x

yx

xy

yxz

xyz

y
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Получили четыре точки, подозреваемые на экстремум: 

( ) ( ) ( ) ( )1,3,1,3,3,1,3,1 4321 −−−− MMMM . 

Достаточное условие проверяем с помощью определителя 2BAC −=∆ , где 

yzCyzA yx 6,6 22 =′′==′′= , xzB xy 6=′′= . Определитель будет равен 

( ) 222 3636666 xyxyy −=−⋅=∆ . 

В точке ( ) ( ) 01369363,1 11 >⋅−⋅=∆ MM . Следовательно, в этой точке существует 

экстремум. Так как ( ) 0181 >=MA , в точке 1M  будет минимум: 

( ) 6843301183313 32
1min −=+⋅−⋅−+⋅⋅== Mzz . 

В точке ( ) ( ) 01369363,1 22 >⋅−⋅=∆−− MM  тоже существует экстремум. 

( ) 0182 <−=MA . Следовательно, в точке 2M  будет максимум: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 7643301183313 32
min =+−⋅−−⋅−−+−⋅−⋅=z . 

Для точки ( )1,33M  имеем ( ) ⇒<⋅−⋅=∆ 09361363M  в точке 3M  экстремум не суще-

ствует. 
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Для точки ( )1,34M  будет ( ) ⇒<⋅−⋅=∆ 09361364M  в точке 4M  тоже не существует 

экстремум. 

1.5.2 Условный экстремум 

Условным экстремумом функции ( )yxfz ,=  называется экстремум, который дости-

гается при условии, что переменные x и y связаны дополнительным условием (ограничени-

ем) ( ) byx =ϕ , . 

Удобно исследования на условный экстремум проводить с помощью функции Ла-

гранжа 

( ) ( ) ( )( )byxyxfyxF −ϕλ+=λ ,,,, , (1.27) 

где λ – множитель Лагранжа. Он неизвестен и подлежит определению. 

Если задано n ограничений, то функция Лагранжа имеет вид 

( ) ( ) ( )( )∑
=

−ϕλ+=λλ
m

i
iiin byxyxfyxF

1
1 ,,,,,  , (1.28) 

т.е. функция Лагранжа содержит столько λ i

Необходимым условием существования условного экстремума является равенство ну-

лю частных производных первого порядка: 

, сколько задано дополнительных условий. 

( ) 0,

;0

;0

=ϕ=
λ∂

∂
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∂
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∂

∂
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∂
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F

 – для функции (1.27) и 
( )

( )

( ) 0,
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂

∂

yx
F
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F

yx
F
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f

y

F
xx

f

x

F

m
m



)
 – для функции (1.28). 

Решая полученные системы, определяем точки условного экстремума. 

Достаточное условие проверяется с помощью дифференциала второго порядка от 

функции Лагранжа в точке экстремума: 

( ) ( ) ( ) ( ) 222
22 2 dyMFdxdyMFdxMFMFd yxyx
′′+′′+′′= . 

Если в рассматриваемой точке M ( ) 02 >MFd , то в этой точке минимум, если 

( ) 02 <MFd , то – максимум. 



28 

Пример 1.30. Найти экстремум функции 422 −+= yxz  при условии, что 42 =+ yx . 

Решение. Геометрически задача сводится к нахождению экстремальных значений ап-

пликаты z к поверхности 422 −+= yxz  для точек ее пересечения с плоскостью 42 =+ yx . 

Cоставляем функцию Лагранжа, определяемую формулой (1.27): 

( ) ( )424, 22 −+λ+−+= yxyxyxF . 

Ее частные производные: 

42,2,22 −+=
λ∂

∂
λ+=

∂

∂
λ+=

∂

∂
yx

F
y

y

F
x

x

F
. 

Система уравнений необходимого условия примет вид: 
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Мы получили точку 







5
4;

5
8M . Находим частные производные второго порядка 

0,2,2
2

2

2

2

2

22 =′′=
∂∂

∂
=′′=

∂

∂
=′′=

∂

∂
xyyx F

yx

F
F

y

F
F

x

F
. 

Дифференциал второго порядка ( ) 022 222 >+= dydxMFd . Следовательно, в т. 









5
4;

5
8M  будет минимум. Минимальное значение функции 

5

4

25

20
4

25

16

25

64
min −=−=−+=z . 

Пример 1.31. Найти экстремум функции yxyxyxz 3210 22 +−++=  при условии, что 

4=+ yx . 

Решение. В соответствии с формулой (1.27) функция Лагранжа будет иметь вид 

( ) ( )43210,, 22 −+λ++−++=λ yxyxyxyxyxF . Ее частные производные: 

4,3210,2102 −+=
λ∂

∂
λ+++=

∂

∂
λ+−+=

∂

∂
yx

F
yx

y

F
yx

x

F
. 

Система уравнений необходимого условия существования условного экстремума бу-

дет равна 








=−+
=+λ++
=−λ++

04
03210
02102

yx
yx
yx
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Вычтем из первого уравнения второе: 




=−+
=−+−

04
0588

yx
yx

 

Умножим второе уравнение на 8: 

16

27

16

37
44,

16

37
3716,

3288
588

=−=−==⇒=




=+
=+−

yxyy
yx

yx
. 

Получили точку 








16

37
,

16

27
M . Частные производные второго порядка: 

10,2,2 22 =′′=′′=′′ xyyx FFF . 

Дифференциал второго порядка исходной функции z в точке M будет равен 

( ) 222 2202 dydxdydxMFd ++= . 

По выражению полученного дифференциала нельзя сделать заключение о его знаке. 

Поэтому обращаемся к ограничению и выражаем, например, x: 

dydxyx −=⇒−= 4 . 

Подставляем вместо dx его выражение в дифференциал второго порядка: 

( ) ( ) ( ) 0162202 2222 <−=+−+−= dydydydydyMFd . 

Следовательно, в т. 








16

37
,

16

27
M  будет максимум.  

78125,50
32

1625
16
373

16
272

16
37

16
37

16
2710

16
27

2

2

2

2

max ==⋅+⋅−+⋅⋅+=z  

1.5.3 Наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой области 

Пусть функция ( )yxfz ,=  определена и непрерывна в ограниченной замкнутой об-

ласти OXYD ⊂  и имеет в этой области конечные частные производные. Тогда в этой облас-

ти найдется точка ( )000 , yxM , в которой функция достигает самое большое (самое малое) из 

всех значений (теорема Вейерштрасса). Такие значения называются глобальными экстрему-

мами функции ( )yxf ,  в области D . Если указанная точка 0M  лежит внутри области D , то 

в ней функция, очевидно, достигает и локального максимума (минимума), поэтому такая 

точка должна быть стационарной критической для ( )yxf , . Однако своего наибольшего 

(наименьшего) значения функция ( )yxf ,  может достигать и на границе области (линия Г). 

Кривая Г может состоять из одного или нескольких участков, описываемых уравнениями, 

например, ( )xy ϕ=  (или ( )yx ψ= ), устанавливающими связь между переменными x и y; при 

этом ( )yxfz ,=  обращается в функцию от одной переменной (x или y). Экстремум этой 
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функции может достигаться только в ее критических точках внутри соответствующего уча-

стка линии границы – либо в «точках стыковки» участков линий границы. 

В итоге правило нахождения наибольшего и наименьшего значений указанной функ-

ции ( )yxfz ,=  в области D  будет заключаться в следующем: 

I. Находятся критические точки kMMM ,,, 21   функции ( )yxf ,  во внутренней час-

ти D . 

II. Определяются критические точки lNNN ,,, 21   функции одной переменной, по-

лучаемые внутри участков линии границы области D . 

III. Находятся и сравниваются по величине значения ( )yxf ,  во всех точках 

kMMM ,,, 21  , lNNN ,,, 21  , а также в точках А, В, …, С «стыковки» участков линии гра-

ницы области D . 

IV. Из всех полученных значений функции выбираются наибольшее и наименьшее 

значения. 

Пример 1.32. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 

3841022 +−−++= yxxyyxz  в области D, ограниченной линиями: 10,0,0 =+== yxyx . 

Решение. Исходная область имеет вид, показанный на рис. 1.5. 

 
Рис. 1.5 

Найдем стационарные точки рассматриваемой функции, принадлежащие области D. 

Имеем 
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Полученная точка 







4
1,

4
3M  принадлежит области D. Значение функции в этой точке 

будет равно 

( )
2
13

4
18

4
34

4
1

4
310

4
1

4
3 22

=+⋅−⋅−⋅⋅+





+






=Mz . 



31 

Далее исследуем границу области D. Исследование проводим по всем участкам облас-

ти. 

1. Участок ОА. Уравнение этой стороны 0=x . Подставляем это значение x в исход-

ную функцию: 382
1 +−= yyz . 

Получили функцию одной переменной. Найдем ее стационарные точки 

0421 =−=′ yz . Откуда 2=y . Найденная точка ( )2,01M  принадлежит стороне AB. 

Значение функции в этой точке ( ) ( ) 932822
111 −=+⋅−== MzMz . 

Значение функции в граничных точках O и A: ( ) ( ) 23380100,3 =+−== AzOz . 

2. Участок ОВ. Уравнение стороны ОВ: 0=y . Подставив вместо y его значение в ис-

ходную функцию, получим 342
2 +−= xxz . 

Стационарная точка этой функции определяется из условия 02 =′z , т.е. 

2,0422 ==−=′ xxz . Полученная точка ( )0,22M  принадлежит линии ОВ. Значение функции 

в этой точке ( ) ( ) 1384222 −=+−== MzMz . 

Значение функции в точке границы ( ) ( ) 633401002 =+−== BzBz . 

3. Участок АВ. Уравнение этой стороны: xy −=10 . Подставив в исходную функцию 

это выражение для y, получим 

( ) ( ) ( )
.23848388041010020100

31084101010
2222

22
3

++−=++−−−++−+=

=+−−−−+−+=

xxxxxxxxx

xxxxxxz  

Критические точки полученной функции 3z  определяем из условия 03 =′z : 

084163 =+−=′ xz . Откуда 
4

19
4
211010,

4
21

16
844

=−=−=== xyx . 

Полученная точка 








4

19
,

4

21
3M  принадлежит области D. Значение функции в этой 

точке ( ) ( ) 5,24323
4
2184

4
218

2

333 =+⋅+





−== MzMz . Из всех найденных значений функции 

выбираем наибольшее и наименьшее: 

( ) ( ) 9;5,243 1.3. −==== MzzMzz наимнаиб . 

1.6 Метод наименьших квадратов 

Пусть в процессе эксперимента получены пары значений 

x xi x1 … 2 xn 

y yi y1 … 2 yn 
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Требуется установить зависимость вида ( )xfy = . Если зависимость не задана, то мы 

на плоскости XOY строим исходные точки и соединяем их отрезками прямых. По форме по-

лученной ломаной линии устанавливаем (вообще говоря, приближенно) формулу связи меж-

ду x и y (линейная, нелинейная). 

1. Пусть рассматривается линейная зависимость 

xaay 10 += , 

где 0a  и 1a  – неизвестные параметры, подлежащие определению. Значения этих параметров 

( 0a , 1a ) определяем по методу наименьших квадратов. Суть метода состоит в том, что сумма 

квадратов отклонений расчетных значений от фактических должна быть величиной мини-

мальной: 

( ) min
1

2 →−= ∑
=

n

i
i yyl . (1.29) 

Подставляем в (1.29) исследуемую линейную зависимость: 

( ) min
1

2
10 →−−= ∑

=

n

i
ii xaayl . 

Функция l является функцией двух переменных ( 0a  и 1a ). Необходимое условие су-

ществования экстремума будет иметь вид: 
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Сократим уравнения системы на (–2): 
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Известно, что сумма разности равна разности сумм: 
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Коэффициенты 0a  и 1a  являются постоянными по отношению к суммам. Следова-

тельно, их можно вынести за знак суммы: 
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 (1.30) 

Полученная система является системой для определения неизвестных параметров 0a  

и 1a . Решая эту систему, определяем числовые значения 0a  и 1a . Подставив найденные чи-

словые значения 0a  и 1a  в рассматриваемую зависимость, получаем конечный результат. 

Пример 1.33. По данным эксперимента построить линейную зависимость 

xaay 10 += . 

x 1 2 3 4 5 

y 0 1 2 3 5 

 

Решение. Построим исходные точки на плоскости (рис. 6.1). Соответствующая лома-

ная линия близка к отрезку прямой. 

 
Рис. 1.6 

По исходным данным имеем: 

∑∑∑∑ ===== 45;11;55;15;5 2
iiiii xyyxxn . 

Подставляем эти данные в систему (6.2) 
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Умножим первое уравнение на (–3): 

4,1
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2,11511

5

1511
2,1
1210
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334515 1
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=+
−=−− a

a
a

a
aa
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. 

Подставляем найденные числовые значения 0a  и 1a  в функцию y: 

xy 2,14,1 +−= . 
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Расчетная линия показана на рисунке 6.1 пунктиром. Она близко подходит к средней 

линии. 

2. Рассмотрим параболическую зависимость (нелинейную) 
2

210 xaxaay ++= . 

Функция ( ) min
1

22
10 →−−= ∑

=

n

i
ii xaayl . 

Это функция трех переменных ( 210 ,, aaa ). Необходимое условие существования экс-

тремума будет иметь вид: 

( )( )

( )( )

( )( )
















=−−−−=
∂

∂

=−−−−=
∂

∂

=−−−−=
∂

∂

∑

∑

∑

=

=

=

.02

02

012

1

22
210

2

1

2
210

1

1

2
210

0

n

i
iiii

n

i
iiii

n

i
iii

xxaxaay
a

l

xxaxaay
a

l

xaxaay
a

l

 

Откуда 

( )

( )

( )













=−−−

=−−−

=−−−

∑

∑

∑

=

=

=

,0

0

0

1

4
2

3
1

2
0

2

1

3
2

2
10

1

2
110

n

i
iiiii

n

i
iiiii

n

i
iii

xaxaxaxy

xaxaxaxy

xaxaay

 

или  















=−−−

=−−−

=−−−

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑

====

====

===

.0

0

0

1

4
2

1

3
1

1

2
0

1

2

1

3
2

1

2
1

1
0

1

1

2
2

1
10

1

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

xaxaxaxy

xaxaxayx

xaxaay

 

Окончательно имеем 















=++

=++

=++

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑

====

====

===

.
1

2

1

4
2

1

3
1

1

2
0

11

3
2

1

2
1

1
0

11

2
2

1
10

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

xyxaxaxa

yxxaxaxa

yxaxana
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Полученная система является системой для определения коэффициентов ia . 

Пример 1.34. Построить зависимость ( )xyy =  по данным 

x 0 i 1 2 3 4 

y 0 i 2 4 1 – 1 

 

Решение. На плоскости XOY строим данные точки и соответствующую ломаную ли-

нию (рис. 1.7). 

Видно, что зависимость между x и y близка к параболической. По исходным данным 

имеем: 

∑∑∑∑∑∑∑ ======== 11;10;6;354;100;30;10;5 2432
iiiiiiiii xyxyyxxxxn . 

Подставляем в расчетную систему: 









=++
=++

=++

1135410030
101003010

630105

210

210

210

aaa
aaa

aaa
 

Решая систему, находим: 

14

17
,

35

169
,

35

41
210 ==−= aaa . 

Исходная зависимость 

2

14

17

35

169

35

41
xxy −+−= . 

 

Рис. 1.7 

Замечание. Для каждой зависимости получается своя расчетная система или уравне-

ние, т.е. каждый раз в функцию l (1.29) подставляем свою рассматриваемую зависимость. 
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2 НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

2.1 Основные понятия 

Определение. Функция ( )xF  называется первообразной функцией для функции 

( )xf , если ( ) ( )xfxF =′ . 

Теорема 2.1. Если ( )xF1  и ( )xF2  – две первообразные для ( )xf , то они могут отли-

чаться лишь на Cconst : 

( ) ( ) CxFxF =− 21 . 

Доказательство.  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) СxFxFCxfxfxFxFxFxF =−⇒=′=−=′−′=′− 212121 0;0 )(только! но , 

что и требовалось доказать. 

Следствие 2.1. Если известна какая-либо одна первообразная ( )xF  для ( )xf , то ∀ 

другая: 

( ) ( ) CxFxF +=1 . (2.1) 

Определение. Неопределенным интегралом ( )∫ dxxf  от функции ( )xf  называется 

множество всех первообразных для ( )xf . 

Из следствия 2.1 получаем 

( ) ( ) CxFdxxf +=∫ , (2.2) 

где ( )xF  – ∀ какая-либо первообразная для функции ( )xf , т.е. 

( ) ( )xfxF =′ . (2.3) 

Замечание. Согласно (2.3), вычисление интеграла (2.2) можно проверить с помощью 

производной – это, например, делается при получении следующей таблицы 

ТАБЛИЦА ОСНОВНЫХ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

)(0 число −=⋅∫ CCdx  

Cxdx +=⋅∫1  

,)2;
2

)1(
1

21

∫∫∫ +⋅=+=⋅−≠+
+

=⋅
+

Cx
x

d
C

x
dxxkC

k

x
dxx

k
k   (например,  

( )∫∫∫ +=⋅≠>+=⋅+= CedxeaaC
a

adxaCx
x

dx xx
x

x ,1,0,
ln

,ln частности в  где , 

;cossin Cxdxx +−=⋅∫  

;sincos Cxdxx +=⋅∫  
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;
cos2

Cx
x

dx
+=∫ tg  

;
sin2

Cx
x

dx
+−=∫ ctg  

),
1

,(;
1

222
Cx

x

dx
C

x

axa

dx
+=

+
+⋅=

+
∫∫ arctgчастности в

a
arctg  

),
1

1
ln

2

1

1
,(ln

2

1
222

C
x

x

x

dx
C;

xa

xa

axa

dx
+

−

+
⋅=

−
+

−

+
⋅=

−
∫∫ частности в  

),arcsin
1

,(arcsin
222

Cx
x

dx
C;

a

x

xa

dx
+=

−
+=

−
∫∫ частности в  

Caxx
ax

dx
+±+=

±
∫ 22

22
ln , 

;chsh Cxdxx +=⋅∫  

;shch Cxdxx +=⋅∫  

;th
ch2

Cx
x

dx
+=∫  

Cx
x

dx
+−=∫ cth

sh2
. 

Здесь: 
x
xx

x
xxeexeex

xxxx

sh
chcth;

ch
sh;

2
ch;

2
sh ==

+
=

−
=

−−
th . 

Замечание 1. Во всех формулах букву «х» можно поменять в обеих частях на любую 

функцию ( ) ( ) ( )stx ϕϕϕ ,,  и т.д., имеющую производную, например: 

а) в формуле ( ) ( ) ( ) CeedeexCxdxx xxxx +=⋅→+=⋅ ∫∫ sincos:;sincos ; 

б) ( ) ( ) ( )∫ +=→ Cttdttx lnsinlnlncos:ln ; 

в) ( ) ( ) ( )∫ +=→ Cssdssx 5555 sincos: . 

Замечание 2. При дифференцировании элементарной функции получается также 

элементарная функция; при интегрировании – не всегда (говорят: «интеграл не берется»). 

Например:  

∫ − dxe x2
 – «интеграл Пуассона» – «не берется»; 

( ) ( )∫∫ dxxdxx 22 sin;cos  – «интеграл Френе»; 
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∫ dx
xln

1
 – «интегральный логарифм»; 

∫∫ dx
x

x
dx

x

x cos
;

sin
 – «интегральные  синус и косинус» – тоже не берутся. 

2.2 Основные свойства неопределенного интеграла 

1. а) ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫ ; 

б) ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫ . 

2. ( ) ( ) Cxxd +Φ=Φ∫ . 

3. а) ( ) ( )∫∫ α=α dxxfdxxf ; 

б) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+ dxxfdxxfdxxfxf 2121 . 

4. Если  

( ) ( ) CxFdxxf +=∫ ,  (2.4) 

то ( ) ( ) CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫
1

. 

5. Если ( )xϕ  имеет производную, то  

( )( ) ( )( ) ( )( ) CxFxdxf +ϕ=ϕϕ∫ ; ( )xF  – первообразная для ( )xf . (2.5) 

Доказательства.  

1. а) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )xfxFCxFdxxf =+′=′+=
′

∫ 0 ; 

б) ( )( ) ( )( ) ( )dxxfdxdxxfdxxfd =
′

= ∫∫ . 

2. ( ) ( ) ( ) Cxdxxxd +Φ=Φ′=Φ ∫∫ . 

3. а) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫ α=+α=+α=α dxxfCxFCxFdxxf 1 ; 

б) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) =+++=++=+∫ 22112121 CxFCxFСxFxFdxxfxf   

( ) ( )∫∫ += dxxfdxxf 21 . 

4. Если ( ) ( )xfxF =′ , то ( ) ==+′ функции сложной от йпроизводно правилоbaxF  

( ) ( ) ( ) abaxfbaxbaxf ⋅+=′+⋅+=  ( ) ( )baxfbaxF
a

+=
′









+⋅⇒

1
, т.е. для ( )baxf +  первооб-

разной служит функция ( )baxF
a

+⋅
1

. 
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5. ( )( )( ) ( )( ) ( )xxf
dx
d

d
dFxF ϕ′⋅ϕ=

ϕ
⋅

ϕ
=′ϕ . Значит, первообразной функцией для функции 

( )( ) ( )xxf ϕ′⋅ϕ  служит функция ( )( )xF ϕ , т.е. 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) CxFxdxfdxxxf +ϕ=ϕ⋅ϕ=⋅ϕ′⋅ϕ ∫∫ . (2.6) 

Формула (2.6) называется формулой поднесения ( )xϕ′  под знак дифференциала. 

Пример 2.1.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxdxxddxxdx
xx

dx
x

dxx +=⋅==′=⋅==⋅ ∫∫ lnsinlnlncoslnln1lncos , т.к. 

Cxdxx +=⋅∫ sincos . 

Пример 2.2.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .sin
5
1cos

5
1

5
1cos

5
1
5

cos 55555
54

45
45 Cxxdxxdxxddxx

dxxdx
dxxx +====

=

=
= ∫∫∫ таблица  

Пример 2.3.  

( ) ( ) ( ) Ceedededxedxee xxxxxxx +===== ∫∫ sincoscos таблица . 

2.3 Замена переменной в неопределенном интеграле 

Теорема 2.2. Пусть ( )tx ϕ=  – непрерывная функция; ( )tϕ′  – тоже непрерывная; ( )tϕ  

имеет обратную функцию. Тогда: 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf  – (2.7) 

формула замены переменной. 

Доказательство. Проверим, что равны производные по x от обеих частей (2.7): 

а) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )xfxFCxFdxxf x =′=′+=
′

∫ ; 

б) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )xftf
t

ttfdtttf x =ϕ=
ϕ′
⋅ϕ′ϕ=

′
ϕ′ϕ∫

1 ; 

⇒ производные а) и б) – равны ⇒ формула (2.7) – верна, ч.т.д. 

Пример 2.4. Вычислить ∫ − dxx21 . 

Решение.  

( )

==⋅⋅=

==
==−

⋅=
=

=− ∫∫ dttt

t
tx

dttdx
tx

dxx coscos

cos
cos1

;cos
;sin

1 2
2

четверть I что считаем,

 :замена
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( ) ( ) ( )

( ) .arcsin2sin
4
1arcsin

2
1arcsin

2sin
4
1

2
1

2
22cos1

2
12cos1

2
1

Cxxxt

Ctttdtdtdtt

++===

=++=





 ⋅+⋅=+= ∫∫∫

 

2.4 Формула интегрирования по частям в неопределенном интеграле 

Теорема 2.3. Если ( ) ( ) ( ) ( )xvxuxvxu ′′ ,,,  – непрерывные функции, то  

∫∫ ⋅−⋅=⋅ duvvudvu . (2.8) 

Доказательство.  

1) 

( ) ( )
( )

∫∫
∫

∫∫∫

⋅+⋅=+⋅⇔

+⋅=⋅

⋅+⋅=⋅⇒⋅+⋅=⋅

duvdvuCvu

Cvuvud

duvdvuvudduvdvuvud

 

2) Выражая отсюда ∫ ⋅dvu , получим формулу (2.8), ч.т.д. 

Пример 2.5. 

( )
( )

Cxxxdx
x

xxx

xv

dx
x

du

xdvxdx
xux

xdxx +−=⋅⋅−⋅=⊗

=

=⇒

=
=

⊗= ∫∫ 4
ln

2
1

22
ln

2

1

ln

ln
2222

2

. 

Пример 2.6. 

( ) ( ) Cxxedxex xx +−−==−∫ 121 22 !!частям! по раза два  

Практические рекомендации 

1. Интегралы, содержащие в качестве множителя в подынтегральной функции 

( )2arcsin,arctg,arccos,arcsin,ln xxxxx  и т.д. (а оставшаяся часть подынтегральной функции 

– это производная от некоторой известной функции), удобно интегрировать по частям, по-

ложив ( ) xxu ln=  (или соответственно xarcsin  и т.д.), а за ( )xdv  – все оставшееся под инте-

гралом. 

2. Интегралы ( ) ( )∫∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ dxxdxxdxbxedxbxe axax lncos,lnsin,sin,cos  находятся, ес-

ли два раза применить формулу интегрирования по частям, обозначить интеграл через I и 

затем решить уравнение относительно I. 

Пример 2.7. Вычислить ( )∫ ⋅dxxlnsin  

Решение. Обозначим интеграл I; 
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) Ixxxdx
x

xxxxx

xv

dx
x

xdudxdv

xu

dxxxx

dx
x

xxxx

xv

dx
x

xdudxdv

xu
I

−⋅−=⋅⋅−⋅+⋅−=

=

=

⋅⋅−=⇒=

=

=⋅−⋅=

=⋅⋅⋅−⋅=

=

⋅⋅=⇒=

=
=

∫

∫

∫

lncoslnsin1lnsinlncoslnsin

1lnsin

lncos

lncoslnsin

1lncoslnsin1lncos

lnsin
частям по минтегрируе

 

Из полученного равенства находим искомый интеграл I: 

( )( ) ( )( ) CxxxI +−= lncoslnsin
2

1
. 

2.5 Разложение рациональных функций в сумму простейших рациональных дробей.  

Интегрирование рациональных функций 

2.5.1 Основные понятия. Разложение рациональных дробей в сумму простейших 

дробей 

Определение. Рациональной функцией (дробно-рациональной функцией, рациональ-

ной дробью) называется отношение 

( )
( )
( )xQ

xP
xR =   

двух многочленов. 

Определение. Рациональная дробь называется правильной, если степень числителя 

( )xP  меньше степени знаменателя ( )xQ . В противном случае дробь называется неправиль-

ной. 

Неправильная дробь путем деления (например, «уголком») приводится к сумме неко-

торого многочлена (частного от деления) и правильной дроби. 

Пример 2.8. Представить дробь 
3

523
2

24

+−

−+−

xx

xxx
 в виде суммы многочлена и пра-

вильной дроби (т.е. «выделить правильную часть дроби»). 

Решение. Производим деление «уголком»: 
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( )

( )

( )

133
3

28

3

57

933

5243

333

523
2

2

2

2

23

23

234

24

−+
+−

−
−−−

−+−−

−−−

+−−

−+−

+−−

−+−
xx

xx

остаток
x
xx

xx

xxx

xxx

xxx

xxx

 

В результате имеем: исходная дробь – 
3

28133 2
2

+−
−−

+−+
xx

xxx . 

Теорема 2.4. Пусть функция ( )
( )
( )xQ

xP
xR =  – правильная рациональная дробь, знаме-

натель которой разложен в произведение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )µλ
++⋅⋅++⋅−⋅⋅−= srxxqpxxbxaxxQ lk 22   

степеней линейных ( ) ( )bxax −− ,,  и квадратичных функций srxxqpxx ++++ 22 ,, .  

Тогда существует единственное представление этой дроби ( )xR  в виде суммы простей-

ших дробей: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
.

212

22

2

11

1212

22

2

11

1
21

1
21

srxx

TxR

srxx

TxR

srxx

TxR
qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM
bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A
xR l

ll
k

kk

++

+
++

++

+
+

++

+
+

++
++

+
++

++

+
+

++

+
+

+
−

++
−

+
−

++
−

++
−

+
−

=

µµ
−µµ

λλ
−λλ

−−







 (2.9) 

Без доказательства.  

2.5.2 Правило отыскания коэффициентов ,,, kji MBA  

1. Привести сумму в правой части (2.9) к общему знаменателю. 

2. Записать равенство числителей дробей слева и справа. 

3. Приравнять коэффициенты многочленов-числителей при одинаковых степенях x. 

4. Получится система линейных алгебраических уравнений относительно этих коэф-

фициентов; решая эту систему, находим нужные коэффициенты. 

Замечание. Кроме (или вместо п. 3) можно поступить так: в указанные многочлены-

числители (п. 2) подставить числа 21, xxxx == , получить несколько уравнений относитель-

но искомых коэффициентов. 
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Пример 2.9. Разложить в сумму простейших дробей: ( )
( ) ( )11

242
22

23

++−

+++
=

xxx

xxx
xR . 

Решение. 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) .

11

1111

111

22

222

22

++⋅−

−++++−+++
=

==
++

+
+

−
+

−
==

xxx

xNMxxxxBxxA

xx

NMx

x

B

x

A
xR

юзнаменател
общему к

 теоремепо

 

Приравниваем числители: 

( ) ( ) ( )( )
.24222

;2421211
2322332

23232

+++=+−++−+−+++

+++=+−++−+++

xxxNNxNxMxMxMxBBxAAxAx

xxxxxNMxxBxxA  

Приравниваем коэффициены слева и справа при одинаковых степенях x: 

система











=+−
=−+
=+−

=+

2:
12:
42:

2:

0

1

2

3

NBAx
NMAx
NMAx

MBx

. 

⇔ Решаем систему методом Гаусса; ее расширенная матрица∼ 

.

1
1

2
4

1000
1100

0110
1201

3

;
3

3
3

2
4

3000
3300

0110
1201

0
3

2
4

0300
3300

0110
1201

2
3

2
4

0210
3300

0110
1201

2
1
2
4

1011
2101

0110
1201

2
1
4
2

1011
2101

1201
0110

4

3

3424

14

13
21























−−

−
⇔⇔























−−

−
⇔−⇔





















−−

−

⇔+⇔

⇔





















−
−

−
−

−

⇔
−
−

⇔
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S
NMBA
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NMBA

 

Восстановим систему уравнений по полученной матрице: 










=
−=−

=+
=+−

1
1

2
42

N
NM

MB
NMA

 , откуда 

.341042
22
01

1

=+−=+−=
=−=
=−=

=

NMA
MB

NM
N

 

Вернемся к началу решения: ( )
( ) 1

1

1

2

1

3
22 ++

+
−

+
−

=
xxxx

xR . 
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2.5.3 Интегрирование простейших рациональных дробей 

Определение. Простейшими рациональными дробями называются дроби: 

1) 
ax

A

−
; 2) 

( )kax

A

−
; 3) 

qpxx

BAx

++

+
2

; 4) 
( )kqpxx

BAx

++

+
2

, 

где A, B, a, p, q, k – заданные числа; 042 <−= qpD  – дискриминант квадратного трехчлена, 

,4,3,2=k . 

Вычислим интегралы от этих функций: 

1) 
( )

RCCaxA
ax

axd
A

ax

dx
Adx

ax

A
∈+−=

−

−
=

−
=

−
∫∫∫ ,ln . 

2) 
( )

( )
( )

C
k

ax
AdxaxAdx

ax

A k
k

k
+

+−

−
=−=

−

+−
−∫∫

1

1

. 

3) =
++

+
∫ dx

qpxx

BAx
2

 

( ) ( )

.21
22

ln
2

2
1

2
ln

2

222
12

2

,
2

,
2

;0
4

4;
2

4
4

2222
2

2
2

22

2222

22
22

2222

22

2
22

2

2222
22

C
a

px

a
ApBapxA

pxtC
a
t

a
ApBatA

at
dtApB

at
atdAatdtdt

at

ApB

at
tdtA

dt
at

BptA

dtdxptxtpx

Dpqaapx

pqpxqpppxxqpxx

+
+







 −++






 +=

=+==+





 −++=

=
+







 −+

+
+

=+==
+

−
+

+
=

=
+

+





 −

=

=−==+

>−=
−

=+





 +=

=
−

+





 +=+






−






++=++

=

∫∫∫∫

∫

arctg

arctg

 заменим

 где

 

4) 
( )

=

=−==+

<−=<−=
−

−=−=

+





 +=+−






 +=++

=
++

+ ∆

∫

dtdxptxtpx

qpDqppqa

apxqppxqpxx

dx
qpxx

BAx
k

;
2

;
2

;04;0
44

4
4

,
222

2
22

2

2
222

2

2

:замена

Dт.к.где  
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( ) ( ) ( )
=

+

⋅






 −+

+
=

+

+





 −

= ∫∫∫ kkk
at

dtApB
at

Atdtdt
at

BptA

222222

1
2

2  

( ) ( ) k
k

I
Ap

Batdat
A

⋅







−+++= ∫

−

22
2222  (2.10) 

( ) ( ) ( )
=














+

−
+

+
+

=
+

−+
=

+
= ∫∫∫∫ dt

at

tdt
at
ta

a
dt

at

tta
a

dt
at

I kkkk 22

2

22

22

222

222

222

111Здесь  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

=

+−
+

=

+=

⋅+===
=

















+

⋅⋅
−=

+−

−

− ∫

1

,2

2;;2
2
1

1

122

22

22

2212

k
attv

atdtdt

tdtattdvdtdutut

-

at

dttt
I

a
k

k

kk

частям по  интеграле В

 

( ) ( )
=

+−
+

+
+−

⋅+
⋅−= ∫

+−+−

− dt
k
at

ak
tat

a
I

a

kk

k 12
1

12
11

122

2

122

212  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 122212

12222

122

12

12

1

12

1
1

1

1

12

1

12

1

−−

−

+−

−

+−

⋅
+











−
−=

=
+−

−
−

⋅+
+= ∫

kk

k

k

k

atka

t
I

ka

dt
atkaka

tat
I

a
 

Окончательно 

( )( ) ( )
;4;3;2,

12

321

12
121222

=⋅
−

−
⋅+

+−
= −− kI

k

k

aatka

t
I kkk . (2.11) 

В силу рекуррентной формулы (2.11): вычисление kI  сводится к 1−kI ; 1−kI  – к 2−kI ; 

и т.д.; 2I  – к 1I . Но:  

∫ +==
+

= C
a

t

aat

dt
I arctg

1
!!!

221 , (2.12) 

поэтому последовательно находим kII ,,1  . 

Пример 2.10. Найти интеграл 
( )∫

++

+
= 22 62

52

xx

x
I . 

Решение. 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
+

+−
=

=−===+

+=++=+++=++= ∫ dt
at

t

dtdxtxatx

atxxxxxI 222

222222 512

;1;5;1

,5151262

где
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( ) ( )
( ) ( ) =++⋅+=

+
+

+
= ∫∫∫

−
2

22222
222222

332 Iatdat
at

dt

at

tdt  

( )
2

1222
3

12
I

at
+

+−

+
=

+−

, (2.13) 

где ( ) ( ) 1212222222 12
3221

12
2 I

aata

tk
at

dtI ⋅
⋅
−⋅

⋅+
−⋅⋅

===
+

= ∫  где (3.3), ф. по ; (2.14) 

C
a

t

aat

dt
I +=

+
= ∫ arctg

1
221 . 

Зная 1I , из (2.13) и (2.14) имеем: 

( )
( )

( ) .
5
1arctg

510
3

6210
13

62
1

62

;5;1
arctg1

2
11

2
31

22

222222222

Cx
xx

x
xx

xxat

axt
C

a
t

aaata
t

at
I

+
+

+
++

+
+

++
−=

=
++=+

=+=
=+








⋅⋅+

−
+

+
−=

 

2.6 Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические  

и иррациональные функции, методом рационализации 

2.6.1 Интегрирование тригонометрических функций 

Определение. Рациональной функцией ( )cbaR ,,,   аргументов cba ,,,   называется 

отношение 

( )
( )
( )cbaQ

cbaP
cbaR

,,,

,,,
,,,




 =  

двух многочленов P и Q от указанных аргументов. 

Пример 2.11. Функция ( )yxR
yxyx

yxy
,

355

410
23

3
=

−+−

++
 – рациональная функция от yx, . 

Пример 2.12. Функция ( )3
3

3
,

327

853
xxR

xx

xx
=

−+

−+
 – рациональная функция от аргу-

ментов x  и 3 x . 

Пример 2.13. Функция ( )xxR
x

xx
cos,sin

3sincos7

4sin3cos2
2

2
=

−⋅

+−
 – рациональная функция от 

аргументов xsin  и xcos . 

Рассмотрим интеграл  

( ) IdxxxR =∫ cos,sin . (2.15) 
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1) Универсальная тригонометрическая подстановка 

2
tg

x
t =  (2.16) 

рационализирует интеграл (2.15), т.е. сводит его к интегралу от некоторой рациональной 

функции аргумента t. 

При этом: 

22

2

2 1

2
;

1

1
cos;

1

2
sin

t

dt
dx

t

t
x

t

t
x

+
=

+

−
=

+
= . (2.17) 

2) Другие тригонометрические подстановки 

1. Пусть в интеграле (2.15) функция R обладает свойством 

( ) ( )xxRxxR cos;sincos;sin −=−  (2.18) 

– «нечетность R относительно xsin ». Тогда в интеграле (2.15) удобна подстановка 

xt cos= ; в итоге получается интеграл от некоторой рациональной функции нового аргумен-

та t. 

2. Если в интеграле (2.15) будет  

( ) ( )xxRxxR cos;sincos;sin −=−  (2.19) 

– «нечетность R по аргументу xcos », то удобна подстановка xt sin= . 

3. Если же выполняется условие 

( ) ( )xxRxxR cos;sincos;sin =−−  (2.20) 

– «одновременная четность по xsin  и xcos », то удобна рационализирующая подста-

новка xt tg= . При этом следует учесть, что 

222
2

2

2
2

1
;

1
cossin;

1

1
cos;

1
sin

t

dt
dx

t

t
xx

t
x

t

t
x

+
=

+
=

+
=

+
= . 

Пример 2.14.  

( )

=+





 +

==






 −

++
=

+
+

+=

=

=

=
+

∫∫

∫

Ct
tt

dt

t
t

t
dt

xt

xxR

x
dx

22
13arctg

2
1

323
2

1
23

1
2

2
tg

cos,sin

sin3

2

2

2


функции ойрациональн
 от интеграл  это

 (2.17); формулы применяем

(2.16);у подстановк трическую тригономенуюуниверсаль делаем
ями;особенност обладает не  функция льнаяподынтегра
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.
22

1
2

tg3
arctg

2
1

2
tg C

x
xt +















 +
===  

Пример 2.15. =∫
x

dx

cos
 

( ) ( )

.
sin1
sin1ln

2
1

1
1ln

2
1

1

sin1
sin

cos
coscos

cos
1cos,sin

2

22

∫

∫∫

+
−
+

=+
−
+

=
−

=

=
−

==
=⇒

−=
=

C
x
xC

t
t

t
dt

x
xd

x
xdx

t

x
x

xxR
 

sinx аподстановк

 понечетная

 

Пример 2.16.  

( )

( ) ( )

( )

.tgarctg1arctg11

1

tg
tg

tg
cos

cos
sincos

;tgcosxsin
sincos

1cos,sin

sincos

22222222222

2

2

2
222

2222

2222

C
a

xb
ab

C
a
bt

ab

abt

btd
b

tba
dt

xba
xd

xba
x

dx

x
xbax

dx

xtx
xbxa

xxR

xbxa
dx

+=+⋅⋅=

=
+

=
+

=
+

=
+

=











+

=

==⇒−
+

=

=
+

∫∫∫∫∫

∫
анияпреобразов ельныеподготовит делаем

 аподстановк и  по четная ноодновремен 

 функция льнаяподынтегра

 

3) Некоторые частные случаи интегралов от тригонометрических функций 

1. ∫ ⋅⋅ dxxx nm cossin  (m, n – целые числа, причем хотя бы одно – нечетное). 

• Если n – нечетное, то делают подстановку xt sin= . 

• Если m – нечетное, то берут xt cos= . 

Пример 2.17.  

( ) ( ) ( ) .
3

sin
3

sin
33

sinsin1sin

coscossin
sin

cossin

5353
4222

2232

CxxCttdtttxdxx

dxxxx
xt

dxxx

+−=+−=−=−⋅=

=⋅⋅⋅=
=

−
=⋅⋅

∫∫

∫∫  аподстановк
нечетное  3 число

 

2. В интеграле ∫ ⋅⋅ dxxx nm cossin  числа m и n – оба четные натуральные числа. В 

этом случае производится понижение порядков степеней по формулам 

( ) ( )xxxx 2cos1
2

1
cos;2cos1

2

1
sin 22 −=−= . 
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Пример 2.18.  

( ) ( ) ( )( ) =+−=





 −=−== ∫∫∫ dxxxdxxxxxdx 2cos2cos21

4
12cos1

2
12cos1

2
1sinsin 2

2
24  

( ) .4sin
32
12sin

4
1

8
3

4cos1
2
12cos2 Cxxx

xx
++−==

+=
= 

:степень" понижаем" снова
 

3. Интегралы вида 

∫∫∫ βα=βα=βα= xdxxIxdxxIxdxxI coscos;sinsin;cossin 321  

удобно проинтегрировать, применив соответственно формулы: 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )bababa

bababa

bababa

−++=

+−−=

−++=

coscos
2

1
coscos

;coscos
2

1
sinsin

;sinsin
2

1
cossin

 

2.6.2 Интегрирование дробно-линейных иррациональностей 

Интегрирование дробно-линейных иррациональностей – это поиск интгралов вида 

∫ 





















+

+









+

+









+

+
dx

dcx

bax

dcx

bax

dcx

bax
xR

nrrr

;;;;
21

 , 

где R – рациональная функция своих аргументов; ∈,,,, dcba  множеству действительных чи-

сел; Qrrr n ∈,,, 21   (т.е. являются рациональными числами – отношениями двух целых чи-

сел). 

Такие интегралы преобразуются к интегралу от рациональной функции с помощью 

подстановки 

qt
dcx

bax
=

+

+
, 

где q – наименьший общий знаменатель дробей nrrr ,,, 21  . 

Частные случаи 

• ( ) ( ) ( )( )∫ +++ dxbaxbaxbaxxR nrrr ;;;; 21   рационализируется с помощью подста-

новки qtbax =+ , где q – наименьший общий знаменатель дробей nrrr ,,, 21  . 

• при 0;1 == ba : ( )∫ dxxxxxR nrrr ;;;; 21   рационализируется подстановкой qtx = , 

где смысл числа q такой же, как и в предыдущем случае. 
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Пример 2.19. =⋅
−

+
∫

x

dx

x

x
3

1

1
 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )( ) −+−

−=

−
+

−

−

⋅=

=

−

−
=⋅⋅−⋅−⋅=

−+=
−
+−

=
−
+

=+−=−−

−−=−−=+=
−
+









−
+

=

∫ ∫

−

−

11
6

1
1

1

6

.
1

63112

;121
1

21
1
1;11

;111
1
1

.
1
1

33

3

3

3

23

2

23

2
223

13
3

3

3

3
33

3333

3/1

tt
dtt

t
t

dt
t

t

t

dt
t

tdtttdx

t
t

t
t
txttx

txtx;xtx;t
x
x

x
x

  :аПодстановк

 содержит функция льнаяПодынтегра

 

– получен интеграл от рациональной функции аргумента t. 

Пример 2.20.  

( )

( )
=

=+==−

⇒−−
=⋅

−+
−+

∫
.3;3

2
1;32

.
2
1

3
132

321
32

566

3

dttdxtxtx

x
dx

x
xx  :аПодстановк и  степени в

 

( )
−⋅⋅

+

++
= ∫ dtt

t

tt
5

3

26

3
1

3
2

1

интеграл от рациональной функции аргумента t. 

Пример 2.21.  

=
===

⇒−
=⋅

+
+

∫
.4;;

.1
34/14

2/14/14

dttdxxttx

xx
dx

xx
x

:аПодстановк

 и интегралом Под
 

−⋅
+

+
=⋅⋅

+

+
= ∫∫ dt

t

tt
dtt

tt

t

1
44

1
2

2
3

24
интеграл от рациональной функции аргумента t. 

2.6.3 Биномиальный дифференциал и его интегрирование 

Определение. Биномиальным дифференциалом называется выражение 

( ) dxbxax
pnm ⋅+⋅ , 

где QpnmRba ∈∈ ,,;, . 
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Теорема 2.5 (Чебышева). Интеграл 

( )∫ ⋅+⋅ dxbxax
pnm  (2.21) 

от биномиального дифференциала можно выразить через элементарные функции только в 

следцующих трех случаях: 

I. Zp∈ . 

II. Z
n

m
∈

+1
. 

III. Zp
n

m
∈+

+1
. 

(Z – множество целых чисел). 

Причем рационализирующие подстановки Чебышева таковы: 

I. qtx = , где q – наименьший общий знаменатель дробей m и n. 

II. sn tbxa =+ , где s – знаменатель дроби p. 

III. s
n

n
t

x

bxa
=

+
, где s – знаменатель дроби p. 

Пример 2.22.  

( )
( ) ( )

=

−
=+⇒

−
=

−
+−

=
−

+=

=+⋅⋅−−=−=

−
==+=

+

∈=+
+

=−===

=⋅+⋅=
+ −−

−
∫∫

4 4
4 4

4

4

4

4

4

434/544/14

4
44

4
4

4

4

4/140
4 4

1
1

11
11

1
11

1;41
4
1;1

;
1

1;11;1

;01;4;
4
1;4;0

1
1

t

tx
t

t
t

t
t

xdtttdxtx

t
xt

x
t

x
x

Zp
n

mspnm

dxxx
x

dx
 аподстановк

 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

+
+

=
+

=
+

==+−−++=

=
−
−−

+
+
+

+==
+−
++−

+=

=
+−
+−

⋅+−=
−

+
+

−=
+−
++−

=

=
+−
+−

=
+−

=
−

−
=

−

−−
=

∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫ ∫∫
−

x
x

x
x

x
xtCttt

t
td

t
tdtdt

tt
ttt

dt
tt

ttt
t

dt
t

dtdt
tt

tt

dt
tt

tdt
tt

t
t

dtt

t

t
dttt

4 44 4
4

4

4

2222

22

22

2

22

2

4

2

4 4

4/543

1atrctg
2
1111ln

4
11ln

4
1atrctg

2
1

1
1

4
1

1
1

4
1atrctg

2
1

11
11

4
1atrctg

2
1

11
2

2
1

2
1atrctg

2
1

12
1

12
1

11
11

2
1

11
112

2
1

111
1

13



 

.11ln
4
111ln

4
1 4 44 4

C
x

x
x

x
+

+
−−

+
++  
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Пример 2.23. =















+=

+
∫∫

−
dxxx

x

x 3

1

4

1

2

13 4
1

1
 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) .131
7

1212112

112
1

1;314

;1;1

2
4/1
2/11;

3
1;

4
1;

2
1

3/443/743633

332
23

23233

4334

Cxxdtttdttt

dttt
t

t

txdtttdx

txtx

n
mpnm

++−+==−=−=

=⋅−⋅⋅
−

=

−=⋅⋅−⋅=

−==+

−==
+

==−=

=

∫∫

∫



 Чебышева аПодстановк

число. целое

 

2.6.4 Интегралы от квадратичных иррациональностей ∫ 




 ++ dxcbxaxxR 2;  

При вычислении таких интегралов удобно применять так называемые рационализи-

рующие подстановки Эйлера: 

I. подстановка Эйлера. Если 0>a , то полагают 

txacbxax +⋅±=++2 ; 

II. подстановка Эйлера. Если 0>c , то делают подстановку 

ctxcbxax ±⋅=++2 ; 

III. подстановка Эйлера. Если существует корень 0x  квадратного трехчлена, то берут 

( ) txxcbxax ⋅−=++ 0
2 . 

2.6.5 Тригонометрические подстановки при интегрировании иррациональностей 

I В интегралах вида ∫ 




 − dxxaxR 22;  делают подстановку tax sin=  или tax cos= . 

II В интегралах ∫ 




 + dxxaxR 22;  берут tax tg=  или tax ctg= . 

III В интегралах ∫ 




 − dxaxxR 22;  делают замену переменной 

t

a
x

cos
=  или 

t

a
x

sin
= , t – новая переменная. 

В итоге исходный интеграл приводится к интегралу от тригонометрического выраже-

ния, а полученный интеграл вычисляется ранее описанными способами. 



53 

Замечание. Интегралы вида 

( ) ( )

( )
,

2

2

2

2
2

2
2

2

22

222

∫∫

∫∫∫

++








−+

++

+
=

=
++









−++

=
++

+−+
=

++

+

cbxax

dx

a

kb
l

cbxax

dxbax

a

k

dx
cbxax

a

kb
lbax

a

k

dx
cbxax

lbbax
a

k

cbxax

lkx

 

а далее в I интеграле производится поднесение под знак дифференциала, а во II – в квадрат-

ном трехчлене выделяется полный квадрат. 

Пример 2.24.  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) .41212ln
4

17544
4
3

41212ln
4

17

1
2
1

544
8
3

212

12
2
1

2
17544544

8
3

5112222
1748544

8
3

544

4
8
3748

8
3

544

7448
8
13

544

73

22

2
1

2
1

2

22
22

1
2

2
2
1

2

222

Cxxxx

Cxxxx

x

xd
xxdxx

xx

dxdxxxx

dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

+




 ++++−++=

=+




 ++++−

+−

++
⋅=

==
++

+
−++⋅++=

=
++⋅⋅+

−+⋅++=

=
++

⋅−−+
=

++

−−+⋅
=

++

−

+−

−

−

∫∫

∫∫

∫∫∫

интегралов
 таблицепо

 

2.6.6 Примеры на подстановки Чебышева 

1) ( ) ( )
( ) ( )

=

⋅⋅−=−==+

=+⇒

⇒∈=
+

−==−=

=+=
+

−

−−∫∫

dtttdxtxtx

tx

Z
n

mpnm

dxxx
xx

dx

25
4

35
1

33 5

353
1

51
3 5

31
5
1;1;1

;1

01;
3
1;5;1

1
1

 :Чебышева аподстановк II   

( )

( )
.

15

3

1

31
5

1

3
5

1
3

2
5

4
3

∫ ∫
−

=

⋅−

⋅⋅−
=

−

t

tdt

tt

dttt
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2) ( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( ) ;

11

11

11111 2

2

223 ++−

−++++
=

++

+
+

−
=

++−
=

−
=

ttt

tCBtttA

tt

CBt

t

A

ttt

t

t

t
tR  

( ) ( )( )

( )

( )( ) ( ) ;
3

1

3

2
;

3

2

3

4

2

1
1

2

1
;12;1

;
3

1
;011;0

;
3

1
;13;1

;112

−=−==⋅=+=−−=−−+−=

==−⋅+⋅=

==⋅=

=−++++

CBABCBCAt

CCAt

AAt

ttCBtttA

 

3) ( )
( )

=
++

−−+
⋅−

−
⋅=

++

−
⋅−

−
⋅=

++

+−
+

−
=

1

1112
2

1

3

1

1

1

3

1

1

1
2

2

3

1

1

1

3

1

1
3

1

3

1

1

3/1
222 tt

t

ttt

t

ttt

t

t
tR  

( );
1

2

3

3

1

1

12

6

1

1

1

3

1
22

tR
tttt

t

t
=

++

−
⋅−

++

+
⋅−

−
⋅=  

4) ( )
( )

=











+








+

⋅+
++

+
−

−
===

+
∫ ∫∫∫∫ 2223 5

2

3

2

12

3

5

1

1

12

10

1

15

1

5

3

1
t

dt

tt

dtt

t

dt
dttR

xx

dx
  

( )  =













+==+

⋅





 +

⋅⋅+++−−== 3
1

52 1
3

2
2
1

arctg
3

2
10
31ln

10
11ln

5
1 xtC

t
ttt  
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3 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

3.1 Понятие определенного интеграла 

Пусть функция ( )xf  определена на отрезке [ ] baba <,, . Разобьем этот отрезок на n 

произвольных частей точками bxxxxxxxa niii =<<<<<<<<= +−  11210 . В каждом из 

полученных отрезков [ ]ii xx ,1−  выберем произвольную точку ( )iiii xx ≤ξ≤ξ −1  и найдем зна-

чение функции в ней ( )if ξ . Через ix∆  обозначим разность 1−− ii xx , которую будем называть 

длиной частичного отрезка [ ]ii xx ,1− . Составим сумму 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

∆ξ=∆ξ++∆ξ+∆ξ=
n

i
iinn xfxfxfxfS

1
2211  . (3.1) 

Сумма вида (3.1) называется интегральной суммой для функции ( )xf  на отрезке [ ]ba,  

для данного разбиения и данного выбора точек iξ . 

Обозначим через λ длину наибольшего частичного отрезка разбиения: { }i
ni

x∆=λ
= ,1

max . 

Определение. Если существует конечный предел I интегральной суммы (3.1) при 

0→λ , то этот предел называется определенным интегралом от функции ( )xf  по отрезку 

[ ]ba,  и обозначается следующим образом: 

( ) ( ) ( )∑∫∫
=→λ

∆ξ==
n

i
ii

b

a

b

a
xfdxxfdxxfI

10
limили . (3.2) 

В этом случае функция ( )xf  называется интегрируемой на [ ]ba, , числа a и b называ-

ются соответственно нижним и верхним пределами интегрирования, ( )xf  – подынтеграль-

ной функцией, x – переменной интегрирования. 

Рассмотрим более подробно предельный переход в формуле (3.2). Предположим, что 

отрезок [ ]ba,  последовательно разбивают на части сначала одним способом, потом другим и 

т.д. В результате получена последовательность { }kτ  таких разбиений и соответственно по-

следовательность интегральных сумм { }kS , где интегральные суммы зависят от λ. И опреде-

ление определенного интеграла можно дать следующим образом: функция ( )xf  называется 

интегрируемой на [ ]ba, , если для любой последовательности разбиений { }kτ , у которой 

0lim =λ
∞→

k
k

 соответствующая последовательность интегральных сумм { }kS  стремится всегда 

к одному и тому же пределу k
k

SI
∞→

= lim . 

Пример 3.1. Используя определение, вычислить интеграл ∫cdx , где c – некоторое 

число. 
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Решение. Разобьем отрезок [ ]ba,  на n произвольных частей точками 

bxxxxa n =<<<<= 210  и составим интегральную сумму S вида (3.1). Так как подынте-

гральная функция постоянна и равна c для любой промежуточной точки iξ , то 

( )abcxcxcxcxcxcS
n

i
i

n

i
in −=∆=∆=∆++∆+∆= ∑∑

== 11
21  , т.е. S равна постоянному числу и, 

следовательно, ее предел при 0→λ  равен этому же числу, и, соответственно, 

( )abccdx
b

a
−=∫ . 

3.2 Геометрический и физический смысл определенного интеграла 

3.2.1 Площадь криволинейной трапеции 

Пусть на отрезке [ ]ba,  задана непрерывная функция ( ) 0≥= xfy . Фигура, ограничен-

ная сверху графиком функции ( )xfy = , снизу – осью OX, сбоку – прямыми ax =  и bx =  

называется криволинейной трапецией. Найдем площадь этой трапеции. 

Для этого разобьем отрезок [ ]ba,  на n произвольных частей точками 

bxxxxxxxa niii =<<<<<<<<= +−  11210 . В каждом из полученных отрезков [ ]ii xx ,1−  

выберем произвольную точку ( )iiii xx ≤ξ≤ξ −1  и найдем значение функции в ней ( )if ξ . Ум-

ножим полученное значение на длину 1−−=∆ iii xxx  соответствующего участка разбиения. 

Полученное произведение ( ) ii xf ∆ξ  равно площади прямоугольника с основанием ix∆  и вы-

сотой ( )if ξ . Сумма таких произведений ( ) ( ) ( ) =∆ξ++∆ξ+∆ξ nn xfxfxf 2211  

( ) n
n

i
ii Sxf =∆ξ= ∑

=1
 равна площади ступенчатой фигуры и приближенно равна площади S кри-

волинейной трапеции ( )∑
=

∆ξ=≈
n

i
iin xfSS

1
. 

С уменьшением всех величин ix∆  точность полученной формулы увеличивается. По-

этому за точное значение S площади криволинейной трапеции принимаем следующий пре-

дел: ( )∑
=→λ

∆ξ=
n

i
ii xfS

10
lim , где { }i

ni
x∆=λ

= ,1
max , и, окончательно, ( )∫=

b

a
dxxfS . 

3.2.2 Работа переменной силы 

Пусть материальная точка M перемещается под действием направленной вдоль оси 

OX переменной силы ( )xFF = , где x – абсцисса движущейся точки M. Найдем работу A си-

лы ( )xFF =  по перемещению точки M вдоль оси OX из точки a в точку b (a<b). Для этого 
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отрезок [ ]ba,  разобьем на n произвольных частей точками bxxxxa n =<<<<= 210 . В 

каждом из полученных отрезков [ ]ii xx ,1−  выберем произвольную точку iξ  и найдем значе-

ние силы в этой точке ( )iF ξ . Сила, действующая на этом отрезке, меняется от точки к точке 

и, чем меньше будет длина отрезка, тем изменение этой силы будет меньше и ее приближен-

но можно считать постоянной и равной значению ( )iF ξ . Тогда работа постоянной на отрезке 

[ ]ii xx ,1−  силы может быть найдена по формуле: 

( ) iii xFA ∆ξ= . 

Приближенное значение работы на всем отрезке [ ]ba,  тогда будет равным: 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

∆ξ=∆ξ++∆ξ+∆ξ≈
n

i
iinn xFxFxFxFA

1
2211  . 

Это равенство тем точнее, чем меньше длина ix∆ . За точное значение работы A при-

нимаем следующий предел: 

( ) ( )∫∑ =∆ξ=
=→λ

b

a

n

i
ii dxxFxFA

10
lim , где i

ni
x∆=λ

= ,1
max . 

Аналогично можно показать, что путь S, пройденный точкой за промежуток времени 

от at =  до bt = , при переменной скорости ( )tVV =  равен: 

( )∫=
b

a
dttVS ; 

масса m неоднородного стержня на отрезке [ ]ba,  равна 

( )∫ γ=
b

a
dxxm , где ( )xγ  – переменная плотность. 

3.3 Свойства определенного интеграла 

В дальнейшем предполагаем, что все интегралы, входящие в формулы, существуют. 

Интеграл ( )∫
b

a
dxxf  был введен для случая a<b. Обобщим понятия определенного интеграла 

на случай a=b и a>b. 

1. Если a=b, то по определению 

( ) 0=∫
b

a
dxxf . (3.3) 
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Если a>b, то по определению 

( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf . (3.4) 

2. Каковы бы ни были числа a, b, c , всегда имеет место равенство: 

( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf . (3.5) 

Доказательство. Допустим, что a<c<b. Так как предел интегральной суммы не зави-

сит от способа разбиения отрезка [ ]ba, , то проведем разбиение так, чтобы точка c была точ-

кой разбиения, например, mxc = . Тогда интегральную сумму S можно разбить на две суммы: 

( ) ( )∑∑
+==

∆ξ+∆ξ=
n

mi
ii

m

i
ii xfxfS

11
. Пользуясь свойствами пределов, получаем: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∑∑ +=∆ξ+∆ξ=
+=→λ=→λ→λ

b

c

c

a

n

mi
ii

m

i
ii dxxfdxxfxfxfS

10100
limlimlim . 

Доказательство при другом расположении точек a, b, c сводится к рассмотренному 

случаю. Пусть, например, a<b<c. Тогда по доказанному ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
c

b

b

a

c

a
dxxfdxxfdxxf , откуда 

получаем: ( ) ( ) ( )∫∫∫ −=
c

b

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf , и, учитывая (3.4), окончательно получаем: 

( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf . 

3. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, т.е. 

( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a
dxxfcdxxcf . (3.6) 

Доказательство. Составим интегральную сумму для функции ( )xcf : 

( ) ( )∑∑
==

∆ξ=∆ξ
n

i
ii

n

i
ii xfcxcf

11
, тогда, пользуясь свойствами пределов: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∑∑∫ =∆ξ=∆ξ=
=→λ=→λ

b

a

n

i
ii

n

i
ii

b

a
dxxfcxfcxfcdxxcf

1010
limlim . 

4. Определенный интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической 

сумме интегралов, т.е. 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf . (3.7) 
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Доказательство. Составим интегральную сумму для функции ( ) ( )xgxf ± : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∑∑∑∑
====

∆ξ+∆ξ=∆ξ+∆ξ=∆ζ±ξ=
n

i
ii

n

i
ii

n

i
iiii

n

i
iii xgxfxgxfxgfS

1111
. 

Тогда, пользуясь свойствами пределов, получаем: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .limlim

limlim

1010

1100

∫∫∑∑

∑∑∫

±=







∆ξ±








∆ξ=

=







∆ξ±∆ξ==±

=→λ=→λ

==→λ→λ

b

a

b

a

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

b

a

dxxgdxxfxgxf

xgxfSdxxgxf

. 

Замечание. Свойство 4 имеет место для любого конечного числа слагаемых. 

3.4 Оценки интегралов. Формула среднего значения 

1. Если всюду на отрезке [ ]ba,  функции ( ) 0≥xf , то  

( ) 0≥∫
b

a
dxxf . 

Доказательство. Так как ( ) 0≥xf  на всем отрезке [ ]ba, , то ( ) 0≥ξif  и 

01 >−=∆ −iii xxx , и, следовательно, интегральная сумма ( ) 0
1

≥∆ξ∑
=

n

i
ii xf . Переходя к пределу 

в данном неравенстве, получаем: ( ) 0lim
10

≥∆ξ∑
=→λ

n

i
ii xf , и, следовательно, ( ) 0≥∫

b

a
dxxf . 

2. Если всюду на отрезке [ ]ba,  ( ) ( )xgxf ≤ , то ( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxgdxxf . 

Доказательство. Применяя к функции ( ) ( ) 0≥− xfxg  свойство 1, получаем: 

( ) ( )( ) 0≥−∫
b

a
dxxfxg  и, согласно свойству 4, ( ) ( ) 0≥− ∫∫

b

a

b

a
dxxfdxxg . Окончательно 

( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxgdxxf . 

3. Для функции ( )xf , определенной на отрезке [ ]ba, , имеет место неравенство: 

( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxfdxxf . 

Доказательство. Применим вторую оценку для неравенства: 

( ) ( ) ( )xfxfxf ≤≤− . 
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Получаем 

( ) ( ) ( )∫∫∫ ≤≤−
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxf , и ( ) ( ) ( )∫∫∫ ≤≤−

b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxf . Но полученное 

неравенство эквивалентно неравенству 

( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxfdxxf . 

4. Если m и M соответственно наименьшее и наибольшее значения функции ( )xf  на 

отрезке [ ]ba, , то 

( ) ( ) ( )abMdxxfabm
b

a
−≤≤− ∫ . 

Доказательство. По условию ( ) Mxfm ≤≤ . Отсюда, учитывая вторую оценку, полу-

чаем ( ) ∫∫∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a
Mdxdxxfmdx  и по свойству 1 определенного интеграла и результатам при-

мера 1, 

( ) ∫∫∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a
dxMdxxfdxm  и ( ) ( ) ( )abMdxxfabm

b

a
−≤≤− ∫ . 

Теорема о среднем 

Теорема 3.1. Если функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba, , то на этом отрезке 

существует такая точка c, что  

( ) ( ) ( )abcfdxxf
b

a
−⋅=∫ . 

Доказательство. Так как ( )xf  непрерывна на [ ]ba, , то по теореме Вейерштрасса су-

ществуют числа m и M такие, что 

( )
[ ]

( ) ( )
[ ]baba

xfMxfmxf
,,

maxmin =≤≤= . 

Тогда, согласно оценке 4 ( ) ( ) ( )abMdxxfabm
b

a
−≤≤− ∫  и, следовательно, 

( )
M

ab

dxxf
m

b

a ≤
−

≤
∫

. Обозначим 
( )

( )
0M

ab

dxxf
b

a =
−

∫
. 

Так как 0M  заключено между наибольшим и наименьшим значением непрерывной 

функции на [ ]ba, , то согласно теореме о прохождении непрерывной функции через любое 
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промежуточное значение, существует точка [ ]bac ,∈  такая, что ( ) 0Mcf = , т.е. 

( )

( )
( )cf

ab

dxxf
b

a =
−

∫
 и, следовательно, ( ) ( ) ( )abcfdxxf

b

a
−⋅=∫ . 

Величина ( )cf  называется средним значением функции ( )xf  на отрезке [ ]ba, . 

Замечание. Теорема о среднем имеет ясный геометрический смысл: значение опреде-

ленного интеграла ( )∫
b

a
dxxf  при ( ) 0≥xf  равно площади прямоугольника, имеющего высоту 

( )cf  и основание ( )ab − . 

3.5 Условия существования определенного интеграла 

Теорема 3.2 (необходимое условие интегрируемости функции). Если функция ( )xf  

интегрируема на отрезке [ ]ba, , то она ограничена на этом отрезке. 

Замечание. Обратная теорема не верна, т.е. из ограниченности функции не следует ее 

интегрируемость. 

Теорема 3.3 (достаточное условие интегрируемости функции). Если функция ( )xf  

непрерывна на отрезке [ ]ba, , то она интегрируема на нем. 

Замечание. Как следует из теоремы, условие непрерывности функции на отрезке 

[ ]ba,  является достаточным условием ее интегрируемости, однако это не означает, что опре-

деленный интеграл существует только для непрерывных функций. Класс интегрируемых 

функций гораздо шире. Например, можно доказать, что существует определенный интеграл 

от функций, имеющих конечное число точек разрыва. 

3.6 Определенный интеграл с переменным верхним пределом 

Пусть задан ( )∫
b

a
dxxf . Будем изменять верхний предел интегрирования, не выходя за 

пределы промежутка [ ]ba, . Значение интеграла при этом будет меняться, т.е. интеграл с пе-

ременным верхним пределом представляет собой функцию верхнего предела. 

Обозначим эту функцию через ( )xΦ  

( ) ( ) ( )bxadttfx
x

a
≤≤=Φ ∫  

и назовем ее интегралом с переменным верхним пределом. Следующая теорема является ос-

новной теоремой дифференциального и интегрального исчисления, устанавливающая связь 

между производной и интегралом. 
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Теорема 3.4. Производная интеграла от непрерывной функции по переменному верх-

нему пределу существует и равна значению подынтегральной функции в точке, равной верх-

нему пределу, т.е. 

( ) ( ) ( )xfdttfx
x

a
=

′











=Φ′ ∫ . 

Доказательство. Возьмем любое [ ]bax ,∈  и придадим приращение 0≠∆x  такое, что-

бы [ ]baxx ,∈∆+ , и найдем значение ( )xΦ  в этой точке 

( ) ( )∫
∆+

=∆+Φ
xx

a
dttfxx . 

Согласно свойству 2 определенного интеграла  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
∆+∆+

+Φ=+=∆+Φ
xx

x

xx

x

x

a
dttfxdttfdttfxx  

приращение функции ( )xΦ  будет равно ( ) ( ) ( ) ( )∫
∆+

=Φ−∆+Φ=∆Φ
xx

x
dttfxxxx . Применим к 

интегралу ( )∫
∆+ xx

x
dttf  теорему о среднем 

( ) ( ) xcfdttf
xx

x
∆=∫

∆+
, где [ ]xxxc ∆+∈ , . 

Следовательно, ( ) ( ) ( ) xcfxxx ∆=Φ−∆+Φ . 

Разделим это равенство на ∆x и найдем предел при 0→∆x  

( ) ( )
( )cf

x

xxx
xx 00
limlim
→∆→∆

=
∆

Φ−∆+Φ
. 

Если 0→∆x , то xc → , т.к. [ ]xxxc ∆+∈ ,  и в силу непрерывности функции ( )xf , 

( ) ( )xfcf → . Окончательно получаем ( ) ( )xfx =Φ′ , что и следовало доказать. 

Таким образом, установлено, что всякая непрерывная на отрезке [ ]ba,  функция ( )xf  

имеет первообразную ( ) ( )∫=Φ
x

a
dttfx . А так как всякая другая первообразная может отли-

чаться от ( )xΦ  только на постоянную, то теорема устанавливает также связь между неопре-

деленным и определенным интегралом 

( ) ( ) Cdttfdxxf
x

a
+= ∫∫ . 
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3.7 Формула Ньютона-Лейбница 

Теорема 3.5 (основная теорема интегрального исчисления). Пусть функция ( )xf  

непрерывна на [ ]ba, . Тогда если ( )xF  является первообразной для ( )xf  на этом отрезке, 

то справедлива следующая формула: 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a
−=∫ , которая называется формулой Ньютона-Лейбница. 

Доказательство. Пусть ( )xF  – некоторая первообразная для ( )xf  на [ ]ba, . Согласно 

теореме 4 ( ) ( )∫=Φ
x

a
dttfx  – также является первообразной для ( )xf  на [ ]ba, . Так как любые 

первообразные могут отличаться только на постоянную, получаем: 

( ) ( ) CxFdttf
x

a
+=∫ , где С – некоторое число. 

Подставим в это равенство ax =  и получаем ( ) ( ) CaFdttf
a

a
+=∫ , но так как согласно 

свойству 1 определенного интеграла ( ) 0=∫
a

a
dttf , то ( ) 0=+CaF  и ( ) CaF −= . Т.е. 

( ) ( ) ( )aFxFdttf
x

a
−=∫ . Подставляя в это равенство bx = , получаем ( ) ( ) ( )aFbFdttf

b

a
−=∫ , что 

и следовало доказать. 

Замечание 1. Разность ( ) ( )aFbF −  принято условно записывать в виде: 

( ) ( ) ( )b
axFaFbF =− . 

Замечание 2. Полученная формула, с одной стороны, устанавливает связь между оп-

ределенным и неопределенным интегралом, а с другой стороны, дает простой метод вычис-

ления определенного интеграла, кроме вычисления с помощью предела интегральной суммы. 

Пример 3.2. ∫
π

0
cos xdx . Так как одной из первообразных xcos  является xsin , то при-

меняя формулу Ньютона-Лейбница, получаем: 

( ) 10sin
2

sincos
2/

0
=−







 π
=∫

π
xdx . 

Пример 3.3. 
3

1

3

1

0

31

0

2 ==∫
x

dxx . 
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3.8 Замена переменной в определенном интеграле 

Теорема 3.6. Пусть функция ( )xf  непрерывна на [ ]ba, . Тогда если: 1) функция 

( )tx ϕ=  дифференцируема на [ ]βα,  и ( )tϕ′  непрерывна на [ ]βα, ; 2) множеством значений 

функции ( )tx ϕ=  является отрезок [ ]ba, ; 3) ( ) a=αϕ  и ( ) b=βϕ , то справедлива формула: 

( ) ( )( ) ( )∫∫
β

α

ϕ′ϕ= dtttfdxxf
b

a
. 

Доказательство. Пусть ( )xF  есть первообразная для ( )xf  на [ ]ba, . Тогда по форму-

ле Ньютона-Лейбница ( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a
−=∫ . Функция ( )( )tF ϕ  является первообразной для 

функции ( )( ) ( ) [ ]βα∈ϕ′⋅ϕ ,, tttf , т.к. по правилу нахождения производной сложной функции 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )ttftFxF ϕ′⋅ϕ=ϕ′=′ . Следовательно  

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =−=αϕ−βϕ=ϕ=ϕ′⋅ϕ β
α

β

α

b

a
dxxfbFaFFFtFdtttf . 

 

Пример 3.4. Вычислить ∫ −
1

0

22 1 dxxx . 

Решение. Выполним подстановку 
2

0,sin
π

≤≤= ttx . Эта замена удовлетворяет всем 

условиям теоремы 6, т.к. 1) ( ) 22 1 xxxf −=  является непрерывной на [ ]1,0 ; 2) tx sin=  диф-

ференцируема на 






 π

2
,0  и ( ) ttx cossin =′=′  непрерывна на 







 π

2
,0 ; 3) множеством значений 

функции tx sin=  является отрезок 






 π

2
,0  и ( ) 1

2
,00 =







 π
ϕ=ϕ . Поэтому  

 

.
1628

1
4sin

4

1

8

1
4cos

8

1

2

4cos1

4

1

2sin
4

1
cossincossin1sin1

2/

0

2/

0

2/

0

2/

0

2/

0

2
2/

0

22
2/

0

22
1

0

22

π
=







 π
=








−=










−=

−
=

==⋅=⋅−=−

ππππ

πππ

∫∫∫

∫∫∫∫

tttdtdtdt
t

tdttdtttdtttdxxx

 



65 

3.9 Формула интегрирования по частям в определенном интеграле 

Теорема 3.7. Если функции ( )xu  и ( )xv  непрерывны вместе со своими производными 

( )xu′  и ( )xv′  на отрезке [ ]ba, , то справедлива формула: 

∫∫ −=
b

a

b
a

b

a
vduuvudv . 

Доказательство. Функция vuvu ′+′  является первообразной для функции u⋅v, так как 

( ) vuvuvu ′′+′=′⋅  и является непрерывной. Следовательно, по формуле Ньютона-Лейбница 

получаем ( ) b
a

b

a
vudxvuvu ⋅=′+′∫ . Отсюда согласно свойству 4 определенного интеграла 

b
a

b

a

b

a
vudxvuvdxu ⋅=′+′ ∫∫  и окончательно ∫∫ −=

b

a

b
a

b

a
vduuvudv . 

Пример 3.5. Вычислить интеграл ∫
1

0
dxxex . 

Решение. Положим dxedvxu x== , , отсюда dxduev x == , . 

11
1

0

1

0

1

0

1

0
=+−=−=−= ∫∫ eeeedxexedxxe xxxx . 

3.10 Несобственные интегралы 

При введении понятия определенного интеграла ( )∫
b

a
dxxf  предполагалось, что проме-

жуток интегрирования [ ]ba,  конечен, а функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba, . Если эти 

условия нарушаются, вводится понятие несобственного интеграла. 

3.10.1 Несобственный интеграл I рода (интеграл с бесконечным промежутком 

интегрирования) 

Пусть функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]+∞,a . Если существует конечный пре-

дел ( )∫+∞→

b

ab
dxxflim , то его называют несобственным интегралом первого рода и обозначают 

( )∫
∞

a
dxxf . В этом случае интеграл называется сходящимся. Если же указанный предел не 

существует или бесконечен, то говорят что интеграл ( )∫
∞

a
dxxf  расходится. 
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Аналогично определяется несобственный интеграл на промежутке [ ]b,∞− : 

( ) ( )∫∫ −∞→∞−

b

aa

b
dxxfdxxf lim . 

Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами определяется формулой: 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+=
c

c
dxxfdxxfdxxf , где c – произвольное число. 

В это м случае интеграл слева сходится лишь тогда, когда сходятся оба интеграла 

cправа. 

Пример 3.6. Вычислить несобственные интегралы: ∫
∞

1
3

1
dx

x
, ∫

∞

∞− + 21 x

dx
, ∫
∞

0
cos xdx . 

1) ( )
2

1
10

2

11
lim

2

1

2
limlim

1

1
2

2

1

3

1
3

=−−=−=
−

==
+∞→

−

+∞→

−

+∞→

∞

∫∫
b

bb

b

b x

x
dxxdx

x
, интеграл схо-

дится. Отметим, что на промежутке [ ]b,1  функция 
3

1

x
 является непрерывной. 

2) +=
+

+
+

=
+

+
+

=
+ −∞→+∞→−∞→

∞

∞−

∞

∞−
∫∫∫∫∫ 0

0
2

0

2
0

2

0

22
arctglim

1
lim

1
lim

111
bb

a

abb
x

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
  

( ) ( ) π=
π

+
π

=−+−=+
+∞→−∞→+∞→ 22

0arctgarctglimarctg0arctglimarctglim 0 abx
ab

a

a
, интеграл сходится. 

3) ( ) ( ) aaxxdxxdx
aa

a

a

a

a
sinlim0sinlimsinlimcoslimcos 0

00 ∞→∞→∞→+∞→

∞
=−=== ∫∫ . 

Так как полученный предел не существует, исходный интеграл расходится. 

В некоторых задачах нет необходимости вычислять интеграл, достаточно установить 

сходится он или нет. В этом случае применяют признаки сходимости: 

Теорема 3.8. Если на промежутке [ ]+∞,a  непрерывные функции ( )xf  и ( )xϕ  удовле-

творяют условию: ( ) ( )xxf ϕ≤≤0 , то из сходимости интеграла ( )∫
+∞
ϕ

0
dxx  следует сходи-

мость интеграла ( )∫
+∞

0
dxxf , а из расходимости интеграла ( )∫

+∞

0
dxxf  следует расходимость 

интеграла ( )∫
+∞
ϕ

0
dxx . 

Пример 3.7. Исследовать сходимость интеграла ( )∫
∞

+1
3 21 xx

dx
. 
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Решение. При 1≥x  выполняется неравенство ( ) 33

1

21

1

xx x
≤

+
. Но интеграл ∫

∞

1
3

1

x
 схо-

дится (см. пример 3.6). Следовательно, и ( )∫
∞

+1
3 21 xx

dx
 также сходится. 

Теорема 3.9. Если на промежутке [ ]+∞,a  непрерывные функции ( ) 0>xf  и ( ) 0>ϕ x  и 

существует конечный предел
( )
( )

0lim ≠=
ϕ+∞→

k
x

xf
x

 , то интегралы ( )∫
+∞

0
dxxf  и ( )∫

+∞
ϕ

0
dxx  сходят-

ся или расходятся одновременно. 

Пример 3.8. Исследовать сходимость интеграла ∫
∞

++1
3 1xx

dx
. 

Решение. При 1≥x  функции ( ) 0
1

1
3

>
++

=
xx

xf  и ( ) 0
1
3
>=ϕ

x
x . Так как 

( )
( )

1
1

limlim
3

3
=

++
=

ϕ +∞→+∞→ xx

x

x

xf
xx

, то ∫
∞

++1
3 1xx

dx
 и ∫

∞

1
3x

dx
 ведут себя одинаково, а т.к. ∫

∞

1
3x

dx
 схо-

дится (см. пример 6), то и ∫
∞

++1
3 1xx

dx
 – сходится. 

3.10.2 Несобственный интеграл II рода (интеграл от разрывной функции) 

Пусть функция ( )xf  непрерывна на промежутке [ ]ba,  и ( ) ∞=
→

xf
bx

lim . Если сущест-

вует конечный предел ( )∫
ε−

→ε

b

a
dxxf

0
lim , то его называют несобственным интегралом второго 

рода и обозначают ( )∫
b

a
dxxf . В этом случае говорят, что интеграл сходится. Если предел не 

существует или равен бесконечности, то говорят, что интеграл расходится. Аналогично, если 

функция ( )xf  терпит бесконечный разрыв в точке 0=x , то полагают 

( ) ( )∫∫
ε+→ε

=
b

a

b

a
dxxfdxxf

0
lim . 

Если функция ( )xf  терпит бесконечный разрыв во внутренней точке C промежутка 

[ ]ba, , то несобственный интеграл второго рода определяется формулой 

( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf . 
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В этом случае интеграл слева называют сходящимся, если оба несобственных инте-

грала, стоящих справа, сходятся. 

Пример 3.9. Исследовать сходимость интегралов 
( )

∫∫∫
−−

4

2 3 2

1

0
2

1

0
2 3

,
1

,
x

dx

x

dx

x

dx
. 

Решение.  

1) ∞=








ε
−−=−===

→ε
ε

→εε+

−

→εε+→ε ∫∫∫
1

lim1
1

limlimlim
0

1

0

1

0

2
0

1

0
20

1

0
2 x

dxx
x

dx

x

dx
. Следовательно, интеграл 

расходится. 

2) ( )( )
2

0arcsin1arcsinlimarcsinlim
1

lim
1 0

1
00

1

0
20

1

0
2

π
=−ε−==

−
=

− →ε

ε−

→ε

ε−

→ε ∫∫ x
x

dx

x

dx
 –интеграл схо-

дится. 

3) 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−=−+−=
−

∫∫∫∫∫
ε+

−

→ε

ε−
−

→ε

−−
4

3

3/2
0

3

2

3/2
0

4

3

3/2
3

2

3/2
4

2
3 2

3lim3lim33
3

dxxdxxdxxdxx
x

dx
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =




 ε−−−+−ε−=−−−−=

→ε→εε+→ε

ε−

→ε

3/13/1
0

3/1
0

4

3
3/1

0

3

2
3/1

0
1lim1lim33lim33lim3 xx  

( ) 6113 =−−−=  – интеграл сходится. 

Сформулируем признаки сходимости для несобственных интегралов второго рода. 

Теорема 3.10. Пусть на промежутке [ ]ba,  функции ( )xf  и ( )xϕ  непрерывны, при 

bx =  терпят бесконечный разрыв и удовлетворяют условию: ( ) ( )xxf ϕ≤≤0 . Тогда из схо-

димости интеграла ( )∫ϕ
b

a
dxx  следует сходимость интеграла ( )∫

b

a
dxxf , а из расходимости 

интеграла ( )∫
b

a
dxxf  следует расходимость интеграл а ( )∫ϕ

b

a
dxx . 

 

 

Теорема 3.11. Пусть на промежутке [ ]ba,  функции ( )xf  и ( )xϕ  непрерывны и в точ-

ке bx =  терпят бесконечный разрыв. Если существует конечный предел 

( )
( )

∞<<=
ϕ→

kk
x

xf
bx

0,lim , то интегралы ( )∫
b

a
dxxf  и ( )∫ϕ

b

a
dxx  сходятся или расходятся одно-

временно. 

Пример 3.10. Исследовать на сходимость интегралы ∫∫
1

0

1

0
2

/1

sin
,

x

dx

x

e x
. 
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Решение.  

1) Функции xe /1  и 2x  терпят разрыв в точке 0=x . Справедливо неравенство 

22

/1 1

xx

e x
≥ . Но так как ∫

1

0
2

1
dx

x
 расходится (см. пример 3.9), то следовательно, dx

x

e x

∫
1

0
2

/1
 также 

расходится. 

2) Рассмотрим две функции 
xsin

1
 и 

x

1
, которые терпят разрыв в точке 0=x . Так как 

1
sin

lim1
sin

1

lim
00

==
→→ x

x

x

x
xx

, то интегралы ∫
1

0 sin

1
dx

x
 и ∫

1

0

1
dx

x
 ведут себя одинаково. Исследуем 

сходимость интеграла ∫
1

0

1
dx

x
. 

( )( ) ( ) ∞=ε−===
→εε→εε+→ε ∫∫ ln0limlnlim

1
lim

1
0

1

0

1

00

1

0
xdx

x
dx

x
 – расходится. Следовательно, и 

∫
1

0 sin

1
dx

x
 также расходится. 

3.11 Геометрические и механические приложения определенного интеграла 

3.11.1 Вычисление площадей в прямоугольных координатах 

Если на отрезке [ ]ba,  функция ( ) 0≥xf , то, как известно, площадь криволинейной 

трапеции, ограниченной кривой ( )xfy = , осью Ох и прямыми ax =  и bx = , равна 

( )∫=
b

a
dxxfQ . (1) 

Если ( ) 0≤xf  на [ ]ba, , то определенный интеграл также ( ) 0≤∫
b

a
dxxf . По абсолютной 

величине он равен площади Q соответствующей криволинейной трапеции: ( )∫=−
b

a
dxxfQ . 

Если ( )xf  конечное число раз меняет знак на отрезке [ ]ba, , то интеграл по всему от-

резку [ ]ba,  разбиваем на сумму интегралов по частичным отрезкам. 

Интеграл будет положителен на тех отрезках, где ( ) 0≥xf , и отрицателен там, где 

( ) 0≤xf . Интеграл по всему отрезку даст соответствующую алгебраическую сумму площа-
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дей, лежащих выше и ниже оси Ох (рис. 1). Для того чтобы получить сумму площадей в 

обычном смысле, нужно найти сумму абсолютных величин интегралов по указанным выше 

отрезкам или вычислить интеграл ( )∫=
b

a
dxxfQ . 

Рисунок 1 

Пример 1. Вычислить площадь Q фигу-

ры, ограниченной синусоидой xsin  и осью Ох, 

при π≤≤ 20 x  (рис. 2). 

Решение. Так как 0sin ≥x  при 

π≤≤ 20 x  и 0sin ≤x  при π≤<π 2x , то 

( ) ( )

( ) .2cos2coscossin

,2110coscoscossin,sinsinsin

2
2

0
0

2

0

2

0

−=π−π−=−=

=−−−=−π−=−==+=

π
π

π

π

π
πππ

π

π

∫

∫∫∫∫

xxdx

xxdxdxxxdxxdxQ

 

Следовательно, 422 =−+=Q . 

Если нужно вычислить площадь области, ограниченной кривыми ( ) ( )xfyxfy 21 , ==  

и ординатами bxax == , , то при условии ( ) ( )xfxf 21 ≥  будем иметь (рис. 3) 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫∫ −=−=
b

a

b

a

b

a
dxxfxfdxxfdxxfQ 2121 . (2) 

 
Рисунок 3 

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми xy =  и 2xy =  

(рис. 4). 

Рисунок 2 
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Рисунок 4 

Решение. Находим точки пересечения кривых: 42, xxxx == , откуда 1,0 21 == xx . 

Следовательно,  

( )
3

1

3

1

3

2

33

2
1

0

31

0

2/3
1

0

2
1

0

2
1

0
=−−=−=−=−= ∫∫∫

x
xdxxxdxxdxxQ . 

Вычислим теперь площадь криволинейной трапеции в случае, если кривая задана 

уравнениями в параметрической форме (рис. 5) 

 
Рисунок 5 

( ) ( )tytx ψ=ϕ= , , (3) 

где β≤≤α t  и ( ) ( ) ba =βϕ=αϕ , . Пусть уравнения (3) определяют некоторую функцию 

( )xfy =  на отрезке [ ]ba, , и, следовательно, площадь криволинейной трапеции может быть 

вычислена по формуле 

( ) ∫∫ ==
b

a

b

a
ydxdxxfQ . 

Сделаем замену переменной в этом интеграле: ( ) ( )dttdxtx ϕ′=ϕ= , . На основании 

уравнений (2.3) получим ( )( ) ( )ttfy ψ=ϕ= . Следовательно, 

( ) ( )∫
β

α

ϕ′ψ= dtttQ . (4) 

Это и есть формула для вычисления площади криволинейной трапеции в случае кри-

вой, заданной параметрически. 

Пример 3. Вычислить площадь области, ограниченной эллипсом 

tbytax sin,cos == . 
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Решение. Вычислим площадь верхней половины эллипса и удвоим. Здесь х изменяет-

ся от – а до + а, следовательно, t изменяется от π до 0, 

( )( )

.
4
2sin

2
2

2
2cos12

sin2sin2sinsin2

00

0

2
0

2
0

abttabdttab

tdtabtdtabtdtatbQ

π=





 −=

−
=

==−=−=

ππ

π

ππ

∫

∫∫∫
 

Пример 4. Вычислить площадь области, ограниченной осью Ох и одной аркой цик-

лоиды ( ) ( )tayttax cos1,sin −=−= . 

Решение. Изменению t от 0 до 2π соответствует изменение х от 0 до 2πa. 

По формуле (4) имеем 

( ) ( ) ( )

.
2

2cos1
cos,0cos,2

,coscos2cos1cos1cos1

2

0

2

0

2
2

0

2

0

2

0

2
2

0

2

0

2
2

0

22
2

0

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫
ππππ

πππππ

π=
+

==π=











+−=−=−−=

dt
t

tdttdtdt

tdttdtdtadttadttataQ

 

Окончательно получаем ( ) 22 32 aaQ π=π+π= . 

3.11.2 Площадь криволинейного сектора в полярных координатах 

Пусть в полярной системе координат имеем кривую, заданную уравнением ( )θ=ρ f , 

где ( )θf  – непрерывная функция при β≤θ≤α . 

Определим площадь сектора ОАВ, ограниченного кривой ( )θ=ρ f  и радиус-

векторами α=θ  и β=θ . 

Разобьем данную область радиус-векторами β=θθ=θθ=α n,,, 10   на n частей. Обо-

значим через nθ∆θ∆θ∆ ,,, 21   углы между проведенными радиус-векторами (рис. 6). 

 
Рисунок 6 

Обозначим через iρ  длину радиус-вектора, соответствующего какому-нибудь углу iθ , 

заключенному между 1−θi  и iθ . 
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Рассмотрим круговой сектор с радиусом iρ  и центральным углом iθ∆ . Его площадь 

будет равна iiiQ θ∆ρ=∆ 2

2

1
. Сумма ( )( )∑∑

==
θ∆θ=θ∆ρ=

n

i
ii

n

i
iin fQ

1

2

1

2

2

1

2

1
 даст площадь «сту-

пенчатого» сектора. 

Так как эта сумма является интегральной суммой для функции ( )( )22 θ=ρ f  на отрезке 

β≤θ≤α , то ее предел при 0max →θ∆ i  есть определенный интеграл ∫
β

α

θρ d2

2

1
. Он не зави-

сит от того, какой радиус-вектор iρ  мы возьмем внутри угла iθ∆ . Этот предел естественно 

считать искомой площадью фигуры. Можно было бы показать, что это определение площади 

не противоречит данному ранее; иначе говоря, если вычислять площадь криволинейного сек-

тора с помощью криволинейных трапеций, то мы получим тот же результат. Таким образом, 

площадь сектора ОАВ равна 

∫
β

α

θρ= dQ 2

2

1
, (5) 

или 

( )( )∫
β

α

θθ= dfQ 2

2

1
. (6) 

Пример 5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной лемнискатой θ=ρ 2cosa  

(рис. 7). 

 
Рисунок 7 

Решение. Радиус-вектор опишет область с площадью, равной четверти искомой пло-

щади, если θ меняется от 0 до π/4. 

42

2sin

2
2cos

2

1

2

1

4

1 24/

0

24/

0

2
4/

0

2 aa
dadQ =

θ
⋅=θθ=θρ=

πππ

∫∫ . 

Таким образом, площадь фигуры, ограниченной лемнискатой, будет равна 2aQ = . 
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3.11.3 Длина дуги кривой 

1) Длина дуги кривой в прямоугольных координатах 

Пусть в прямоугольных координатах на плоско-

сти дана кривая уравнением ( )xfy = . Найдем длину 

дуги АВ этой, кривой, заключенной между вертикаль-

ными прямыми ax =  и bx =  (рис. 8). 

 

 

 

Рисунок 8 

Определение. Возьмем на дуге АВ точки BMMMA i ,,,,,, 21   с абсциссами 

bxxxxxa ni ==  ,,,, 210  и проведем хорды BMMMAM n 1211 ,,, − , длины которых обозна-

чим соответственно через nsss ∆∆∆ ,,, 21  . Тогда получим ломаную BMMAM n 121 − , впи-

санную в дугу BA


. Длина ломаной равна ∑
=
∆=

n

i
in ss

1
. 

Длиной s дуги АВ называется тот предел, к которому стремится длина вписанной ло-

маной, когда длина ее наибольшего звена стремится к нулю: 

∑
=→∆
∆=

n

i
i

s
ss

i 10max
lim . (7) 

Мы докажем сейчас, что если на отрезке bxa ≤≤  функция ( )xf  и ее npoизводная 

( )xf ′  непрерывна, то этот предел существует. Вместе с тем будет дан и способ вычисления 

длины дуги. 

Введем обозначение ( ) ( )1−−=∆ iii xfxfy . Тогда 

( ) ( ) i
i

i
iii x

x

y
yxs ∆















∆

∆
+=∆+∆=∆

2
22 1 . 

По теореме Лагранжа имеем 
( ) ( )

( )i
ii

ii

i

i f
xx

xxf

x

y
ξ′=

−

−
=

∆

∆

−

−

1

1 , где iii xx <ξ<−1 . Следова-

тельно, ( )( ) iii xfs ∆ξ′+=∆ 21 . 

Таким образом, длина вписаной ломаной равна 

( )( )∑
=

∆ξ′+=
n

i
iin xfs

1

21 . 
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По условию, ( )xf ′  непрерывна, следовательно, функция ( )( ) iif 21 ξ′+  тоже непре-

рывна. Поэтому существует предел написанной интегральной суммы, который равен опреде-

ленному интегралу: 

( )( ) ( )( )∫∑ ′+=∆ξ′+=
=→∆

b

a

n

i
ii

x
dxxfxfs

i

2

1

2
0max

11lim . Итак, получили формулу для вы-

числения длины дуги: 

( )( ) ∫∫ 







+=′+=

b

a

b

a
dx

dx

dy
dxxfs

2
2 11 . (8) 

Замечание 1. Исходя из последней формулы, можно получить производную от длины 

дуги по абсциссе. Если верхний предел интегрирования будем считать переменным и обо-

значим через х (переменную интегрирования менять не будем), то длина дуги s будет функ-

цией от х: ( ) ∫ 







+=

b

a
dx

dx

dy
xs

2

1 . Дифференцируя этот интеграл по верхнему пределу, полу-

чим 

2

1 







+=

dx

dy

dx

ds
. (9) 

Пример 6. Определить длину окружности 222 ryx =+ . 

Решение. Вычислим сначала длину четвертой части окружности, лежащей в первом 

квадранте. Тогда уравнение дуги АВ будет 22 xry −= , откуда 
22 xr

x

dx

dy

−
−= . 

Следовательно, 
2

arcsin1
4

1

00
22

0
22

2 π
==

−
=

−
+= ∫∫ r

r

x
rdx

xr

r
dx

xr

x
s

rrr
. Длина всей 

окружности rs π= 2 . Найдем теперь длину дуги кривой в том случае, когда уравнение кривой 

задано в параметрической форме: 

( ) ( ) β≤≤αψ=ϕ= ttytx ,, , (10) 

где ( )tϕ  и ( )tψ  – непрерывные функции с непрерывными производными, причем ( )tϕ′  на за-

данном участке не обращается в нуль. В этом случае уравнения (10) определяют некоторую 

функцию ( )xfy = , непрерывную и имеющую непрерывную производную 
( )
( )t
t

dx

dy

ϕ′

ψ′
= . 

Пусть ( ) ( )βϕ=αϕ= ba , . Тогда, сделав в интеграле (8) подстановку 

( ) ( )dttdxtx ϕ′=ϕ= , , получим 
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( )
( )

( )∫ ϕ′










ϕ′

ψ′
+=

b

a
dtt

t

t
s

2

1 , или ( )( ) ( )( )∫ ψ′+ϕ′=
b

a
dttts 22 . (11) 

Замечание 2. Можно доказать, что формула (11) остается в силе и для таких кривых, 

которые пересекаются вертикальными прямыми более чем в одной точке (в частности, для 

замкнутых кривых), лишь бы во всех точках кривой были непрерывны обе производные ( )tϕ′  

и ( )tψ′ . 

Пример 7. Вычислить длину астроиды taytax 33 sin,cos == . 

Решение. Так как кривая симметрична относительно обеих координатных осей, то 

вычислим сначала длину ее четвертой части, расположенной в первом квадранте. Находим 

tta
dt

dy
tta

dt

dx
cossin3,sincos3 22 =−= . Параметр t будет изменяться от 0 до π/2. Следова-

тельно, 

.6;
2

3

2

sin
3cossin3sincos3

cossin9sincos9
4

1

2/

0

22/

0

2/

0

22

2/

0

242242

as
at

atdttadttta

dtttattas

=====

=+=

πππ

π

∫∫

∫
 

Замечание 3. Если задана пространственная кривая параметрическими уравнениями 

( ) ( ) ( )tztytx χ=ψ=ϕ= ,, , (12) 

где β≤≤α t , то длина ее дуги определяется (так же как и для плоской дуги) как предел, к 

которому стремится длина вписанной ломаной, когда длина наибольшего звена стремится к 

нулю. Если функции ( ) ( )tt ψϕ ,  и ( )tχ  непрерывны и имеют непрерывные производные на 

отрезке [ ]βα, , то кривая имеет определенную длину (т. е. для нее существует вышеуказан-

ный предел), которая вычисляется по формуле 

( )( ) ( )( ) ( )( )∫
β

α

χ′+ψ′+ϕ′= dtttts 222 . (13) 

Пример 8. Вычислить длину дуги винтовой линии amtztaytax === ,sin,cos  при 

изменении t от 0 до 2π. 

Решение. Из данных уравнений находим amdtdztdtadytdtadx ==−= ,cos,sin . Под-

ставляя в формулу (13), получим 

2
2

0

2
2

0

222222 121cossin madtmadtmatatas +π=+=++= ∫∫
ππ

. 
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2) Длина дуги кривой в полярных координатах 

Пусть в полярных координатах задано уравнение кривой  

( )θ=ρ f . (14) 

где ρ – полярный радиус, θ – полярный угол. 

Напишем формулы перехода от полярных координат к декартовым: θρ= cosx , 

θρ= siny . Если сюда вместо ρ подставим его выражение (14) через θ, то получим уравнения 

( ) ( ) θθ=θθ= sin,cos fyfx . Эти уравнения можно рассматривать как параметрические урав-

нения кривой и для вычисления длины дуги применить формулу (11). Для этого найдем про-

изводные от х и у по параметру θ: 

( ) ( ) ( ) ( ) θθ+θθ′=
θ

θθ−θθ′=
θ

cossin,sincos ff
d
dyff

d
dx . 

Тогда  

( )( ) ( )( ) 2222
22

ρ+ρ′=θ+θ′=








θ
+









θ
ff

d

dy

d

dx
.  

Следовательно,  

∫
θ

θ

θρ+ρ′=
1

0

22 ds . 

Пример 9. Найти длину кардиоиды ( )θ+=ρ cos1a  (рис. 9). 

Рисунок 9 

Изменяя полярный угол θ от 0 до π, получим половину искомой длины. Здесь 

θ−=ρ′ sina . Следовательно, 

( ) aadadadaas 8
2

sin8
2

cos4cos222sincos12
0000

2222 =
θ

=θ
θ

=θθ+=θθ+θ+=
ππππ

∫∫∫ . 

Пример 10. Вычислить длину эллипса π≤≤== 20,sin,cos ttbytax ,предполагая, 

что а > b. 

Решение. Для вычисления воспользуемся формулой (11). Вычислим сначала 1/4 дли-

ны дуги, т. е. длину дуги, соответствующей изменению параметра от 0=t  до 2/π=t : 
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( )

( ) ,cos1cos1cos

coscos1cossin
4

2/

0

22
2/

0

2
2

222/

0

2222

2/

0

2222
2/

0

2222

∫∫∫

∫∫

πππ

ππ

−=
−

−=−−=

=+−=+=

dttkadtt
a

ba
adttbaa

dttbtadttbta
s

 

где 1
22
<

−
=

a

ba
k . Следовательно, ∫

π
−=

2/

0

22 cos14 dttkas . Остается только вычислить 

последний интеграл. Но он не выражается в элементарных функциях. Этот интеграл можно 

вычислить только приближенными методами (например, по формуле Симпсона). 

В частности, если большая полуось эллипса равна 5, а малая равна 4, то 5/3=k , и 

длина эллипса равна ∫
π









−⋅=

2/

0

2
2

cos
5

3
154 dtts . Вычисляя последний интеграл по формуле 

Симпсона (деля отрезок [ ]2/,0 π  на четыре части), получим приближенное значение интегра-

ла: 298,1cos
5

3
1

2/

0

2 ≈−∫
π

dtt , и, следовательно, длина дуги всего эллипса приближенно равна 

96,25≈s  единицы длины. 

3.11.4 Вычисление объема тела по площадям параллельных сечений 

Пусть имеем некоторое тело Т. Предположим, что известна площадь любого сечения 

этого тела плоскостью, перпендикулярной к оси Ох (рис. 10). Эта площадь будет зависеть от 

положения секущей плоскости, т. е. будет функцией от х: 

( )xQQ = . 

 
Рисунок 10 

Предположим, что ( )xQ  есть непрерывная функция от х, и определим объем данного 

тела. Проведем плоскости bxxxxxxaxx n ====== ,,,, 210  . 

Эти плоскости разобьют тело на слои. 

В каждом частичном промежутке ii xxx ≤≤−1  выберем произвольную точку iξ  и для 
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каждого значения ni ,,2,1 =  построим цилиндрическое тело, образующая которого парал-

лельна оси Ох, а направляющая представляет собой контур сечения тела Т плоскостью 

ix ξ= . Объем такого элементарного цилиндра с площадью основания ( ) iiii xxQ ≤ξ≤ξ −1,  и 

высотой ix∆  равен ( ) ii xQ ∆ξ . Объем всех цилиндров будет ( )∑
=

∆ξ=
n

i
iin xQv

1
. 

Предел этой суммы при 0max →ix  (если он существует) называется объемом данно-

го тела: 

( )∑
=→

∆ξ=
n

i
ii

x
xQv

i 10max
lim . 

Так как nv  представляет собой, очевидно, интегральную сумму для непрерывной 

функции ( )xQ  на отрезке bxa ≤≤ , то указанный предел существует и выражается опреде-

ленным интегралом: 

( )∫=
b

a
dxxQv . (15) 

Пример 11. Вычислить объем трехосного эллипсоида 1
2

2

2

2

2

2
=++

c

z

b

y

a

x
 (рис. 11). 

 
Рисунок 11 

Решение. В сечении эллипсоида плоскостью, параллельной плоскости Oyz и отстоя-

щей на расстоянии х от нее, получится эллипс 
2

2

2

2

2

2
1

a

x

c

z

b

y
−=+ , 

1

11

2

2

2

2

2

2

2

2
=














−

+














−

a

x
c

z

a

x
b

y
 с полуосями 2

2

12

2

1 1,1
a
xcc

a
xbb −=−= . Но площадь тако-

го эллипса равняется 11cbπ  (см. пример 3). Поэтому ( )










−π=

2

2
1

a

x
cbxQ ii . 



80 

Объем эллипсоида будет равен 

abc
a
xxbcdx

a
xbcv

a

a

a

a
π=










−π=










−π=

−−
∫ 3

4
3

1 2

3

2

2
. 

В частности, если cba == , эллипсоид превращается в шар, и в этом случае получаем 

3

3

4
av π= . 

3.11.5 Объем тела вращения 

Рассмотрим тело, образованное вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции 

aABb, ограниченной кривой ( )xfy = , осью Ох и прямыми bxax == , . 

В этом случае произвольное сечение тела плоскостью, перпендикулярной к оси абс-

цисс, есть круг, площадь которого ( )( )22 xfyQ π=π= . 

Применяя общую формулу для вычисления объема, получим формулу для вычисле-

ния объема тела вращения: 

( )( )∫∫ π=π=
b

a

b

a
dxxfdxyv 22 . 

Пример 12. Найти объем тела, образуемого вращением цепной линии 

( )axax ee
a

y //

2
−+=  вокруг оси Ох на участке от 0=x  до bx =  (рис. 12). 

 
Рисунок 12 

Решение. ( ) ( ) =++
π

=+π= ∫∫ −−
b

axax
b

axax dxeeadxeeav
0

/2/2
2

0

2//
2

2
44

 

( ) .
282

2
24

2
/2/2

3

0

/2/2
2 baeeaeaxeaa abab

b
axax π

+−
π

=





 −+

π
= −−  
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3.11.6 Площадь поверхности тела вращения 

Пусть нам дана поверхность, образованная вращением кривой ( )xfy =  вокруг оси 

Ох. Определим площадь этой поверхности на участке bxa ≤≤ . Функцию ( )xf  предполо-

жим непрерывной и имеющей непрерывную производную во всех точках отрезка [ ]ba, . 

Проведем хорды BMMMAM n 1211 ,,, − , длины которых обозначим через 

nsss ∆∆∆ ,,, 21   (рис. 13). 

 
Рисунок 13 

Каждая хорда длины nisi ,,2,1, =∆  при вращении опишет усеченный конус, пло-

щадь поверхности которого i
ii

i s
yy

P ∆
−

π=∆ −

2
2 1 . Но i

i

i
iii x

x

y
yxs ∆















∆

∆
+=∆+∆=∆

2
22 1 . 

Применяя теорему Лагранжа, получим 
( ) ( )

( )i
ii

ii

i

i f
xx

xfxf

x

y
ξ′=

−

−
=

∆

∆

−

−

1

1 , где iii xx ≤ξ≤−1 ; сле-

довательно, ( ) ( ) ii
ii

iiii xfyyPxfs ∆ξ′+
+

π=∆∆ξ′+=∆ − 212 1
2

2,1 . Площадь поверхности, 

описанной ломаной, будет равна ( )∑
=

− ∆ξ′+
+

π=
n

i
ii

ii
n xfyyP

1

21 1
2

2 , или сумме 

( ) ( )( ) ( )∑
=

− ∆ξ′++π=
n

i
iiiin xfxfxfP

1

2
1 1 , (16) 

распространенной на все звенья ломаной. Предел этой суммы, когда наибольшее звено ло-

маной is∆  стремится к нулю, называется площадью рассматриваемой поверхности вращения. 

Сумма (2.16) не является интегральной суммой для функции 

( ) ( )212 xfxf ′+π , (17) 

так как в слагаемом, соответствующем отрезку ( )ii xx ,1− , фигурирует несколько точек этого 
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отрезка iii xx ξ− ,,1 . Но можно доказать, что предел суммы (16) равняется пределу интеграль-

ной суммы для функции (17), т.е. 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∑∑
=→∆=

−
→∆

∆ξ′+ξπ=∆ξ′++π=
n

i
iii

x

n

i
iiii

x
xffxfxfxfP

ii 1

2
0max1

2
1

0max
12lim1lim , 

или 

( ) ( )∫ ′+π=
b

a
dxxfxfP 212 . (18) 

Пример 13. Определить площадь поверхности параболоида, образованного вращени-

ем вокруг оси Ох дуги параболы pxy 22 = , соответствующей изменению х от 0=x  до ax = . 

Решение. 

x

px

x

p
y

x

p
ypxy

2

2

4

2
11,

2

2
,2 2 +

=+=′+=′=  

По формуле (18) получим 

( ) ( )( ).2
3

2
2
12

3
22

22
2

222

2/32/3

0

2/3

00

ppappxp

dxpxpdx
x

pxpxP

a

aa

−+
π

=+π=

=+π=
+

π= ∫∫
 

3.11.7 Вычисление работы с помощью определенного интеграла 

Пусть под действием некоторой силы F материальная точка М движется по прямой 

Os, причем направление силы совпадает с направлением движения. Требуется найти работу, 

произведенную силой F при перемещении точки М из положения as =  в положение bs = . 

1) Если сила F постоянна, то работа А выражается произведением силы F на длину 

пути, т. е. 

( )abFA −= . 

2) Предположим, что сила F непрерывно меняется в зависимости от положения мате-

риальной точки, т. е. представляет собой функцию ( )sF , непрерывную на отрезке bsa ≤≤ . 

Разобьем отрезок [ ]ba,  на n произвольных частей с длинами nsss ∆∆∆ ,,, 21  , затем в 

каждом частичном отрезке ( )ii ss ,1−  выберем произвольную точку iξ  и заменим работу силы 

( )sF  на пути nisi ,,2,1, =∆  произведением ( ) ii sF ∆ξ . 

Это значит, что в пределах каждого частичного отрезка мы принимаем силу F за по-

стоянную, а именно полагаем ( )iFF ξ= . В таком случае выражение ( ) ii sF ∆ξ  при достаточно 



83 

малом is∆  дает нам приближенное значение работы силы F на пути is∆ , а сумма 

( )∑
=

∆ξ=
n

i
iin sFA

1
 будет приближенным выражением работы силы F на всем отрезке [ ]ba, . 

Очевидно, nA  представляет собой интегральную сумму, составленную для функции 

( )sFF =  на отрезке [ ]ba, . Предел этой суммы при 0max →∆ is  существует и выражает ра-

боту силы ( )sF  на пути от точки as =  до точки bs = : 

( )∫=
b

a
dssFA . (19) 

Пример 14. Сжатие S винтовой пружины пропорционально приложенной силе F. Вы-

числить работу силы F при сжатии пружины на 5 см, если для сжатия ее на 1 см нужна сила 

10 Н (рис. 14). 

 
Рисунок 14 

Решение. Сила F и перемещение S связаны по условию зависимостью kSF = , где k –

постоянная. 

Будем выражать S в метрах, F – в ньютонах. При 10,01,0 == FS , т. е. 01,010 ⋅= k , от-

куда SFk 1000,1000 == . На основании формулы (2.19) имеем 

Дж25,1
2

10001000
05,0

0

2
=== ∫

S
SdsA

b

a
. 

Пример 15. Сила F, с которой электрический заряд 1e  отталкивает заряд 2e  (того же 

знака), находящийся от него на расстоянии r, выражается формулой 
2

21

r

ee
kF

⋅
= , где k – по-

стоянная. 

Определить работу силы F при перемещении заряда 2e  из точки 1A , отстоящей от 1e  

на расстоянии 1r , в точку 2A , отстоящую от 1e  на расстоянии 2r , полагая, что заряд 1e  по-

мещен в точке 0A , принятой за начало отсчета. 
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Решение. По формуле (19) имеем 













−⋅=⋅−=

⋅
= ∫

21
21212

21 111 2

1

2

1 rr
eke

r
ekedr

r

ee
kA

r

r

r

r
. 

При +∞=2r  получим 
1

21
2

21

1 r

eke
dr

r

ee
kA

r
=

⋅
= ∫
+∞

. При 
r

e
kAe 1

2 ,1 == . Последняя величина 

называется потенциалом поля, создаваемого зарядом 1e . 

3.11.8 Координаты центра масс 

1) Центр масс плоской линии 

Пусть дана кривая AB уравнением ( ) bxaxfy ≤≤= , , и пусть эта кривая представляет 

собой материальную линию. Тогда координаты центра масс дуги выражаются определенны-

ми интегралами: 

( )

( )∫

∫

∫

∫

′+

′+

== b

a

b

a
b

a

b

a
c

dxxf

dxxfx

ds

xds
x

2

2

1

1
, (20) 

( ) ( ) ( )

( )∫

∫

∫

∫

′+

′+
== b

a

b

a
b

a

b

a
c

dxxf

dxxfxf

ds

dsxf
y

2

2

1

1
. (2.21) 

Пример 16. Найти координаты центра масс полуокружности 222 ayx =+ , располо-

женной над осью Ox. 

Решение. Определим ординату центра масс: 

,22

,,1,,

222
22

22

2

22
22

π
=

π
=

π
=

π
−

−

=

−
=






+=

−
−=−=

∫∫
−− a

a
a

a

dxa

a

dx
xa

axa
y

dx
xa

adsdx
dx
dyds

xa

x
dx
dyxay

a

a

a

a
c

 

0=cx  (так как полуокружность симметрична относительно оси Oy). 

2) Центр масс плоской фигуры 

Пусть дана фигура, ограниченная линиями ( ) ( ) bxaxxfyxfy ==== ,,, 21 , представ-

ляет собой материальную плоскую фигуру. Поверхностную плотность, т.е. массу единицы 

площади поверхности, мы будем считать постоянной и равной δ для всех частей фигуры. 
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Разобьем данную фигуру прямыми bxxxxax n ==== ,,, 1   на полоски ширины 

nxxx ∆∆∆ ,,, 21  . Масса каждой полоски будет равна произведению ее площади на плотность 

δ. Если каждую полоску заменить прямоугольником (рис. 15) с основанием ix∆  и высотой 

( ) ( )ii ff ξ−ξ 12 , где 
2

1 ii
i

xx +
=ξ − , то масса полоски будет приближенно равна 

( ) ( )( ) nixffm iiii ,,2,1,12 =∆ξ−ξδ=∆ . 

 
Рисунок 15 

Приближенно центр масс этой полоски будет находиться в центре соответствующего 

прямоугольника: ( ) ( )
( ) ( )

2
, 12 ii

ciici
ff

yx
ξ+ξ

=ξ= . 

Заменяя теперь каждую полоску материальной точкой, масса которой равна массе со-

ответствующей полоски и сосредоточена в центре масс этой полоски, найдем приближенное 

значение координат центра масс всей фигуры (по формулам (20) и (21)): 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )∑

∑
∑
∑

∆ξ−ξδ

∆ξ−ξδξ+ξ
=

∆ξ−ξδ
∆ξ−ξδξ

≈
iii

iiiii
c

iii

iiii
c xff

xffff
y

xff
xffx

12

1212

12

12 2
1

, . 

Переходя к пределу при 0→∆ ix , получим 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )
.2

1

,

12

2
1

2
2

12

12

∫

∫

∫

∫

−

−

=

−

−

≈ b

a

b

a
cb

a

b

a
c

dxxfxf

dxxfxf
y

dxxfxf

dxxfxfx
x . 

Эти формулы справедливы для любой однородной (т. е. имеющей постоянную плот-

ность во всех точках) плоской фигуры. Как мы видим, координаты центра масс не зависят от 

плотности δ фигуры (в процессе вычисления δ сократилось). 
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Пример 17. Определить координаты центра масс сегмента параболы axy =2 , отсе-

каемого прямой ax =  (рис. 16). 

 
Рисунок 16 

Решение. В данном случае ( ) ( ) axxfaxxf −== 12 , , поэтому 

a
a

a

xa

xa

dxax

dxaxx
x a

a

a

a

c
5

3

3

4
5

4

3

2
2

5

2
2

2

2

3

3

0

2/3

0

2/5

0

0 ===≈

∫

∫
, 0=cy  (так как сегмент симметричен 

относительно оси Ох). 

3.11.9 Вычисление момента инерции линии, круга и цилиндра  

с помощью определенного интеграла 

( )( ) ( )∫ ++γ=
b

a
dxxfxfxI 222

0 1  – (22) 

– момент инерции дуги материальной линии ( )xfy =  относительно начала координат,  

const=γ  – линейная плотность. 

1) Момент инерции тонкого однородного стержня длины l относительно его конца 

Совместим стержень с отрезком оси Ox: lx ≤≤0 . 

В этом случае 22,, iiiiii xrxmxs =∆γ=∆∆=∆  и формула (22) принимает вид 

3

3
2

0
l

dxxI
b

a
c

γ=γ= ∫ . (23) 

Если дана масса стержня M, то lM /=γ  и формула (23) принимает вид 

2
0

3

1
MlI

c
= . (24) 
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2) Момент инерции окружности радиуса r относительно центра 

Так как все точки окружности находятся на расстоянии r от центра, а его масса 

γ⋅π= rm 2 , то момент инерции окружности будет 

322
0 22 rrrmrI π⋅γ=⋅π⋅γ== . (25) 

3) Момент инерции однородного круга радиусa R относительно центра 

Момент инерции площади круга относительно центра (рис. 17): 

2
2

4

0

3
0

R
drrI

R
πδ=π⋅δ= ∫ . (27) 

 
Рисунок 17 

Если дана масса круга М, то поверхностная плотность δ определяется так: 
2R

M

π
=δ . 

Подставляя это значение, окончательно получаем 

2/2
0 MRI = . (28) 

Очевидно, что если имеем круглый цилиндр, радиус основания которого R и масса М, 

то его момент инерции относительно оси выражается формулой (28). 
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4 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

4.1 Определение интеграла по фигуре. Геометрический и физический смысл 

Под фигурой будем понимать: 

– линию на плоскости или в пространстве, 

– плоскую область, 

– поверхность в пространстве, 

– пространственное тело. 

Под мерой фигуры будем понимать: 

– в случае линии – ее длину; 

– в случае плоской области или поверхности – ее площадь; 

– в случае пространственного тела – его объем. 

По диаметром фигуры будем понимать наибольшее из расстояний между двумя лю-

быми точками фигуры. 

Пусть в каждой точке фигуры F задана функция от координат ( )Pf . Разобьем фигуру 

на n элементарных фигур произвольным образом. В каждой из элементарных фигур возьмем 

точку iP  и вычислим значение функции в этой точке ( )iPf . Умножим найденное значение 

функции на меру элементарной фигуры ik∆ . Так поступаем для каждой из элементарных фи-

гур и полученные произведения просуммируем. Полученная в результате перечисленных 

операций сумма называется n-ой интегральной суммой для функции ( )Pf  по фигуре F 

( )∑
=

∆=
n

i
iin kPfS

0
. 

Для различных фигур интегральные суммы имеют различный вид: 

– для линии ( )∑
=

∆
n

i
ii lPf

1
; 

– для плоской области ( )∑
=

∆
n

i
ii sPf

1
; 

– для поверхности ( )∑
=

σ∆
n

i
iiPf

1
; 

– для пространственного тела ( )∑
=

∆
n

i
ii vPf

1
. 

Определение. Интегралом по фигуре от заданной на ней функции ( )Pf  называется 

предел n-ой интегральной суммой при неограниченном увеличении числа разбиении при ус-

ловии, что максимальный диаметр разбиения стремится к нулю и этот предел не зависит от 
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способа разбиения фигуры на элементарные фигуры и от выбора точек iP  

( ) ( )∑∫
=→λ

∆=
n

i
ii

F
kPfdkpf

00
lim , где λ – максимальный диаметр разбиения. 

В зависимости от фигуры определенный интеграл по фигуре обозначается следую-

щим образом: 

– ( ) ( )∑∫
=→λ

∆=
n

i
iiii

L
lzyxfdlzyxf

10
,,lim,,  – криволинейный интеграл первого рода по дуге кривой 

L; 

– ( ) ( )∑∫∫
=→λ

∆=
n

i
iii

D
syxfdxdyyxf

10
,lim,  – двойной интеграл от функции ( )yxf ,  по области D; 

– ( ) ( )∑∫∫
=→λΣ

σ∆=σ
n

i
iiii zyxfdzyxf

10
,,lim,,  – поверхностный интеграл первого рода от функции 

( )zyxf ,,  по поверхности Σ; 

– ( ) ( )∑∫∫∫
=→λ

∆=
n

i
iiii

v
vzyxfdvzyxf

00
,,lim,,  – тройной интеграл от функции ( )zyxf ,,  по телу v. 

Теорема 4.1 (достаточное условие существования интеграла по фигуре). Если 

функция ( )Pf  непрерывна в замкнутой фигуре F, то она интегрируема в этой фигуре. 

Выясним физический смысл интеграла по фигуре. Пусть в каждой точке фигуры зада-

на плотность, как функция от координат ( )Pρ=ρ . Будем считать, что плотность в каждой 

точке из элементарных фигур постоянна ( )ii Pρ=ρ , тогда масса элементарной фигуры im∆  

мерой ik∆  определяется равенством 

( ) iii kPm ∆ρ=∆ . 

Масса всей фигуры будет приближенно равна сумме масс всех элементарных фигур, 

на которые разбили фигуру F 

( )∑∑
==

∆ρ=∆≈
n

i
ii

m

i
i kPmM

11
. 

Если число разбиений n неограниченно увеличивать так, что максимальный диаметр 

разбиения λ стремится к нулю, то сумма, стоящая в правой части равенства, будет стремится 

к массе фигуры 

( ) ( )∫∑ ρ=∆ρ=
=→λ F

n

i
ii dkpkPM

10
lim . 

Физический смысл интеграла по фигуре состоит в следующем: определенный инте-

грал по фигуре от плотности численно равен массе фигуры. 
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Если в каждой точке фигуры плотность постоянна и равна единице, то масса фигуры 

численно равна мере фигуры: 

– ldl
L

=∫  – длине линии L; 

– sds
D

=∫∫  – площади области D; 

– sd =σ∫∫
Σ

 – площади поверхности Σ; 

– vdv
v

=∫∫∫  – объему тела V. 

В этом и состоит геометрический смысл интеграла по фигуре. 

4.2 Основные свойства определенного интеграла по фигуре 

Определенный интеграл по фигуре обладает следующими свойствами. 

1. Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла по фигу-

ре 

( ) ( ) const, == ∫∫ cdkpfcdkpcf
FF

. 

2. Интеграл по фигуре от алгебраической суммы функций равен сумме интегралов по 

этой же фигуре от каждого из слагаемых 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+
FFF

dkpgdkpfdkpgpf . 

3 (Свойство аддитивности). Если фигуру F разбить на n непересекающихся фигур 

iF , то интеграл по всей фигуре равен сумме интегралов от той же функции по фигурам, на 

которые разбили фигуру F 

( ) ( )∑ ∫∫
=

=
n

i FF i

dkpfdkpf
1

. 

4. Теорема о среднем 

Теорема 4.2. Если функция ( )pf  непрерывна на замкнутой фигуре F, то внутри фи-

гуры найдется такая точка M, что интеграл по фигуре будет равен произведению значения 

подынтегральной функции в этой точке на меру фигуры 

( ) ( )KMfdkpf
F

=∫ . 
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4.3 Двойной интеграл. Вычисление двойного интеграла  

в декартовой системе координат 

4.3.1 Определение двойного интеграла. Геометрический и физический смысл 

Пусть в замкнутой области D плоскости Oxy задана непрерывная функция двух пере-

менных ( )yxfz ,= . Разобьем область D произвольным образом на n элементарных площа-

док площадью is∆  и диаметром iλ  (рис. 4.1). В каждой элементарной площадке возьмем 

точку ( )iii yxP ,  и вычислим значение функции в этой точке ( ) ( )iii yxfPf ,≈ . Найденное зна-

чение функции умножим на площадь элементарной площадки is∆ , так поступим с каждой 

элементарной площадкой и полученные произведения просуммируем. Составленная таким 

образом сумма называется n-ой интегральной суммой для функции ( )yxf ,  по области D 

( )∑
=

∆=
n

i
iiin syxfS

1
, . 

 y 

x 0 

Di 

Pi,∆s
 

 

 
Рисунок 4.1 

Если существует конечный предел n-ой интегральной суммы nS  при неограниченном 

увеличении числа разбиений при условии, что максимальный диаметр разбиения стремится к 

нулю и этот предел не зависит от способа разбиения области D на элементарные площадки и 

от выбора точек iP , то он называется двойным интегралом от функции ( )yxf ,  по области D 

( ) ( )∑∫∫
=→λ

∆=
n

i
iii

D
syxfdsyxf

10
,lim, . 

В этом случае функцию ( )yxf ,  называют интегрируемой в области D, D называется 

областью интегрирования. 

Теорема 4.3 (достаточное условие существования двойного интеграла). Если 

функция ( )yxf ,  непрерывна в замкнутой области D, то она интегрируема в этой области. 

Выясним геометрический смысл двойного интеграла. Рассмотрим цилиндрическое 

тело, ограниченное сверху поверхностью ( )yxfz ,= , снизу – замкнутой областью D, с боков 

– цилиндрической поверхностью с образующей, параллельной оси Oz, а направляющей явля-
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ется граница области D. Найдем объем этого тела. Для этого разобьем область D на n эле-

ментарных площадок Di nisi ,1, =∆ площадью . Выберем i-ю элементарную площадку и 

возьмем на ней точку ( )iii yxP ,  и вычислим значение функции ( )yxf ,  в этой точке 

( ) ( )iii yxfPf ,=  (рис. 4.2). Найденное значение функции умножим на площадь элементарной 

площадки is∆ , в результате получим объем столбика с основанием is∆  и высотой ( )ii yxf ,  

( ) iiii syxfv ∆=∆ , . 

 
Рисунок 4.2 

Объем цилиндрического тела приближенно будет равен сумме объемов столбиков 

( )∑∑
==

∆=∆≈
n

i
iii

n

i
i syxfvV

11
, . 

Если число столбиков неограниченно увеличивать, то  их суммар ный о бъем будет 

стремиться к объему цилиндрического тела 

( ) ( )∫∫∑ =∆=
=→λ D

n

i
iii dsyxfsyxfV ,,lim

10
. 

Их выше сказанного следует, что двойной интеграл численно равен объему цилинд-

рического тела, ограниченного сверху поверхностью ( )yxfz ,= , снизу – областью D, по бо-

кам – цилиндрической поверхностью с направляющей, параллельной оси Oz, направляющая 

– граница области D. 

Если ( ) 1, ≡yxf , то двойной интеграл по области D будет численно равен площади 

области D ∫∫=
D

D dsS . 

Если в каждой точке пластины D задана поверхностная плотность как функция коор-

динат ( )yx,ρ=ρ , то масса пластины D будет равна двойному интегралу от плотности по об-

ласти D ( )∫∫ρ=
D

dsyxM , . В этом и состоит физический смысл двойного интеграла. 

0 

x 

),( yxfz =
 

D 

i ZPf =)(
 

is∆
 
iP

 

z 

y 
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4.3.2 Основные свойства двойного интеграла 

1. Постоянный множитель можно выносить за знак двойного интеграла 

( ) ( )∫∫∫∫ =
DD

dsyxfcdsyxcf ,, . 

Доказательство. Для доказательства воспользуемся определением двойного интегра-

ла 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∑∑∑∫∫ =∆=∆=∆=
=→λ=→λ=→λ D

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

D
dsyxfcsyxfcsyxfcsyxcfdsyxcf ,,lim,lim,lim,

101010
. 

2. Двойной интеграл от алгебраической суммы функций равен сумме двойных инте-

гралов от каждого из слагаемых 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=+
DDD

dsyxgdsyxfdsyxgyxf ,,,, . 

Доказательство. Для доказательства воспользуемся определением двойного интегра-

ла 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,lim,lim

,,lim,,lim,,

1010

11010

∫∫∫∫∑∑

∑∑∑∫∫

+=∆+∆

=







∆+∆=∆+=+

=→λ=→λ

==→λ=→λ

DD

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iiiii

D

dsyxgdsyxfsyxgsyxf

syxgsyxfsyxgyxfdsyxgyxf
. 

3. Если в каждой точке области D выполняется неравенство ( ) ( )yxgyxf ,, ≥ , то 

( ) ( )∫∫∫∫ ≥
DD

dsyxgdsyxf ,, . 

4. Пусть m и M – наименьшее и наибольшее значения функции ( )yxfz ,=  в области D 

и S – площадь области D, тогда справедливо неравенство 

( ) MSdsyxfmS
D

≤≤ ∫∫ , . 

5. Теорема о среднем 

Теорема 4.4. Если функция ( )yxfz ,=  непрерывна в замкнутой области D, то в этой 

области существует точка ( )000 , yxM , в которой выполняется равенство 

( ) ( )Syxfdsyxf
D

00,, =∫∫ , где S – площадь D. Значение функции 

( ) ( )∫∫=
D

dsyxf
S

yxf ,
1

, 00  называют средним значением функции ( )yxfz ,=  в области D. 
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4.3.3 Вычисление двойного интеграла в прямоугольной декартовой системе коор-

динат 

Определение. Область D, ограниченная сверху кривой ( )xy ϕ= , снизу – кривой 

( )yy ψ= , а по бокам – прямыми ax =  и bx = , называется правильной в направлении оси 

Oy, если любая прямая, параллельная оси Oy и проходящая через область D, пересекает гра-

ницу области D не более, чем в двух точках (рис. 4.3). 

 

x b a 0 

y 

y  

 

y x xx

 

a a D 
D 

y=ϕ(x) 

y=ψ(x) 
 

Рисунок 4.3 

Определение. Область D, ограниченная слева кривой ( )yx ϕ= , справа – кривой 

( )yx ψ= , сверху и снизу – прямыми by =  и ay = , называется правильной в направлении 

оси Ox, если любая прямая, параллельная оси Ox и проходящая через область D, пересекает 

границу области D не более, чем в двух точках (рис. 4.4). 

 

0 x 

c 

d 

y 

x=ψ(y) 

D 

  

x=ϕ(y) 

 
Рисунок 4.4 

Пусть область D является правильной в направлении оси Oy (рис. 4.3) и требуется вы-

числить ( )∫∫
D

dsyxf , . Для вывода формулы для вычисления двойного интеграла воспользуем-

ся геометрическим смыслом двойного интеграла. Пусть функция ( )yxfz ,=  непрерывна в 
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замкнутой области D и является неотрицательной в этой области, тогда двойной интеграл 

численно равен объему цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхностью 

( )yxfz ,= , снизу – областью D, по бокам – цилиндрической поверхностью с образующей, 

параллельной оси Oz (рис. 4.5). 

 
Рисунок 4.5 

Построим сечение тела плоскостью, перпендикулярной оси Ox.  В результате получа-

ем криволинейную трапецию ABCD. Площадь данного сечения найдем с помощью опреде-

ленного интеграла  

( ) ( )
( )

( )

∫
ψ

ϕ

=
x

x
dyyxfxS , . 

Объем цилиндрического тела определим с помощью параллельных сечений 

( ) ( )
( )

( )

∫ ∫∫ 












==

ψ

ϕ

b

a

x

x

b

a
dxdyyxfdxxSV , . 

Окончательно получаем ( ) ( )
( )

( )

∫ ∫∫
ψ

ϕ

=
b

a

x

x

b

a
dyyxfdxdsyxf ,, . 

Полученная формула служит для вычисления двойного интеграла в декартовой сис-

теме координат. Интеграл, стоящий в правой части формулы, называется повторным инте-

гралом. Он вычисляется следующим образом: вначале вычисляется внутренний интеграл по 

переменной y, а затем – внешний интеграл по переменной x. 

Если область D является правильной в направлении оси Ox, то двойной интеграл вы-

числяется по формуле: ( ) ( )
( )

( )

∫ ∫∫∫
ψ

ϕ

=
b

a

y

yD
dxyxfdydsyxf ,, . 

C 

)(xy ψ=  

D 

y 

z 

x 

),( yxfz =  

A x B 
)(xy ϕ=  b 

a 
O 
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Рассмотрим примеры вычисления двойного интеграла. 

Пример 1. Вычислить ∫∫
D

xdxdy , где область D ограничена линиями: xyxy −== 2,2 . 

Решение. Построим область интегрирования (рис.4.6). 

 
Рисунок 4.6 

Область является правильной в направлении оси Oy. Найдем точки пересечения пара-

болы 2xy =  и прямой xy −= 2 , для этого решим систему ;02
,2

, 2
2

=−+




−=
= xx

xy
xy  21 −=x ; 

12 =x . Из рисунка видно, что переменная x изменяется от – 2 до 1, а переменная y – от линии 

2xy =  до линии xy −= 2 . перейдем от двойного интеграла к повторному и вычислим его 

( ) ( )( )

( ) .5,484
2
1

2
22

2

1

2

4
2

1

2

3

1

2

32
1

2

2
21

2
2

2

=+−−=









−=−=

=−−===

−−

−−

−
−

−

∫

∫∫∫∫∫∫

xxdxxx

dxxxxdxxyxdydxxdxdy x
x

x

xD
 

Пример 2. Вычислить ∫∫
D

xydxdy , если область D ограничена линиями: xyxy == 22, . 

Решение. Сделаем чертеж области D (рис.4.7). 

 
Рисунок 4.7 

y 

x 0 1 

2xy =  

xy =2  
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Найдем точки пересечения парабол ( ) 1,0,01,
,

,
21

34
2

2
===−=







=

=
xxxxxx

xy

xy
. Область 

является правильной в направлении оси Ox. Переменная y изменяется от 0 до 1; переменная x 

– от линии 2yx =  до линии yx = . 

( ) =−=















== ∫∫∫ ∫∫∫

1

0

4
1

0

21

0 2
1

2 22
dyyyydyyxxydxdyxydxdy
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yD
 

( ) .
12
1
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1
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1

2
1

632
1

2
1
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0
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−=−= ∫

yydyyy  

4.4 Тройной интеграл, его свойства. Геометрический и физический смысл  

тройного интеграла. Вычисление тройного интеграла в декартовой системе координат 

4.4.1 Определение тройного интеграла, его свойства, геометрический  

и физический смысл 

Пусть в пространстве задана некоторая область V, ограниченная замкнутой поверхно-

стью Σ. Пусть в области V и на ее границе определена некоторая функция ( )zyxfu ,,= . Ра-

зобьем область V произвольным образом на n элементарных тел объемом nivi ,1, =∆ . Выбе-

рем произвольный i-й элементарный объем. Возьмем в нем точку ( )iiii zyxP ,,=  и вычислим 

значение функции ( )zyxfu ,,=  в этой точке ( ) ( )iiiii zyxfPfu ,,== . Найденное значение 

функции умножим на величину объема iv∆ . Так поступим с каждым элементарным объеми-

ком, и полученные произведения просуммируем. Составленная сумма называется n-й инте-

гральной суммой для функции ( )zyxfu ,,=  по телу V 

( )∑
=

∆=
n

i
iiiin vzyxfS

1
,, . 

 
Рисунок 4.8 
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Если существует конечный предел n-й интегральной суммы при неограниченном уве-

личении числа разбиений, при условии, что максимальный диаметр разбиения λ стремится к 

нулю и этот предел не зависит от способа разбиения тела V на элементарные объемы и от 

выбора точек iP , то он называется тройным интегралом от функции ( )zyxf ,,  по телу V. 

( ) n
V

Sdvzyxf
0

lim,,
→λ

=∫∫∫ . 

Если в каждой точке тела V задана плотность, как функция координат ( )zyx ,,µ=µ , то 

тройной интеграл от плотности по телу V равен массе тела V 

( )∫∫∫µ=
V

dvzyxM ,, . 

В этом и состоит физический смысл тройного интеграла. 

Если в каждой точке тела V плотность постоянна и равна единице, то масса тела чис-

ленно равна объему тела V 

∫∫∫=
V

dvV . 

Геометрический смысл тройного интеграла состоит в следующем: объем тела V чис-

ленно равен тройному интегралу по телу V. 

Тройной интеграл обладает следующими свойствами: 

1. Постоянный множитель можно выносить за знак тройного интеграла 

( ) ( )∫∫∫∫∫∫ =
VV

dvzyxfkdvzyxkf ,,,, . 

2. Тройной интеграл от алгебраической суммы функций равен сумме тройных инте-

гралов от каждого из слагаемых  

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫∫∫ +=+
VVV

dvzyxgdvzyxfdvzyxgzyxf ,,,,,,,, . 

3. Если тело V разбито на несколько непересекающихся тел Vi

( ) ( )∑∫∫∫∫∫∫
=

=
n

i VV i

dvzyxfdvzyxf
1

,,,,

, то тройной интеграл 

по телу V равен сумме тройных интегралов по телам, на которые разбили тело V 

. 

4. Если в каждой точке области V выполняется неравенство ( ) ( )zyxgzyxf ,,,, ≥ , то 

( ) ( )∫∫∫∫∫∫ ≥
VV

dvzyxgdvzyxf ,,,, . 

5. Если функция ( )zyxf ,,  в замкнутой области V, то внутри области существует точка 

( )zyxP ,, , в которой выполняется равенство ( ) ( ) Vzyxfdvzyxf
V

⋅=∫∫∫ ,,,, . 
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6. Если функция ( )zyxf ,,  непрерывна в области V и m, M соответственно наименьшее 

и наибольшее значения функции в области V, то 

( ) MVdvzyxfmV
V

≤≤ ∫∫∫ ,, . 

4.4.2 Вычисление тройного интеграла в декартовой системе координат 

Предположим, что область V удовлетворяет следующим условиям: 

1) Всякая прямая, параллельная оси Oz пересекает область не более, чем в двух точ-

ках. 

2) Область V проектируется на плоскость xOy в правильную область D. 

3) Всякая часть области V, отсеченная плоскостью, параллельной любой из коорди-

натных плоскостей, удовлетворяет условиям 1 – 2. 

Область V, удовлетворяющая условиям 1 – 3, называется правильной. 

Пусть тело V ограничено сверху поверхностью ( )yxzz ,2= , снизу – ( )yxzz ,1= . Пусть 

проекцией тела V на плоскость xOy является область D, ограниченная линиями: снизу – ли-

нией ( )yxy ,1ϕ= , сверху – линией ( )yxy ,2ϕ= , по бокам – прямыми ax =  и bx = . Трех-

кратным интегралом от функции ( )zyxf ,,  по телу V называется следующий интеграл 

( )
( )

( )

( )

( )

∫ ∫ ∫
ϕ

ϕ

b

a

x

x

yxz

yxz
dzzyxfdydx

2

1

2

1

,

,
,, . 

Трехкратный интеграл вычисляется следующим образом: вначале вычисляется внут-

ренний интеграл, затем – средний и в конце – внешний. Вычисление тройного интеграла 

приводится к вычислению трехкратного интеграла. Для вывода этого воспользуемся физиче-

ским смыслом тройного интеграла. 

 
Рисунок 4.9 
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Пусть плотность в каждой точке тела V задана функцией ( )zyxf ,, , тогда масса тела V 

определяется по формуле 

( )∫∫∫=
V

dvzyxfM ,, . 

Разобьем область D на n элементарных площадок. Выберем i-ю площадку и обозна-

чим ее площадь ds. На этой площадке, как на основании, строим цилиндр с образующей, па-

раллельной оси Oz. Выберем на высоте z из цилиндра элемент высотой dz. Объем выбранно-

го элемента будет равен dzds, а масса элемента – ( )dzdszyxf ,, . Масса всего столбика будет 

равна сумме масс всех элементов 

( )
( )

( )

∫=∆
yxz

yxz
dsdzzyxfM

,

,

2

1

,, . 

Масса всего тела V будет равна сумме масс всех столбиков 

( )
( )

( )

∫∫ ∫=
D

yxz

yxz
dzzyxfdsM

,

,

2

1

,, . 

Вычисленные массы равны 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

∫ ∫ ∫∫∫ ∫∫∫∫
ϕ

ϕ

==
b

a

x

x

yxz

yxzD

yxz

yxzV
dzzyxfdydxdzzyxfdsdvzyxf

2

1

2

1

2

1

,

,

,

,
,,,,,, . 

Рассмотрим пример вычисления тройного интеграла. 

Пример. Вычислить ∫∫∫
V

zdv , если область V ограничена поверхностями: 24 xz −= ; 

2;0;0 === yyz . Тело V изображено на рис. 4.10 а), проекция тела на плоскость xOy – на 

рис. 4.10 б). 

  
а) б) 

Рисунок 4.10 

Решение. Из рисунков видно, что переменная z изменяется от плоскости 0=z  до по-
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верхности 24 xz −= ; переменная y изменяется от линии 0=y  до линии 2=y ; переменная x 

изменяется от 2−=x  до 2=x . Перейдем от тройного интеграла к трехкратному и вычислим 

его 

( ) ( )

( ) ( ) .
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2
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∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫∫∫∫

xxxdxxxdxx
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xx

V
 

4.5 Замена переменных в кратных интегралах 

4.5.1 Замена переменных в двойном интеграле 

Пусть на плоскости xOy задана область D, ограниченная линией L. Предположим, что 

координаты x и y являются функциями от u и v 

( )
( )




ψ=
ϕ=

vuy
vux
;
;

 (4.1) 

Функции ϕ и ψ однозначны, непрерывны и имеют непрерывные частные производные 

в некоторой области D′ . По формулам (4.1) каждой паре чисел ( ) Dvu ′∈;  соответствует 

вполне определенное значение ( ) Dyx ∈; . Функции ϕ и ψ имеют обратные функции. Рас-

смотрим прямоугольную систему координат uOv. Каждой точке ( )yxP ,  на плоскости xOy 

однозначно соответствует точка ( )vuP ,′  на плоскости uOv. Рассмотрим в области D′  прямую 

const=u , ей в области D соответствует некоторая линия, аналогично прямой const=v  соот-

ветствует некоторая линия в D. Разобьем область D′  прямыми const=u  и const=v  на пря-

моугольники. Соответствующими кривыми разобьется область D на криволинейные прямо-

угольники (рис. 4.11). 

 
Рисунок 4.11 
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Рассмотрим на плоскости uOv прямоугольную площадку 4321 PPPP ′′′′ , ей соответствует 

на плоскости xOy площадка 4321 PPPP  (рис. 4.12). 

 
Рисунок 4.12 

Пусть в области D задана функция ( )yxfz ,= . Каждому значению ( )yxfz ,=  в D со-

ответствует ( ) ( ) ( )( )vuvufvuFz ,,,, ψϕ==  в D′ . 

Рассмотрим интегральную сумму 

( ) ( )∑∑
==

′∆=∆=
n

i
iii

n

i
iiin svuFsyxfS

11
,, . 

Вычислим площадь ∆s криволинейного прямоугольника 4321 PPPP  через координаты 

точек 4321 ,,, PPPP . 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).,,,,

,,,,,
,,,,,

,,,,,

44444

33333

22222

11111

vvuyvvuxyxP
vvuuyvvuuxyxP

vuuyvuuxyxP
vuyvuxyxP

∆+ψ=∆+ϕ=
∆+∆+ψ=∆+∆+ϕ=

∆+ψ=∆+ϕ=
ψ=ϕ=

 

При нахождении ∆s мы будем считать, что 43143421 ||,|| PPPPPPPP . Заменим прираще-

ние функции дифференциалом, тогда координаты примут значения 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .,;,

;,;,

;,;,

;,;,

44

33

22

11

v
v

vuyv
v

vux

v
v

u
u

vuyv
v

u
u

vux

u
u

vuyu
u

vux

vuyvux

∆
∂
ψ∂

+ψ=∆
∂
ϕ∂

+ϕ=

∆
∂
ψ∂

+∆
∂
ψ∂

+ψ=∆
∂
ϕ∂

+∆
∂
ϕ∂

+ϕ=

∆
∂
ψ∂

+ψ=∆
∂
ϕ∂

+ϕ=

ψ=ϕ=

 

При сделанных предположениях можно считать, что четырехугольник 4321 PPPP  явля-

ется параллелограммом и его площадь определяется по формуле 

( )( ) ( )( ) vu

vu

vuvu
uvvu

yyxxyyxxs ∆∆

∂
ψ∂

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

=∆∆
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

−
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

=−−−−−≈∆ 13232313 . 

′
1P  

u 

v 

s′∆  

0 

′
uP  ′

3P  

′
2P  

uu ∆+  

νν ∆+  

v 

u 

s∆  
P1 

P2 

P3 

P4 

x 

y 

0 
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Определитель 

vu

vuI

∂
ψ∂

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

=  называется определителем Якоби или якобианом. 

Тогда площадь sIs ′∆≈∆ . 

Подставим найденную площадь в интегральную сумму 

( ) ( )∑∑
==

′∆=∆=
n

i
iii

n

i
iiin sIvuFsyxfS

11
,, . 

Перейдем в равенстве к пределу при неограниченном увеличении числа разбиений, 

при условии, что максимальный диаметр разбиения стремится к нулю, получим 

( ) ( ) ( )( )∫∫∫∫
′

ψϕ=
DD

dudvIvuvufdxdyyxf ,;,, . 

Данная формула служит для преобразования координат в двойном интеграле. 

Рассмотрим вычисление двойного интеграла в полярной системе координат. 

 
Рисунок 4.13 

Точка M в полярной системе координат имеет координаты r и ϕ. Они связаны с декар-

товыми координатами соотношениями 

ϕ=ϕ= sin;cos ryrx . 

Вычислим якобиан. 

( ) rr
r
r

y
v
y

x
v
x

I =ϕ+ϕ=
ϕϕ
ϕ−ϕ

=

ϕ∂
∂

∂
∂

ϕ∂
∂

∂
∂

= 22 cossin
cossin
sincos

. 

Тогда формула для вычисления двойного интеграла в полярной системе координат 

примет вид 

( ) ( )∫∫∫∫
′

ϕϕϕ=
DD

drrdrrfdxdyyxf sin;cos, . 

Рассмотрим вычисление двойного интеграла в полярной системе координат. 
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Пример. Вычислить ( )∫∫ +
D

dxdyyxf 22 , где область D ограничена линиями 122 =+ yx ; 

422 =+ yx .  

Решение. Сделаем чертеж области D (рис. 4.14). 

 
Рисунок 4.14 

Найдем уравнения в полярной системе координат 

2;1;1sincos 2222222 ====ϕ+ϕ=+ rrrrryx . 

Найдем пределы интегрирования 21;20 ≤≤π≤ϕ≤ r . Вычислим интеграл в поляр-

ной системе координат 
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D

 

4.5.2 Замена переменных в тройном интеграле. Вычисление тройного интеграла  

в цилиндрической и сферической системах координат 

Пусть требуется вычислить тройной интеграл ( )∫∫∫
V

dxdydzzyxf ,,  в декартовой систе-

ме координат. Перейдем к новым координатам u, v, w с помощью подстановки 

( ) ( ) ( )wvuzwvuywvux ,,;,,;,, χ=ψ=ϕ= . 

Переход к новой системе координат осуществляется по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫∫∫∫∫ χψϕ=
VV

dudvdwIwvuwvuwvufdxdydzzyxf ,,;,,;,,,, , где I – якобиан, кото-

рый для тройного интеграла имеет вид 

w
z

v
z

u
z

w
y

v
y

u
y

w
x

v
x

u
x

I

∂
∂

∂
∂

∂
∂
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∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
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∂
∂

= . 
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Рассмотрим вычисление тройного интеграла в цилиндрической системе координат. 

Цилиндрические координаты связаны с декартовыми координатами соотношениями  

0,;20;;sin;cos ≥∈π≤ϕ≤=ϕ=ϕ= rRzzzryrx . 

Якобиан для цилиндрической системы координат имеет вид 

0
100
0cossin
0sincos

≥=ϕϕ
ϕ−ϕ

=

∂
∂

ϕ∂
∂

∂
∂

∂
∂

ϕ∂
∂

∂
∂

∂
∂

ϕ∂
∂

∂
∂

= rr
r

z
zz

r
z

z
yy

r
y

z
xx

r
x

I . 
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Рисунок 4.15 

Переход к цилиндрическим координатам в тройном интеграле осуществляется по 

формуле 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫
ϕ

ϕ

β

α

ϕ

ϕ′
ϕϕϕ=ϕϕϕ=

rz

rz

r

rVV
dzzrrfrdrddzrdrdzrrfdxdydzzyxf

,

,

2

1

2

1

,sin;cos;sin;cos,, . 

Рассмотрим переход к цилиндрическим координатам в тройном интеграле на примере 

решения задачи. 

Пример. Вычислить массу тела, ограниченного параболоидом 22 yxz +=  и плоско-

стью 1=z , если плотность в каждой точке тела определяется по формуле 22 yx +=ρ . 

Решение. Сделаем чертеж тела и проекции тела на плоскость xOy (рис. 4.16). 
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Рисунок 4.16 
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Масса тела V определяется по формуле ( )∫∫∫ρ=
V

dvzyxM ,, . 

Перейдем от декартовой системы координат к цилиндрической. Определим пределы 

интегрирования 

10;20;12 ≤≤π≤ϕ≤≤≤ rzr . 

( ) .
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Рассмотрим вычисление тройного интеграла в сферических координатах (рис. 4.17). 

 

x 

ϕ 

z 

r θ 

x 
y 

0 
y 

•M(x,y,z) 

  

 
Рисунок 4.17 

Связь между декартовыми и сферическими координатами выражается соотношениями 

π≤θ≤π≤ϕ≤∞<≤θ=θϕ=θϕ= 0;20;0;cos;sinsin;sincos rrzryrx . 

Якобиан для перехода от декартовой системы координат к сферической имеет вид 

θ=

∂
∂

θ∂
∂

ϕ∂
∂

∂
∂

θ∂
∂

ϕ∂
∂

∂
∂

θ∂
∂

ϕ∂
∂

= sin2r

r
zzz
r
yyy
r
xxx

I . 

Переход от декартовой системы координат к сферической осуществляется по формуле 

( ) ( )∫∫∫∫∫∫
′

θϕθθθϕθϕ=
VV

drddrrrrfdxdydzzyxf sincos;sinsin;sincos,, 2 . 

Рассмотрим вычисление тройного интеграла в сферической системе координат. 

Пример. Вычислить ∫∫∫
V

zdxdydz , где тело V ограничено сферой 222 4=++ zyx  и ко-

нусом 22 yxz += . 

Решение. Изобразим тело (рис. 4.18). 
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Рисунок 4.18 

Уравнение сферы в сферических координатах имеет вид 2=r , уравнение конуса – 

4

π
=θ . Координаты r, ϕ, θ изменяются в следующих диапазонах: π≤ϕ≤≤≤ 20;20 r ; 

4
0

π
≤θ≤ . Перейдем к вычислению тройного интеграла. 

π=θθθϕ=θϕθθ= ∫ ∫ ∫∫∫∫∫∫∫
π π

′
2sincossincos

2

0

4/

0

2

0

32 drrddddrdrrzdxdydz
VV

. 

4.6 Приложение кратных интегралов  

4.6.1 Приложение двойного интеграла 

На основании геометрического смысла двойного интеграла имеем: ( )∫∫
D

dsyxf ,  чис-

ленно равен объему цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхностью ( )yxfz ,= , 

снизу – областью D и цилиндрической поверхностью с образующей, параллельной оси Oz. 

( )∫∫=
D

dxdyyxfV , . (4.2) 

Если в каждой точке пластины задана поверхностная плотность ( )yx,γ=γ , то масса 

пластины D находится по формуле 

( )∫∫ γ=
D

dxdyyxM , . 

Площадь области D с помощью двойного интеграла находится по формуле 

∫∫=
D

dxdyS . 

Пусть поверхность задана уравнением ( )yxfz ,=  и проекция поверхности на плос-

кость xOy равна области D, тогда площадь поверхности находится по формуле 

( ) ( )∫∫ ′+′+=
D

yx dxdyffS 221 . 
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Определим моменты инерции пластины. 

Определение. Моментом инерции материальной точки M относительно точки O 

называется произведение массы m на квадрат расстояния от точки M до точки O 
2mrI = . 

Определение. Момент инерции системы материальных точек равен сумме момен-

тов инерции отдельных точек 

∑
=

=
n

i
iirmI

1

2 . 

Пусть дана пластина D в плоскости xOy и пусть в каждой точке пластины задана 

плотность ( )yx,γ=γ . 

Разобьем фигуру D на n частей произвольным образом. Считаем массу элементарной 

площадки сосредоточенной в точке ( )iii yxP , . Тогда момент инерции материальной точки iP  

относительно начала координат – ( )( ) iiiiii syxyxI ∆+γ=∆ 22, . Момент инерции относительно 

начала координат равен приближенно сумме моментов элементарных площадок 

( )( )∑∑
==

∆+γ=∆≈
n

i
iiiii

n

i
i syxyxII

1

22

1
0 , . 

Если число разбиений неограниченно увеличивать при условии, что максимальный 

диаметр разбиения стремится к 0, то 

( )( )∫∫ +γ=
D

dxdyyxyxI 22
0 , . 

Интегралы 

( ) ( )∫∫∫∫ γ=γ=
D

Oy
D

Ox dxdyyxxIdxdyyxyI ,;, 22  

определяют моменты инерции пластины D относительно оси Ox и оси Oy соответственно. 

Определение. Статическим моментом инерции материальной точки относительно 

оси называется произведение массы точки на расстояние до оси. 

Статические моменты пластины D относительно осей Ox и Oy определяют по фор-

мулам 

( ) ( )∫∫∫∫ γ=γ=
D

y
D

x dxdyyxxMdxdyyxyM ,;, . 

Координаты центра масс пластины D опредедяются по формулам 

( )

( )

( )

( )∫∫

∫∫

∫∫

∫∫
γ

γ
==

γ

γ
==

D

Dx
c

D

Dy
c dxdyyx

dxdyyxy

M
My

dxdyyx

dxdyyxx

M
M

x
,

,
;

,

,
. 
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Пример 1. Найти координаты центра масс однородной пластины, ограниченной ли-

ниями 4,12 =−= yxy , если плотность в каждой точке ( ) 1, =γ yx . 

 
Рисунок 4.19 

Решение. Определим массу пластины 

( ) ( ) ( )

( ) .
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Вычислим статический момент относительно оси Ox 
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( ) ( ) .
3
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53
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2
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2
11216

2
1

2
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5

535

5

42
5

5

24
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5
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1

24

1

5
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===γ=

−−−

− −−−

∫∫

∫∫∫∫∫∫∫

xxxdxxxdxxx

dxyydydxydxdydxdyyxyM
xxDD

x

 

Так как пластина симметрична относительно оси Oy и плотность постоянная, то 

0=yM . Тогда координаты центра масс будут равны 

2
3/520
3/540;0 =====

M
My

M
M

x x
c

y
c . 

4.6.2 Приложение тройного интеграла 

Объем тела V с помощью тройного интеграла находится по формуле 

∫∫∫=
V

dxdydzV . 

Если в каждой точке тела V задана плотность, как функция координат ( )zyx ,,γ=γ , то 

масса тела V определяется по формуле 

( )∫∫∫γ=
V

dxdydzzyxM ,, . 
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Моменты материальной точки массы m относительно осей координат выражаются 

формулами 

( ) ( ) ( )myxImzxImzyI OzOyOx
222222 ;; +=+=+= . 

Моменты инерции тела V с объемной плотностью ( )zyx ,,γ  определяются следующи-

ми формулами 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

γ+=

γ+=

γ+=

V
Ox

V
Oy

V
Oz

dxdydzzyxzyI

dxdydzzyxzxI

dxdydzzyxyxI

,,

,,

;,,

22

22

22

 

Моменты инерции относительно координатных плоскостей выражаются соотноше-

ниями 

( )

( )

( )∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

γ=

γ=

γ=

V
xz

V
yz

V
xy

dxdydzzyxyI

dxdydzzyxxI

dxdydzzyxzI

,,

,,

,,

2

2

2

 

Момент инерции тела V относительно начала координат определяется формулой 

( )∫∫∫ ++=
V

O dxdydzzyxI 222 . 

Координаты центра масс тела определяются по формулам 

( )

( )

( )

( )

( )

( )∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫
γ

γ

=
γ

γ

=
γ

γ

=

V

V
c

V

V
c

V

V
c dxdydzzyx

dxdydzzyxz
z

dxdydzzyx

dxdydzzyxy
y

dxdydzzyx

dxdydzzyxx
x

,,

,,
;

,,

,,
;

,,

,,
. 

Пример 2. Определить координаты центра масс верхней половины шара радиуса R с 

центром в начале координат, считая плотность ( ) const,, 0 =γ=γ zyx . 

Решение. Так как полушар симметричен относительно оси Oz и плотность постоян-

ная, то центр масс будет находиться на оси Oz, т.е. 0== cc yx . 

Аппликату центра масс определим по формуле  

∫∫∫

∫∫∫
γ

γ

=

V

V
c dxdydz

zdxdydz
z

0

0

. 

Перейдя к сферическим координатам, имеем 
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8
3

3
2

2
1

4
2

sin

sincos

3

4

0

2
2/

0

2

0
0

0

22
2/

0

2

0
0

R

R

R

ddd

ddd
z R

R

c =
π

⋅π
=

ρθρθϕγ

ρθθρρθϕγ

=

∫∫∫

∫∫∫
ππ

ππ

. 

Цент масс имеет координаты 







8
3;0;0 RC . 

4.7 Криволинейные интегралы I рода 

4.7.1 Определение криволинейного интеграла I рода 

Рассмотрим в пространстве 3R  кусочно-гладкую пространственную кривую l (или 

AB), в точках дуги которой определена непрерывная функция ( )zyxf ,, . Кривую l произ-

вольным образом разобьем на части il  длиной nili ,,2,1, =∆ .  В части il  выберем произ-

вольную точку ( )iii zyx ,,  и составим интегральную сумму ( )∑
=

∆
n

i
iiii lzyxf

1
,, . Пусть 

i
ni

l∆=∆
≤≤1

max  – диаметр разбиения кривой l. Если существует конечный предел интегральной 

суммы при ∆, стремящемся к нулю, и этот предел не зависит ни от способа деления дуги l на 

части il , ни от выбора точек ( ) iiii lzyx ∈,, , то этот предел называется криволинейным инте-

гралом первого рода (КРИ-I) по дуге l от функции ( )zyxf ,, . Таким образом, по определению 

( ) ( )∑∫
=→∆

∆=
n

i
iiii

l
lzyxfdlzyxf

10
,,lim,, . (4.3) 

Условие существования КРИ-I (существования предела интегральной суммы (4.3) при 

( )∞→→∆ n0 ) представляет следующая теорема. 

 

Теорема 4.5. Если функция ( )zyxf ,,  непрерывна в каждой точке кусочно-гладкой 

кривой, то криволинейный интеграл I рода существует, и его величина не зависит ни от 

способа разбиения кривой на части, ни от выбора точек в них. 

Кривая кусочно-гладкая, если в каждой ее точке (кроме конечного числа точек разры-

ва и только первого рода) ( ) lzyx ∈,,  существует касательная к данной кривой и положение 

ее непрерывно меняется при перемещении точки по кривой. 

Аналогичным образом вводится понятие криволинейного интеграла от функции 

( )yxf ,  по плоской кривой l. 
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4.7.2 Основные свойства КРИ-I 

1. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от направления пути интегри-

рования. Это означает, что если кривая l соединяет точки A и B, то КРИ-I по дуге l от A до B 

равен интегралу по этой дуге от B до A. Это символически записывается в виде 

( ) ( )∫∫ =
BAAB

dlzyxfdlzyxf ,,,, . 

2. Линейность. Пусть ( )zyxf ,,  и ( )zyxg ,,  – функции, непрерывные вдоль кривой l. 

Тогда для любых 1c  и 2c  из R  

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ ±=±
lll

dlzyxgcdlzyxfcdlzyxfczyxfc ,,,,,,,, 2121 . 

Свойство справедливо для любого конечного числа функций. 

3. Аддитивность. Если путь интегрирования l – кусочно-гладкая кривая l – состоит из 

конечного числа гладких дуг nk llllnkl  21,,,2,1, == , то 

( ) ( )∑ ∫∫
=

=
n

k ll k

dlzyxfdlzyxf
1

,,,, . 

4. Если для точек ( ) ( ) 0,,,,, ≥∈ zyxflzyx , то 

( ) 0,, ≥∫
l

dlzyxf . 

5. Монотонность КРИ-I. Если для точек кривой l выполнено неравенство 

( ) ( )zyxfzyxf ,,,, 21 ≤ , то 

( ) ( )∫∫ ≤
ll

dlzyxfdlzyxf ,,,, 21 . 

6. Оценка модуля интеграла. Справедливо неравенство 

( ) ( )∫∫ ≤
ll

dlzyxfdlzyxf ,,,, . 

7. Длина дуги l плоской или пространственной линии вычисляется по формуле 

∫=
l
dll . 

8. Теорема о среднем 

Теорема 4.6. Если функция ( )zyxf ,,  непрерывна на кривой l, то на этой кривой най-

дется точка ( )ccc zyx ,,  такая, что ( ) ( ) lzyxfdlzyxf ccc
l

⋅=∫ ,,,, . 
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4.7.3 Вычисление КРИ-I 

1. Явное представление кривой интегрирования 

Пусть кривая l задана на плоскости уравнением ( ) [ ]baxxgy ,, ∈= , а ( )yxf ,  – непре-

рывная в точках этой кривой функция. Точки ( ) lyx ∈,  имеют вид ( )( ) [ ]baxxgx ,,, ∈ . Тогда 

функция ( )yxf ,  в точках кривой l имеет вид ( ) ( )( )xgxfyxf ,, = , а длина i-й части il  при-

ближенно ( )( ) nixxgl iii ,2,1,1 2 =∆′+≈∆ ; дифференциал дуги кривой ( )( ) dxxgdl i
21 ′+= . 

Тем самым интегральная сумма (4.3) преобразуется к виду ( )( ) ( )( ) ii
n

i
ii xxgxgxf ∆′+∑

=

2

1
1, . От-

сюда в пределе при 0→∆  получим 

( ) ( )( ) ( )( )∫∫ ′+=
b

al
dxxgxgxfdlyxf 21,, . (4.4) 

2. Параметрическое представление кривой интегрирования 

Если кривая l (AB) задана параметрическими уравнениями ( ) ( ) [ ]βα∈== ,,, ttyytxx , 

где ( )tx  и ( )ty  – непрерывно дифференцируемые функции параметра t, причем точке A соот-

ветствует α=t , точке B – значение β=t , то аналогично предыдущему, получим 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫
β

α

′+′= dtyxtytxfdlyxf tt
AB

22,, . (4.5) 

Аналогичная формула имеет место для криволинейного интеграла от функции 

( )zyxf ,,  по пространственной кривой l (AB), задаваемой уравнениями 

( ) ( ) ( ) β≤≤α=== ttzztyytxx ,,, : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫
β

α

′+′+′= dtzyxtztytxfdlzyxf ttt
AB

222,,,, . (4.6) 

3. Полярное представление кривой интегрирования 

Если плоская кривая l задана уравнением ( ) β≤ϕ≤αϕρ=ρ ,  в полярных координатах, 

то ( ) ϕρ′+ρ= ϕ ddl 22  и 

( ) ( ) ( )∫∫
β

α
ϕ ϕρ′+ρϕρϕρ= dfdlyxf

l

22sin,cos, . (4.7) 

Подчеркнем, что нижний предел определенного интеграла в формулах (4.4) – (4.7) 

должен быть меньше верхнего. 
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Пример 1. Вычислить ( )∫ +
L

dlxyx 85 , где L – дуга кривой 44 xy = , заключенная между 

точками 1,0 == xx . 

Решение. Находим dxxdl 61+= , тогда ( ) ( ) =++=+ ∫∫
1

0

6555 128 dxxxxdlxyx
L

 

( ) ( ) ( ) ( )122
3

1

23

1

2

1
11

6

1
313

1

0

2361

0

6216
1

0

65 −=
+

⋅=++⋅=+= ∫∫
x

xdxdxxx . 

Пример 2. Вычислить ∫ +
L

dlyx 22 , где L – дуга лемнискаты 

)40(2cos π≤ϕ≤ϕ=ρ a . 

Решение. Находим 
ρ

ϕ
=

ϕ

ϕ
=ϕ

ϕ

ϕ
+ϕ=

dada
d

a
adl

222
2

2cos2cos

2sin
2cos , так как 

ϕ
ϕ−

=ϕρ′
2cos
2sin)( a , тогда 

( ) ( )
4

sincos
24

0
2

4

0

4

0

2
2

222222 a
ada

da
dlyx

L

π
=ϕ=ϕ=

ρ

ϕ
ϕρ+ϕρ=+

ππ π

∫ ∫∫ . 

4.8 Криволинейные интегралы II рода 

4.8.1 Определение криволинейного интеграла II рода 

Пусть в пространстве 3R  задана кусочно-гладкая пространственная кривая l (или AB), 

в каждой точке которой определены непрерывные функции ( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,, , яв-

ляющиеся проекциями вектора ( ) ( ) ( ) ( )kzyxRjzyxQizyxPzyxF


,,,,,,,, ++=  на координат-

ные оси. Предположим, что движение по кривой l происходит от начальной точки A к конеч-

ной точке B. Кривая, для которой выбраны начальная и конечная точки и указано направле-

ние движения, называется ориентированной: l+ означает, что кривая l ориентирована и 

движение по ней происходит от начальной точки A к конечной B, а l–

il

 – что движение проис-

ходит от B к A. Разобьем кривую l на части  точками BMMMAM n == ,,,, 210   в направ-

лении от точки A к точке B на n дуг 
∩
− ii MM 1  с длинами ( )nili ,,2,1 =∆ . Обозначим через 

iS


∆  вектор ii MM 1− , через iii zyx ∆∆∆ ,,  приращения координат iii zyx ,,  при переходе от точ-

ки iM  к точке 1+iM . Тогда kzjyixS iiii


∆+∆+∆=∆ . В каждой части il  выберем точку 
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( ) nizyxN iiii ,,2,1,,, == . Скалярное произведение векторов ( )zyxF ,,


 в точке iN  и iS∆  

равно ( )( )ii SNF ∆,


. Составим интегральную сумму ( )( )∑
=

∆
n

i
ii SNF

1
,


, обозначим i

ni
S


∆=∆
≤≤1

max  

диаметр разбиения дуги кривой l. Если при 0→∆  существует предел интегральной суммы, 

не зависящей ни от способа разбиения кривой l на части il , ни от выбора точек ii lN ∈ , его 

называют криволинейным интегралом второго рода (КРИ-II) от вектор-функции 

( )RQPF ,,=


 по кривой l. Итак, по определению 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) .,,,,,,

lim,lim
1010

∫

∑∑

++=

=∆+∆+∆=∆
=→∆=→∆

l

n

i
iiiiii

n

i
ii

dxzyxRdxzyxQdxzyxP

zNRyNQxNPSNF


 (4.8) 

Криволинейный интеграл ( ) ( )∫ +
l

dxyxQdxyxP ,,  по плоской кривой l определяется 

аналогично. 

Теорема 4.7. Если кривая l (AB) кусочно-гладкая, а функции 

( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,,  – непрерывные на кривой l, то криволинейный интеграл II рода 

существует. 

4.8.2 Cвойства КРИ-II 

Свойства КРИ-II повторяют свойства КРИ-I (кроме первого свойства), поэтому при-

ведем лишь некоторые свойства, характерные для КРИ-II. 

1. КРИ-II по кривой l зависит от ее ориентации, т.е. при изменении направления пути 

интегрирования КРИ-II изменяет свой знак на противоположный, т.е. 

∫∫ −=
BAAB

 или ∫∫
−+

−=
ll

. 

С изменением направления проекции дуги 
∩

+1iiMM  на оси zyx OOO ,,  меняют знаки. 

При этом знак интегральной суммы и предела (4.8) изменится на противоположный. 

2. Если кривая l лежит в плоскости, перпендикулярной 

а) оси xO , то ( )∫ =
l

dxzyxP 0,,  (все 0=∆ ix ); 

б) оси yO , то ( ) 0,, =∫
l

dyzyxQ  (все 0=∆ iy ); 

в) оси zO , то ( ) 0,, =∫
l

dzzyxR  (все 0=∆ iz ). 
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3. Криволинейный интеграл по замкнутой кривой (обозначается   ) не зависит от вы-

бора начальной точки (зависит только от направления обхода кривой). 

Действительно, в силу аддитивности ∫∫∫ +=
CnAAmCAmCnA

 (рис. 4.20). 

 
Рисунок 4.20 

С другой стороны, ∫∫∫ +=
AmCCnACnAmC

. В последних равенствах равны правые части, 

следовательно, равны их левые части: ∫∫ =
CnAmCAmCnA

. 

4.8.3 Вычисление КРИ-II 

Вычисление КРИ-II, как и КРИ-I, может быть сведено к вычислению определенного 

интеграла. 

1. Параметрическое представление кривой интегрирования 

Пусть кривая AB задана параметрическими уравнениями ( ) ( ) ( )tzztyytxx === ,, , где 

функции ( ) ( ) ( )tzztyytxx === ,,  непрерывны вместе со своими производными 

( ) ( ) ( )tztytx ′′′ ,,  на отрезке [ ]βα, , причем начальной точке A кривой l соответствует значение 

параметра α=t , а конечной точке B – значение β=t . И пусть функции 

( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,,  непрерывны на кривой AB. Тогда справедлива формула (4.8) – 

определение КРИ-II. Преобразуем интегральную сумму к переменной t. Так как 

( ) ( )11 −− −=−=∆ iiiii txtxxxx , то по формуле Лагранжа имеем: ( ) iii tcxx ∆′=∆ , где ( )iii ttc ,1−∈ , 

1−−=∆ iii ttt ; аналогично ( ) ( ) iiiiii tczztcyy ∆′=∆∆′=∆ , . Выберем точку ( )iiii zyxN ,,  так, что-

бы ( ) ( ) ( )iiiiii czzcyycxx === ,, . Тогда преобразованная интегральная сумма 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) i
n

i
iiiiiiiiiiii tczczcycxRcyczcycxQcxczcycxP ∆′+′+′∑

=1
,,,,,,  

будет интегральной суммой для функции одной переменной 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )tztztytxRtytztytxQtxtztytxP ′+′+′ ,,,,,,  

на промежутке [ ]βα, .  

А 
С 

n 

m 
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Поэтому 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫

∫
β

α

′+′+′=

=++

.,,,,,,

,,,,,,

dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP

dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

 (4.9) 

Если кривая l задана в плоскости XY параметрически уравнениями 

( ) ( ) [ ]βα∈== ,,, ttyytxx , и ( ) ( )( )yxQyxPF ,,,=


 – вектор-функция, определенная в точках 

этой кривой, то, как и в предыдущем случае, получаем формулу 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫
β

α

′+′=+ dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP
AB

,,,, . (4.10) 

2. Явное представление кривой интегрирования 

Если кривая AB задана на плоскости уравнением ( ) [ ]baxxy ,, ∈ϕ= , где функция ( )xϕ  

и ее производная непрерывны на отрезке [ ]ba, , то из формулы (4.10), приняв x за параметр, 

имеем параметрические уравнения кривой AB: ( ) [ ]baxxyxx ,,, ∈ϕ== , откуда получим: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )∫∫
β

α

ϕ′ϕ+ϕ=+ dxxxxQxxPdyyxQdxyxP
AB

,,,, . (4.11) 

В частности, 

( ) ( )( )∫∫
β

α

ϕ= dxxxPdxyxP
AB

,, . (4.12) 

3. Полярное представление кривой интегрирования 

Пусть l – плоская кривая, заданная в полярной системе координат уравнением 

( ) ( )β≤ϕ≤αϕρ=ρ , тогда 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫
β

α

ϕϕρϕρϕρ+ϕρϕρϕρ−=+ dQPdyyxQdxyxP
l

cossin,cossincos,sin,, . (4.13) 

где ( )ϕρ=ρ . 

Замечание. КРИ-I и КРИ-II связаны соотношением 

( )∫∫ γ+β+α=++
ll

dlRQPRdzQdyPdx coscoscos . (4.14) 

где α, β, γ – углы, образованные касательной к кривой l в точке ( )zyxN ,,  с осями Ox, Oy, Oz 

соответственно. 
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4.8.4 Формула Грина 

Формула Грина устанавливает связь между двойным интегралом по области D и кри-

волинейным интегралом по границе L этой области. 

Пусть на плоскости Oxy задана область D, ограниченная кусочно-гладкой кривой, пе-

ресекающейся с прямыми, параллельными координатным осям не более чем в двух точках, 

т.е. область D – правильная. 

Теорема 4.8. Если функции ( )yxP ,  и ( )yxQ ,  непрерывны вместе со своими частными 

производными 
y
P
∂
∂  и 

x
Q
∂
∂  в области D, то имеет место формула 

∫∫∫ +=







∂
∂

−
∂
∂

LD
QdyPdxdxdy

y
P

x
Q , (4.15) 

где L – граница области D и интегрирование вдоль кривой L производится в положительном 

направлении (т.е. при движении вдоль кривой, область D остается слева). 

Формула (4.15) называется формулой Грина. 

Доказательство. Пусть ( )xy 1ϕ=  – уравнение дуги AnB, а ( )xy 2ϕ=  – уравнение дуги 

AmB (см. рис. 4.20). Найдем сначала ∫∫ ∂
∂

D
dxdy

y
P . По правилу вычисления двойного интеграла, 

имеем: 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )∫∫∫∫∫∫∫ ϕ−ϕ=⋅=
∂
∂

=
∂
∂ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

b

a

b

a

x
x

b

a

x

x

b

aD
dxxxPdxxxPyxPdxdy

y
Pdxdxdy

y
P

12 ,,, 2
1

2

1

. 

Или, согласно формуле (4.12), 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫ −=−−=−=
∂
∂

LAnBBmAAnBAmMD
dxyxPdxyxPdxyxPdxyxPdxyxPdxdy

y
P ,,,,, . (4.16) 

Рисунок 4.21 

А B 

m 

n 

а b x 

y 

D 

)(2 xy ϕ=  

)(1 xy ϕ=  

0 
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Аналогично доказывается, что 

( )∫∫∫ =
∂
∂

LD
dyyxQdxdy

x
Q , . (4.17) 

Если из равенства (4.17) вычесть равенство (4.16), то получим формулу (4.15). Теоре-

ма доказана. 

Замечание. Формула (4.15) справедлива и для произвольной области, которую можно 

разбить на конечное число правильных областей. 

4.8.5 Условия независимости КРИ-II от пути интегрирования 

Пусть ( )11, yxA  и ( )22, yxB  – две произвольные точки односвязной области D плоско-

сти  Oxy (область D называется односвязной, если для любого замкнутого контура, лежащего 

в этой области, ограниченная им часть плоскости целиком принадлежит D (область без 

«дыр»)). Точки A и B можно соединить различными линиями (на рис. 4.22 – это 321 ,, LLL ). 

По каждой из этих кривых интеграл ( ) ( )∫ +=
AB

dyyxQdxyxPI ,,  имеет, вообще говоря, свое 

значение. 

 
Рисунок 4.22 

Если же его значения по всевозможным кривым AB одинаковы, то говорят, что инте-

грал I не зависит от вида пути интегрирования. В этом случае для интеграла I достаточно от-

метить лишь его начальную точку ( )11, yxA  и его конечную точку ( )22, yxB  пути. Записыва-

ют: 

( ) ( )
( )

( )

∫ +=
22

11

,

,
,,

yx

yx
dyyxQdxyxPI . (4.18) 

Каковы же условия, при которых КРИ-II не зависит от вида пути интегрирования? 

x 

y 

0 

А 

L2 
D 

L1 

L3 

B 
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Теорема 4.9. Для того, чтобы криволинейный интеграл ∫ +
L

QdyPdx  не зависел от 

пути интегрирования в односвязной области D, в которой функции ( ) ( )yxQyxP ,,,  непре-

рывны вместе со своими частными производными, необходимо и достаточно, чтобы в ка-

ждой точке этой области выполнялось условие 

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂ . (4.19) 

Докажем достаточность условия (4.19). Рассмотрим произвольный замкнутый контур 

AmBnA (или L) в области D (рис. 4.23). Для него имеет место формула Грина (4.15). В силу 

условия (4.19) имеем 0=+∫
L

QdyPdx , или 0=+∫
AmBnA

QdyPdx . Учитывая свойства криволи-

нейного интеграла, имеем: 

∫∫∫∫∫ +−+=+++=+
AnBAmBBnAAmBAmBnA

QdyPdxQdyPdxQdyPdxQdyPdxQdyPdx , т.е. 

∫∫ +=+
AnBAmB

QdyPdxQdyPdx . 

 
Рисунок 4.23 

Полученное равенство означает, что криволинейный интеграл не зависит от пути ин-

тегрирования. Достаточность условия (4.19) доказана. В ходе доказательства теоремы полу-

чено, что если выполняется условие 
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂ , то интеграл по замкнутому контуру равен ну-

лю: 0=+∫
L

QdyPdx . Верно и обратное утверждение. 

Следствие 1. Если выполнено условие (4.19), то подынтегральное выражение 

( ) ( )dyyxQdxyxP ,, +  является полным дифференциалом некоторой функции ( )yxuu ,= , т.е. 

( ) ( ) ( )yxdUdyyxQdxyxP ,,, =+ . (4.20) 

Тогда (4.18): ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ),,,,,,, 1122
,
,

,

,

,

,

22
11

22

11

22

11

yxUyxUyxUyxdUdyyxQdxyxPI yx
yx

yx

yx

yx

yx
−===+= ∫∫  

А 

D 

B 

т 

n 
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т.е. 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )1122

,

,
,,,, 

22

11

yxUyxUdyyxQdxyxP
yx

yx
−=+∫ . (4.21) 

Формула (4.21) называется обобщенной формулой Ньютона-Лейбница для криволи-

нейного интеграла от полного дифференциала. 

Следствие 2. Если подынтегральное выражение QdyPdx +  есть полный дифференци-

ал и путь интегрирования L замкнутый, то 0=+∫
L

QdyPdx . 

4.8.6 Восстановление функции по ее полному дифференциалу 

1. Чтобы не спутать переменную интегрирования x с верхним пределом x, перемен-

ную интегрирования обозначают другой буквой (например, t, ε и т.д.). 

2. Функцию ( )yxUU ,= , удовлетворяющую условию (8.12), можно найти, используя 

формулу 

( ) ( ) ( ) CdxQdtytPyxU
y

y

x

x
+εε+= ∫∫

00

,,, 0 . (4.22) 

В качестве начальной точки ( )00, yx  обычно берут точку ( )0,0  – начало координат. 

3. Аналогичные результаты справедливы для криволинейного интеграла 

∫ ++
L

RdzQdyPdx  

по пространственной кривой. Условие (4.19), равенство (4.20), формулы (4.21) и (4.22) имеют 

соответственно вид: 

( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,,,,,

;,,,,

;,,;,,

000

222

1,11

000

111222

,,

,

CdyxRdzxQdtzytPzyxU

zyxUzyxURdzQdyPdx

zyxdURdzQdyPdx
z
P

x
R

y
R

z
Q

x
Q

y
P

z

z

y

y

x

x

zyx

zyx

+ηη+εε+=

−=++

=++
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∫∫∫

∫  

В частности, если область выпукла и содержит начало координат, то за точку 

( )000 ,, zyx  можно принять начало координат ( )0,0,0 . 

Пример 1. Вычислить ∫ +
L y

dydxx 3
3cos , где L – дуга кривой )24(tg π≤≤π= xxy . 
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Решение. 

( ) .2
12
5

6
72

2
1

2
2

3
1

2
2

2
1

3
11

sin2
1

3
sinsin

sin
)(sin)(sin)sin1(

cossin
coscoscos

2
32

4
2

3

2

4
3

2

4

2
2

4
23

32

4

3
3

3

−=+







+−−−=










−−=

=+−=+=+

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π
∫∫∫∫∫

x
xx

x
xdxdx

x
dxxdxx

y
dydxx

L
 

Пример 2. Вычислить ∫ +
L

xdyydx , где L – дуга астроиды ,cos3 tax = tay 3sin=  

)40( π≤≤ t . 

Решение. Найдем dtttadydtttadx cossin3,sincos3 22 ⋅=⋅−= . Следовательно:  

( )

.
84

2sin
8

3)2(sin2sin
8

3

2cos
4

2sin3)sin(coscossin3

cossin3cos)sincos3(sin

24

0

324

0

2
2

4

0

2
2

4

0

22222

4

0

2323

atatdta

dtttadttttta

dtttatattataxdyydx
L

=⋅==

=⋅=⋅−⋅=

=⋅⋅+⋅−=+

ππ

ππ

π

∫

∫∫

∫∫

 

Пример 3. Применяя формулу Грина, вычислить интеграл ∫ +−
L

dyxyydxx 22 ,  

где L – окружность 222 Ryx =+ , пробегаемая против хода часовой стрелки. 

Решение. Используя формулу Грина, сведем криволинейный интеграл к двойному 

интегралу 

( )∫∫∫ +=+−
DL

dxdyxydyxyydxx 2222 , т.к. 






=

−=

,),(

,),(
2

2

xyyxQ

yxyxP
  и 










=
∂
∂

−=
∂
∂

.

,

2

2

y
x
Q

x
y
P

. 

Для вычисления двойного интеграла введем полярные координаты: 

( ) ,
44

2sin
cos 44

0

3
2

0

222 RRdddd
I

y
x

dxdyxy
R

D S

π
=⋅π=ρρϕ=ρϕρ⋅ρ=

ρ=
ϕρ=
ϕρ=

=+ ∫∫∫∫ ∫∫
π

 

где I – якобиан преобразования. 

Пример 4. Вычислить криволинейный интеграл, предварительно проверив, зависит 

ли он от пути интегрирования 

∫
∪

+−+−

AB

dyyyxxdxxyyx )34()43( 22322 , где )1,1(),1,1( BA −− . 
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Решение. В нашем случае 
,34),(

,43),(
223

22

yyxxyxQ

xyyxyxP

+−=

−=
 

тогда xyx
x
Qxyx

y
P 83,83 22 −=

∂
∂

−=
∂
∂ , т.е. условие независимости выполнено. Определим 

функцию ),( yxU , полный дифференциал которой, равен подынтегральному выражению 

dyyxQdxyxPyxdU ),(),(),( += , т.е. 










=
∂
∂

=
∂
∂

),(

),(

yxQ
y
U

yxP
x
U

 ⇒  










+−=
∂
∂

−=
∂
∂

.34

,43

223

22

yyxx
y
U

xyyx
x
U

 

Так как 22 43 xyyx
x
U

−=
∂
∂ , то ∫ ϕ+−=−= )(2)43(),( 22322 yyxyxdxxyyxyxU , 

где )(yϕ  – неизвестная функция, для нахождения которой продифференцируем полученное 

равенство: 22323 34)(4 yyxxyyxx
y
U

+−=ϕ′+−=
∂
∂ . 

Тогда 23)( yy =ϕ′  и Cyy +=ϕ 3)( . 

Итак, CyyxyxyxU ++−= 3223 2),( . 

Окончательно: 2)2()34()43( 322322322 =+−=+−+−∫
∪

B

A
AB

yyxyxdyyyxxdxxyyx . 

4.9 Приложения криволинейных интегралов 

4.9.1 Приложения КРИ-I 

1. Длина кривой 

Длина дуги l плоской или пространственной линии вычисляется по формуле 

∫=
AB

dll . 

В частности, если l – плоская линия, заданная уравнением ( )xfy = , где bxa ≤≤ , то 

( )( )∫ ′+=
b

a
dxxfl 21 . 

Если линия l задана уравнением в полярных координатах ( ) β≤ϕ≤αϕρ=ρ , , то 

( )∫
β

α
ϕ ϕρ′+ρ= dl 22 . 
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Если линия l задана параметрически ( ) ( ) ( )21, ttttyytxx ≤≤== , то  

( ) ( )∫ ′+′=
2

1

22
t

t
tt dtyxl . 

Если l – пространственная линия, заданная параметрическими уравнениями 

( ) ( ) ( ) ( )21,, ttttzztyytxx ≤≤=== , то 

( ) ( ) ( )∫ ′+′+′=
2

1

222
t

t
ttt dtzyxl . 

2. Площадь цилиндрической поверхности 

Если направляющей цилиндрической поверхности служит кривая AB, лежащая в 

плоскости Oxy, а образующая параллельна оси Oz (см. рис. 4.24), то площадь поверхности, 

задаваемой функцией ( )yxfz ,= , находится по формуле ( )∫=
AB

dlyxfQ , . 

 
Рисунок 4.24 

3. Масса кривой 

Масса материальной кривой AB (провод, цепь, трос, …) определяется формулой 

( )∫ γ=
AB

dlyxm , , где ( )yx,γ  – плотность кривой. 

Доказательство. Разобьем кривую AB на n элементарных дуг ( )niMM ii ,,2,11 =
∩
− . 

Пусть ( )ii yx ,  – произвольная точка дуги 
∩
− ii MM 1 . Считая приближенно участок дуги одно-

родным, т.е. считая, что плотность в каждой точке дуги такая же, как и в точке ( )ii yx , , най-

дем приближенное значение массы im  дуги 
∩
− ii MM 1 : ( ) iiii lyxm ∆γ≈ , . 

А B 

x 

z 

0 
y 
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Суммируя, находим приближенное значение массы m: 

( )∑
=

∆γ≈
n

i
iii lyxm

1
, . 

За массу кривой AB примем предел этой суммы при условии, что ( )∞→→∆=∆ nli 0max , 

т.е. 

( ) ( )∫∑ γ=∆γ=
=→∆ AB

n

i
iii dlyxlyxm ,,lim

10
. 

Заметим, что предел существует, если кривая AB кусочно-гладкая, а плотность задана непре-

рывной в каждой точке AB функцией. Аналогично, масса пространственной дуги l, вдоль ко-

торой распределено вещество с плотностью ( )zyx ,,γ=γ , определяется формулой 

( )∫ γ=
AB

dlzyxm ,, . 

4. Статистические моменты, центр тяжести 

Статистические моменты плоской материальной кривой относительно осей Ox и Oy 

определяются по формулам  

( ) ( )∫∫ γ=γ=
AB

y
AB

x dlyxxSdlyxyS ,,, ,  

координаты центра тяжести 
m
Sy

m
S

x x
c

y
c == , . 

Координаты центра тяжести пространственной материальной дуги определяются по 

формулам 

( ) ( ) ( )∫∫∫ γ=γ=γ=
AB

c
AB

c
AB

c dlzyxz
m

zdlzyxy
m

ydlzyxx
m

x ,,1,,,1,,,1 . 

5. Моменты инерции 

Для плоской материальной кривой AB моменты 0,, III yx  инерции относительно осей 

Ox, Oy и начала координат соответственно равны: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ γ+=γ=γ=
ABAB

y
AB

x dlyxyxIdlyxxIdlyxyI ,,,,, 22
0

22 . 

4.9.2 Приложения КРИ-II 

6. Площадь плоской фигуры 

Площадь S плоской фигуры, расположенной в плоскости Oxy и ограниченной замкну-

той линией L, можно найти по формуле 

∫ −=
L

ydxxdyS
2
1 , (4.23) 
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при этом кривая L обходится против часовой стрелки. 

Доказательство. Положив в формуле Грина (4.15) ( ) ( ) xyxQyxP == ,,0, , получим 

( ) ∫∫∫ +⋅=−
LD

xdydxdxdy 001 , или 

∫=
L

xdyS . (4.24) 

Аналогично, полагая 0, =−= QyP , найдем еще одну формулу для вычисления площади фи-

гуры с помощью криволинейного интеграла: 

∫−=
L

ydxS . (4.25) 

Сложив почленно равенства (4.24) и (4.25) и разделив на два, получим формулу (4.23). 

Эта формула используется чаще, чем формулы (4.24) и (4.25). 

7. Работа переменной силы 

Переменная сила ( ) ( )( )yxQyxPF ,,,


 на плоскости на криволинейном участке AB про-

изводит работу, которая находится по формуле 

∫ +=
AB

QdyPdxA . (4.26) 

Доказательство. Пусть материальная точка ( )yx,  под действием переменной силы F


 

перемещается в плоскости Oxy по некоторой кривой AB (от точки A до точки B). 

Разобьем кривую AB точками BMMMAM n == ,,,, 210   на n «элементарных» дуг 

∩
− ii MM 1  длины il∆  и в каждой из них возьмем произвольную точку ( ) niyxC iii ,,2,1,, =  (см. 

рис. 4.25). Заменим каждую дугу 
∩
− ii MM 1  вектором ( )iiii yxMM ∆∆=− ,1 , а силу F


 будем счи-

тать постоянной на векторе перемещения ii MM 1−  и равной заданной силе в точке iC  дуги 

∩
− ii MM 1 : ( ) ( )( )iiiii yxQyxPF ,,,=


. 

 
Рисунок 4.25 
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Тогда скалярное произведение iii MMF 1−⋅


 можно рассматривать как приближенное 

значение работы iF


 вдоль дуги 
∩
− ii MM 1 : ( ) ( )( )iiiiiiiii yyxQxyxPMMFA ∆+∆=⋅≈ − ,,1


. 

Приближенное значение работы A силы F


 на всей кривой составит величину 

( ) ( )∑∑∑
===

∆+∆≈=
n

i
iii

n

i
iii

n

i
i yyxQxyxPAA

111
,, . 

За точное значение работы A примем предел полученной суммы при 0max
1

→∆=∆
≤≤

i
ni

l  (тогда, 

очевидно, 0→∆ ix  и 0→∆ iy ):  

( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∑ +=∆+∆=
=∞→

→∆ AB

n

i
iiiiii

n

dyyxQdxyxPyyxQxyxPA ,,,,lim
10

. 

Замечание. В случае пространственной кривой AB имеем: 

( ) ( ) ( )∫ ++=
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxPA ,,,,,, . 

Пример 1. Найти длину дуги кривой xy cosln=  между точками 0=x  и 
3
π

=x . 

Решение. Найдем производную tgx
x
xy −=−=′

cos
sin . Тогда  

.
12
5ln

4
ln

46
ln

42
ln

coscos
11

3

0

3

0

3

0

3

0
2

2







 π

=





 π−






 π

+
π

=

=





 π

+===+=
πππ π

∫∫ ∫

tgtgtg

xtg
x

dxdx
x

dxxtgl
 

Пример 2. Найти длину дуги линии π≤ϕ≤ϕ+=ρ 0,cos1 . 

Решение. Производная функции ϕ−=ρ′ϕ sin . Тогда  

.4
2

sin4
2

cos2
2

cos22cos12cos22

sincoscos21sin)cos1()(

000

2

00

0

22

0

22

0

22

=
ϕ

=ϕ
ϕ

=ϕ
ϕ

=ϕϕ+=ϕϕ+=

=ϕϕ+ϕ+ϕ+=ϕϕ+ϕ+=ϕρ′+ρ=

πππππ

πππ

ϕ

∫∫∫∫

∫∫∫

dddd

dddl

 

Пример 3. Найти длину дуги винтовой линии 








π≤≤=
=
=

.)20(3
sin4
cos4

tatz
tay
tax

 

Решение. Найдем производные 








=′
=′
−=′

,3
,cos4
,sin4

az
tay
tax

t

t

t
 тогда 
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adtadtaadtatatal π==+=++= ∫∫∫
πππ

1059169cos16sin16
2

0

2

0

22
2

0

22222 . 

Пример 4. Найти массу дуги лемнискаты 302cos π≤ϕ≤ϕ=ρ , если линейная 

плотность 22),( yxyx +=γ . 

Решение. В полярных координатах дифференциал дуги кривой равен: 

ϕρ′+ρ= ddl 22 )( . В нашем случае ϕ=ρ 2cos , тогда  

,
2cos
2sin)(
ϕ
ϕ−

=ϕρ′   ρ=ϕρ+ϕρ=+=γ 222222 sincos),( yxyx . 

Следовательно: 

.3
2cos
2cos

2cos2cos
2sincos

2cos
2sin2cos

3

0

3

0

3

0

3

0

223

0

2

π=ϕ=ϕ
ϕ
ϕ

=

=ϕ
ϕ

ρ
=ϕ

ϕ
ϕ+ϕ

ρ=ϕ
ϕ
ϕ

+ϕρ=

∫∫

∫∫∫
ππ

πππ

dd

dddm
 

Пример 5. Вычислить работу переменной силы F  при перемещении материальной 

точки вдоль дуги 
∪

AB , если kzjyixF ++= , 
∪

AB  – дуга кривой 








≤≤=
=
=

.)10(,3
,2

,

ttz
ty

tx
 

Решение.  

)(7
2

1414)3322(
1

0

21

0

1

0
работыед.=⋅=⋅=⋅+⋅+=++= ∫∫∫

tdttdttttzdzydyxdxA
AB

. 

Пример 6. Найти координаты центра тяжести винтовой линии 

2
02,sin3,cos3 π

≤≤=== ttztytx , если kxyzyx =γ ),,( . 

Решение. Так как 2,cos3,sin3 =′=′−=′ ztytx , то  

dtdtttdtzyxdl ttt 134cos9sin9)()()( 22222 =++=′+′+′= . 

Масса данной дуги: 

.
2
139

2
sin139

)(sinsin13913cossin9),,(

2

0

2

2

0

2

0

ktk

ttdkdtttkdlkxydlzyxm
LL

==

====γ=

π

ππ

∫∫∫∫
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.2
3

cos6)(coscos6sin3cos9
9
2

13
139

2
139
2),,(1

2

0

32

0

2
2

0

2

2

=−=−=⋅=

=⋅==γ=

πππ

∫∫

∫∫∫

ttdtdttt

dtyx
k

kxkxydl
k

dlzyxx
m

X
LLL

c

 

.2
3

sin6)(sinsin6sin9cos3
9
2

13
139

2
139
2),,(1

2

0

32

0

2
2

0

2

2

===⋅=

=⋅=
⋅

=γ=

πππ

∫∫

∫∫∫

ttdtdttt

dtxy
k

kykxydl
k

dlzyxy
m

Y
LLL

c

 

.
24

22sin
4
1

4
22cos

2
12cos

2
2

2cos
2
12sin

2sin2sincos4

13sin3cos32
139
2

139
2),,(1

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

π
=

π
=














+

π
=














+−=

=
−=

=
⇒

=
=

==⋅=

=⋅⋅⋅
⋅

=⋅
⋅

=γ=

πππ

ππ

∫

∫∫

∫∫∫

tdtttt

tv

dtdu

tdtdv
tu

tdttdtttt

dtttt
k

kkxydlz
k

dlzyxz
m

Z
LLL

c

 

Таким образом, искомый центр тяжести находится в точке )2,2,2( πO . 

Пример 7. Найти координаты центра тяжести однородной дуги циклоиды  





π≤≤−=
−=

.)20()cos1(
)sin(

ttay
ttax

 

Решение. В случае однородной дуги линейную плотность ),,( zyxγ  можно считать 

постоянной, в частности, положив 1),,( =γ zyx . Находим массу дуги циклоиды: 

( ) ( )

.8
2

cos4
2

sin2

sin))cos1(()()(

2

0

2

0

2

0

222
2

0

22

atadtta

dttatadtyxdlm tt
L

=−==

=+−=′+′==

ππ

ππ

∫

∫∫∫
 

Находим интегралы: 

( ) ( ) ( )

.8
2

sin224
2

cos
2

cos4
2
3sin

3
1

2
sin

2
cos22

2
3cos

2
1

2
cos

2
1

2
sin2

2
sinsin

2
sin2

2
sin)sin(2)()(

2
2

0

2
2

0

2

0

2
2

0

2

0

2

0

2
2

0

2

0

2

0

2

2

0

2

0

2
2

0

222

atadttttat

tttdadttdttdttta

dtttdtttadttttadtyxx
L

ttt

π=













−π−−=














−⋅−=







+

+−









−=








+−=

=







⋅−=−=′+′

ππππ

πππ ππ

πππ

∫

∫∫ ∫∫

∫∫∫∫
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Аналогично: 

( ) ( ) ( )

.
3

32
2
3cos

3
1

2
cos42

2
3sin

2
1

2
sin

2
1

2
cos22

2
sincos

2
sin2

2
sin)cos1(2)()(

2
2

0

2

0

2
2

0

2

0

2

0

2

2

0

2

0

2
2

0

222

attadttdttta

dtttdttadtttadtyxy
L

ttt

=






+




−=














−+−=

=









⋅−=−=′+′

πππππ

πππ

∫∫

∫∫∫∫
 

Окончательно, координаты центра тяжести равны: ayax
3

4
, 00 =π= . 

4.10 Поверхностные интегралы I рода 

4.10.1 Определение поверхностного интеграла I рода 

Пусть в точках некоторой поверхности S, с площадью S, пространства Oxyz определе-

на непрерывная функция ( )zyxf ,, . Разобьем поверхность S на n частей iS , площадь которых 

обозначим через iS∆  (рис. 4.26), а диаметры – через nidi ,,2,1, = . В каждой части iS  возь-

мем произвольную точку ( )iiii zyxM ,,  и составим сумму 

( )∑
=

∆
n

i
iiii Szyxf

1
,, . (4.27) 

Она называется интегральной суммой для функции ( )zyxf ,,  по поверхности S. Если при 

0max
1

→=∆
≤≤

i
ni

d  интегральная сумма (4.27) имеет предел, то он называется поверхностным 

интегралом I рода от функции ( )zyxf ,,  по поверхности S и обозначается ( )∫∫
S

dSzyxf ,, . 

 
Рисунок 4.26 
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Таким образом, по определению, 

( )
( )

( )∑∫∫
=∞→

→∆
∆=

n

i
iiii

nS
SzyxfdSzyxf

10
,,lim,, . (4.28) 

Отметим, что если поверхность S гладкая (в каждой ее точке существует касательная 

плоскость, которая непрерывно меняется с перемещением точки по поверхности), а функция 

( )zyxf ,,  непрерывна на этой поверхности, то поверхностный интеграл существует (теорема 

существования). 

4.10.2 Основные свойства поверхностного интеграла I рода 

1. Линейность 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ ±=±
SSS

dSzyxfcdSzyxfcdSzyxfczyxfc ,,,,,,,, 22112211 , 

где 21, cc  – числа. Свойство справедливо для любого конечного числа функций 

( ) nizyxfi ,,2,1,,, = . 

2. Аддитивность 

Если поверхность S разбить на конечное число частей nSSS ,,, 21   так, что 

nSSSS  21= , а пересечение nSSS  21  состоит лишь из границы, их разделяю-

щей, то 

( ) ( )∑∫∫∫∫
=

=
n

i SS i

dSzyxfdSzyxf
1

,,,, . 

3. Монотонность 

Если на поверхности S выполнено неравенство ( ) ( )zyxfzyxf ,,,, 21 ≤ , то 

( ) ( )∫∫∫∫ ≤
SS

dSzyxfdSzyxf ,,,, 21 . 

4. SdS
S

=∫∫ , где S – площадь поверхности S. 

5. Оценка модуля интеграла 

( ) ( )∫∫∫∫ ≤
SS

dSzyxfdSzyxf ,,,, . 
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6. Теорема о среднем значении 

Теорема 4.10. Если ( )zyxf ,,  непрерывна на поверхности S, то на этой поверхности 

существует точка ( )ccc zyx ,,  такая, что 

( ) ( ) SzyxfdSzyxf ccc
S

⋅=∫∫ ,,,, , где S – площадь поверхности S. 

7. Величина поверхностного интеграла первого рода не зависит от выбора стороны 

поверхности. 

4.10.3 Вычисление поверхностного интеграла I рода 

Вычисление поверхности интеграла I рода сводится к вычислению двойного интегра-

ла по области D – проекции поверхности S на плоскость Oxy. 

Разобьем поверхность S на части niSi ,,2,1, = . Обозначим через iσ  проекцию iS  на 

плоскость Oxy. При этом область D окажется разбитой на n частей nσσσ ,,, 21  . Возьмем в 

iσ  произвольную точку ( )iii yxP ,  и восстановим перпендикуляр к плоскости Oxy до пересе-

чения с поверхностью S. Получим точку ( )iiii zyxM ,,  на поверхности iS . Проведем в точке 

iM  касательную плоскость и рассмотрим ту ее часть iT , которая на плоскость Oxy проекти-

руется в область iσ  (рис. 4.27). Площади элементарных частей ii TS ,  и iσ  обозначим как 

iii TS σ∆∆∆ ,,  соответственно. Будем приближенно считать, что 

ii ST ∆≈∆ . (4.29) 

Рисунок 4.27 
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Обозначив через iγ  острый угол между осью Oz и нормалью in  к поверхности в точке 

iM , получаем: 

iiiT σ∆=γ⋅∆ cos  (4.30) 

(область iσ  есть проекция iT  на плоскость Oxy). 

Если поверхность S задана уравнением ( )yxzz ,= , то, как известно, уравнение каса-

тельной плоскости в точке iM  есть ( )( ) ( )( )iiiyiiixi yyyxzxxyxzzz −′+−′=− ,, ,  

где ( ) ( ) 1,,,, −′′ iiyiix yxzyxz , – координаты нормального вектора к плоскости. Острый угол iγ  

есть угол между векторами ( )1,0,0k


 и ( ) ( )( )1;,;, iiyiixi yxzyxzn ′−′−=
 . Следовательно, 

( )( ) ( )( )22 ,,1

1
cos

iiyiixi

i
i

yxzyxznk

nk

′+′+
=

⋅

⋅
=γ 



. 

Равенство (4.30) принимает вид  

( )( ) ( )( ) iiiyiixi yxzyxzT σ∆′+′+=∆ 22 ,,1 . 

В правой части формулы (4.28) заменим iS∆  (учитывая (4.29)) на полученное выра-

жение для iT∆ , а iz  заменим на ( )ii yxz , . Поэтому, переходя к пределу при стремлении к ну-

лю наибольшего диаметра iS  (а, следовательно, и iσ ), получаем формулу 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ′+′+⋅=
D

yx
S

dxdyzzyxzyxfdSzyxf 221,;;,, , (4.31) 

выражающую интеграл по поверхности S через двойной интеграл по проекции S на плос-

кость Oxy. 

Отметим, что если поверхность S задана уравнением вида ( )zxyy ,=  или ( )zyxx ,= , 

то аналогично получим: 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ′+′+⋅=
1

221;,;,,
D

zx
S

dxdzyyzzxyxfdSzyxf  

и (4.32) 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ′+′+⋅=
2

221;;,,,
D

zy
S

dydzxxzyzyxfdSzyxf , 

где 1D  и 2D  – проекции поверхности S на координатные плоскости Oxz и Oyz соответствен-

но. 

Пусть поверхность S задана неявно уравнением ( ) 0,, =zyxF  и ( ) SzyxFz ∈∀≠′ ,,,0 . В 

этом случае равенство ( ) 0,, =zyxF  определяет единственную неявную функцию ( )yxzz ,= , 
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24 xz −=  

y=0 

x 

y 

z 

y=5 

для которой 
z

y
y

z

x
x

F

F
z

F

F
z

′

′
−=′

′

′
−=′ , . Тогда формула (4.31) примет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ′+′+′
′

=
D

zyx
zS

dxdyFFF
F

zyxfdSzyxf 2221
;;,, , (4.33) 

где D – проекция поверхности на плоскость Oxy. 

Заметим, что при вычислении интеграла в правой части равенства (4.33) необходимо z 

выразить из уравнения поверхности ( ) 0,, =zyxF . 

Пример 1. Вычислить интеграл 

( )dSyxz
S
∫∫ + , где S  часть поверхности 

24 xz −= , отсеченная плоскостями 

5,0 == yy  (рис. 4.28). 

Решение. Поверхность 24 xz −=  

представляет собой верхнюю часть цилиндра 

422 =+ xz  с образующими, параллельными 

оси 5,0; == yyOy  – уравнения плоскостей, 

параллельных плоскости OXZ . Для вычисле-

ния интеграла воспользуемся формулой (4.31).  Рисунок 4.28 

Проекция рассматриваемой поверхности на плоскость OXY  представляет собой пря-

моугольник (рис. 4.29). 

.0;
4 2

=′
−
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( ) ( ) ( )
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Рисунок 4.29 

Пример 2. Вычислить интеграл ( )∫∫ +
S

dSyx 22 , где поверхность S  задана уравнением 

.25 22 yxz −−=  

Решение. Поверхность S  представляет собой верхнюю часть сферы 

25222 =++ yxz  с радиусом 5=R  (рис. 4.30). 

Рисунок 4.30 

Для вычисления интеграла воспользуемся формулой (4.31). Для этого найдем  
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Для вычисления последнего интеграла перейдем к полярным координатам: 
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Пример 3. Вычислить ( )dSzyx
S
∫∫ +++ 53 222 , где S  – часть поверхности 

22 zxy += , отсеченная плоскостями 2,0 == yy . 

Решение. Поверхность S  представляет собой верхнюю часть конуса 222 zxy += , 

заключенную между поверхностями 2,0 == yy  (рис. 4.31). 

Рисунок 4.31 

Так как поверхность задана в виде ( )zxyy ,= , то для вычисления интеграла восполь-

зуемся формулой (4.32). Для этого найдем 
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где область D  – круг 422 ≤+ zx . 

Для вычисления последнего интеграла перейдем к полярным координатам: 
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4.11 Поверхностные интегралы II рода 

4.11.1 Ориентация поверхности 

Пусть в пространстве 3R  задана гладкая поверхность S. Возьмем на ней некоторую 

внутреннюю точку M и проведем через нее вектор нормали к S. Окружим точку M замкну-

тым контуром Γ с выбранным на нем направлением обхода (рис. 4.32). Поверхность S, в ка-

ждой точке которой указаны нормальный вектор n  и направление обхода по контуру Γ, на-

зывается ориентированной. Сторона поверхности, из каждой точки которой восстанавлива-

ется вектор нормали, называется положительной или внешней. Другая сторона поверхности, 

обращенная в сторону вектора n− , называется отрицательной или внутренней стороной по-

верхности S. 

 
 

Рисунок 4.32 

Поверхности, у которых различают положительные и отрицательные стороны, назы-

ваются двухсторонними. К ним относятся плоскость, сфера, конус и т.д. Двухсторонняя по-

верхность характеризуется тем, что если вектор нормали n  перемещать непрерывно по лю-

бому замкнутому контуру L, лежащему на поверхности, он всегда возвращается в исходную 

точку с первоначальным направлением (рис. 4.32). 
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Существуют поверхности, не являющиеся двухсторонними. Классическим примером 

односторонней поверхности является лист Мёбиуса (рис. 4.33). Его можно получить, если 

взять длинную полоску бумаги и, повернув один конец ее на 180°, склеить с другим концом. 

При обходе листа Мёбиуса по его средней линии вектор нормали возвращается в исходную 

точку с направлением, противоположным первоначальному, т.е. лист Мёбиуса – односто-

ронняя поверхность. 

 

Рисунок 4.33 

4.11.2 Нормаль к поверхности 

Если поверхность S задана явно в виде ( )yxzz ,= , то в этом случае вектор нормали  

( )1,, yx zzn ′−′−=
 . (4.34) 

Нормируя его, находим единичный вектор нормали: 
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 , где ( ) ( )221 yx zzn ′+′+=
 . 

Пусть теперь поверхность S задана неявно уравнением ( ) 0,, =zyxF .  

Если ( ) SzyxFz ∈∀≠′ ,,,0 , то равенство ( ) 0,, =zyxF  определяет неявно функцию ( )yxzz ,= , 

частные производные ко-

торой имеют вид 
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−=′ , . Под-

ставив их в формулу (4.34), 

получим вектор нормали 

Единичный же век-

тор нормали в этом случае 

F

F
n

grad

grad0 ±= . 

При выборе единичного вектора нормали необходимо следить за тем, чтобы получи-

лась нормаль нужного направления, т.е. правильно выбирать нужную сторону поверхности. 

На рис. 4.34, а, б вектор нормали n  определяет положительную сторону поверхности. Для 

0 
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n  

a. б. 

n  

Рисунок 4.34 
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этого вектора 0cos >γ , т.е. он составляет острый угол с осью Z. Если для поверхности 

( )yxzz ,=  указано, что нормаль к ней составляет с осью Z угол 
2

π
>γ , то в этом случае  

( )1,, −′′= yx zzn . 

Аналогично для поверхности ( ) 0,, =zyxF , у вектора нормали которой 
2

cos
π

>γ , сле-

дует писать 

( )
z

zyx
z F

F
FFF

F
n

′
−=′′′

′
−=

grad
,,

1 , и, значит, в этом случае 
F

F
n

grad

grad0 −= . 

4.11.3 Определение поверхностного интеграла II рода 

Пусть в области V пространства 3R  определена вектор-функция 

( ) ( ) ( )( ) kRjQiPzyxRzyxQzyxPa


++== ,,,,,,,, , (4.35) 

где P, Q, R – непрерывные в V функции. 

Предположим, что в V задана гладкая поверхность S с выбранной на ней ориентацией. 

Пусть ( )zyxnn ,,00 =  – единичный вектор нормали к S в точке ( ) SzyxM ∈,, . Разобьем по-

верхность S на части niSi ,,2,1, =  и выберем в каждой части произвольную точку 

( )iii zyx ,, . Составим интегральную сумму: 

( ) ( )∑
=

∆




=σ

n

i
iiiiiiin Szyxnzyxa

1

0 ,,,,, , где iS∆  – площадь части iS . 

Обозначим через ∆ наибольший из диаметров частей iS . Если при 0→∆  существует 

предел интегральных сумм nσ , не зависящий ни от способа разбиения поверхности S на час-

ти iS , ни от выбора точек ( ) iiii Szyx ∈,, , то его называют поверхностным интегралом второ-

го рода от функции ( )RQPa ,,=
  по поверхности S и обозначают ∫∫ 







S
dSna 0, . 

Таким образом, по определению, 
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4.11.4 Свойства поверхностного интеграла II рода 

1. Если на поверхности S поменять ориентацию на противоположную, знак интеграла 

∫∫ 






S
dSna 0,  изменится на противоположный: 

∫∫∫∫
−+






−=







SS

dSnadSna 00 ,,  . (4.37) 

Интеграл слева вычисляется по положительной стороне поверхности S, а интеграл 

справа – по отрицательной. Действительно, если 0n  – вектор нормали на положительно ори-

ентированной стороне поверхности S, то 0n−  – вектор нормали по отрицательно ориентиро-

ванной стороне. 

2. Если 321 ,, SSS  – цилиндрические поверхности с образующими, параллельными со-

ответственно осям Oz, Ox, Oy то  

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,
321

=== ∫∫∫∫∫∫
SSS

dxdzzyxQdydzzyxPdxdyzyxR . 

3, 4. Линейность 

Если 21 aaa 
±= , то 

( ) ( ) RdsnadSnadSnadsnadSna
SSSSS

∈α∀
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α





±= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ,,,,,,, 000

2010
 . 

Свойство справедливо для любого конечного числа вектор-функций niai ,,2,1, 


= . 

4. Аддитивность 

Если кусочно-гладкая поверхность S разбита на конечное число непересекающихся 

поверхностей iS , т.е. 
n

i
iSS

1=
= , 

∑∫∫∫∫
=






=







n

i SS i

dSnadSna
1

00 ,,  . 

5. Оценка модуля интеграла 

Имеет место оценка модуля поверхностного интеграла второго рода: 

( )
( ) PzyxadSnadSna

SzyxSS
⋅≤





≤







∈
∫∫∫∫ ,,max,,

,,
00  , где P – площадь поверхности S. 
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4.11.5 Вычисление поверхностного интеграла II рода 

Вычисление поверхности интеграла II рода сводится к вычислению двойного инте-

грала. Пусть в пространстве 3R  задана поверхность S и D – ее проекция на плоскость Oxy. 

Тогда из (11.3) – определения поверхностного интеграла второго рода и равенства 

SdxdyndS ∆≈=
  можно получить формулу 

( )∫∫∫∫ =






DS
dxdynadSna  ,, 0 , (4.38) 

где n  – выбранная нормаль к поверхности. 

Поскольку ( )γβα= cos,cos,cos0n , где γβα cos,cos,cos  – направляющие косинусы 

нормали n  к выбранной стороне поверхности S, можно показать справедливость равенств 

dSdxdydsdzdxdsdydz ⋅γ=⋅β=⋅α= cos,cos,cos . Отсюда 

( ) ∫∫∫∫∫∫ ++=γ+β+α=






SSS
RdxdyQdzdxPdydzdSRQPdSna coscoscos, 0 . (4.39) 

Формула (4.39) устанавливает связь между поверхностными интегралами первого и 

второго рода. 

Из формул (4.38) и (4.39) получаем равенство 

( )∫∫∫∫ =++
DS

dxdynaRdxdyQdzdxPdydz , , (4.40) 

где D – проекция поверхности S на плоскость Oxy. 

4.11.6 Формула Остроградского 

Пусть S – поверхность, краем (ограничивающим контуром) которой служит замкнутая 

кривая Γ. Очевидно, что один и тот же замкнутый контур Γ может служить краем бесконеч-

ного числа поверхностей. Например, на рис. 4.35 изображены поверхности конуса 1S , полу-

сферы 2S , части плоскости 3S , краем которых служит окружность Γ. 

 
Рисунок 4.35 

Ограниченная поверхность, не имеющая края, называется замкнутой. Примерами яв-

ляются сфера, тор, эллипсоид, поверхность куба, пирамида и т.д. 

S1 

S3 

S2 



142 

Формула Остроградского связывает поверхностный интеграл по внешней стороне 

замкнутой поверхности с тройным интегралом по области, ограниченной этой поверхностью. 

Теорема 4.11. Пусть ( )RQPa ,,=
  – векторная функция, координатные функции 

RQP ,,  которой непрерывны вместе со своими первыми частными производными в замкну-

той области V, ограниченной поверхностью S. Тогда имеет место формула Остроградского 

∫∫∫∫∫ 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++
VS

dxdydz
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz , (4.41) 

в которой поверхностный интеграл в левой части вычисляется по внешней стороне замк-

нутой поверхности S. 

Доказательство. Рассмотрим область V, ограниченную снизу поверхностью 1S , за-

данной уравнением ( )yxzz ,1= , сверху – поверхностью 2S , – с уравнением ( )yxzz ,2= , а с 

боков – цилиндрической поверхностью 3S  с образующими, параллельными оси Z (рис. 4.36). 

Такую область будем называть z-цилиндрической. Пусть D – проекция V на плоскость Oxy, а 

321 ,, nnn   – векторы внешней нормали к поверхностям 321 ,, SSS  соответственно. 

 
Рисунок 4.36 

Рассмотрим тройной интеграл 
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Первый из стоящих справа интегралов можно записать в соответствии с формулой 

(4.38) в виде поверхностного интеграла от ( )zyxR ,, , взятого по верхней стороне поверхно-

сти ( )yxzz ,2= . Второй из этих интегралов можно рассматривать как поверхностный инте-

грал от ( )zyxR ,, , взятый по верхней стороне поверхности ( )yxzz ,1= , или как интеграл по 

нижней стороне поверхности ( )yxzz ,1= , взятый с обратным знаком. 
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Таким образом, получаем равенство 

∫∫∫∫∫∫∫ +=
∂
∂

21 SSV
RdxdyRdxdydxdydz

z
R , (4.42) 

где в правой части интегрирование ведется по внешней стороне поверхностей 1S  и 2S . 

Так как ( )0,, 333 yx nnn =
 , то по формуле (4.38) найдем  

( ) 0000 33
3

=⋅+⋅+⋅= ∫∫∫∫
D

yx
S

dxdyRnnRdxdy . 

Поэтому, добавив интеграл 0
3

=∫∫
S

Rdxdy  в правую часть формулы (4.42), получим ра-

венство 

∫∫∫∫∫ =
∂

∂

SV
Rdxdydxdydz

z

R
, (4.43) 

в котором в поверхностном интеграле интегрирование ведется по внешней замкнутой по-

верхности 321 SSSS = . 

Аналогичным образом для y-цилиндрической и x-цилиндрической областей можно 

получить соответственно равенства 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ =
∂

∂
=

∂

∂

SVSV
Pdydzdxdydz

x

P
Qdzdxdxdydz

y

Q
; , (4.44) 

Рассмотрим такие области V, которые можно разбить на конечное число как z-

цилиндрических, так и y-цилиндрических и x-цилиндрических областей. Для такой области 

справедливы равенства (4.43) и (4.44). Сложив их, получим формулу Остроградского. Теоре-

ма доказана. 

4.11.7 Формула Стокса 

Эта формула связывает криволинейный интеграл по замкнутой поверхности про-

странственной кривой L с поверхностным интегралом по поверхности S, краем которой яв-

ляется L. 

Теорема 4.12. Если функции ( ) ( )zyxQzyxP ,,,,,  и ( )zyxR ,,  непрерывны вместе со 

своими частными производными первого порядка в точках ориентированной поверхности S, 

то имеет место формула 

∫∫∫ ++=
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R

z

P
dydz

z

Q

y

R
dxdy

y

P

x

Q
, (4.45) 

где L – граница поверхности S и интегрирование вдоль кривой L производится в положи-

тельном направлении (т.е. при обходе границы L поверхность S должна оставаться все 

время слева). 
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Формула (4.45) называется формулой Стокса. 

Доказательство. Пусть ( )yxfz ,=  – уравнение поверхности S, функции 

( ) ( ) ( )yxfyxfyxf yx ,,,,, ′′  непрерывны в замкнутой области D (проекции поверхности S на 

плоскость Oxy), 1L  – граница области D (рис. 4.37).  

 
Рисунок 4.37 

Будем считать, что поверхность S пересекается с любой прямой, параллельной оси Oz, 

не более чем в одной точке. Выберем верхнюю сторону поверхности S. Рассмотрим сначала 

интеграл вида ( )∫
L

dxzyxP ,, . Значения функции ( )zyxP ,,  на L равны значениям функции 

( )zyxP ,,  на 1L . Интегральные суммы для криволинейных интегралов II рода по контурам L 

и 1L  совпадают. Поэтому 

( ) ( )∫∫ =
1

,,,,
LL

dxzyxPdxzyxP . 

Применим к последнему интегралу формулу Грина (см. п. 4.8.4). Тогда получаем: 

( )( ) ( )( )( ) ∫∫∫∫∫ 
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dxyxzyxP ,,,0,,,

1

. 

Преобразуем полученный двойной интеграл в равный ему поверхностный интеграл II рода 

(4.39). Для этого последнее равенство перепишем в виде 

( )( ) ∫∫∫ γ











∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
−=

SL
ds

y

z

z

P

y

P
dxyxzyxP cos,,,

1

 и используем уравнение нормали к по-

верхности S (см. п. 4.11.2). Так как выбрана верхняя сторона поверхности S, т.е. 0cos >γ  (γ – 

острый угол между нормалью n  к поверхности S и осью Oz), то нормаль n  имеет проекции 

L 

x 

y 

z 

0 

),( yxfz =  
n  

S 

L1 

D 
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1,,
y

z

x

z

∂

∂
−

∂

∂
− . Направляющие косинусы пропорциональны соответствующим проекциям: 

1::cos:cos:cos
y

z

x

z

∂

∂
−

∂

∂
−=γβα , т.е. 

1

coscoscos γ
=

∂

∂
−

β
=

∂

∂
−

α

y

z

x

z . Из последнего равенства 

γ

β
=

∂

∂
−

cos

cos

y

z
. Тогда 

,coscos
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cos
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P
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P
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т.к. dxdzdSdxdydS =β=γ cos,cos  (см. п. 4.11.5). Следовательно, 

( ) ∫∫∫
∂

∂
−

∂

∂
=

SL
dxdy

y

P
dxdz

z

P
dxzyxP ,, . 

Аналогично получаются при соответствующих условиях еще два равенства: 

( )

( ) .,,

,,,

∫∫∫

∫∫∫

∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂
−

∂

∂
=

SL

SL

dzdx
x

R
dzdy

y

R
dzzyxR

dydz
z

Q
dydx

x

Q
dyzyxQ

 

Складывая почленно три последних равенства, получаем формулу Стокса (4.35). Теорема 

доказана. 

Отметим, что формулу Стокса (4.35) можно применить и для поверхностей более 

сложного вида (разбив ее на части рассмотренного выше типа). 

Замечание 1. Из формулы Стокса вытекает, что если выполняются условия 

x

R

z

P

z

Q

y

R

y

P

x

Q

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
,,  

(см. п. 4.8.6), то криволинейный интеграл по произвольному пространственному замкнутому 

контуру L равен нулю: 

0=++∫
L

RdzQdyPdx . 

Следовательно, в данном случае криволинейный интеграл не зависит от вида пути интегри-

рования. 

Замечание 2. Пусть теперь L – замкнутая кривая в плоскости Oxy, а S – область D, ог-

раниченная этой кривой. Тогда 0=dz , а вектор нормали к D имеет вид ( )1,0,0=n . Следова-
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тельно, в этом случае из равенства (4.45) получим формулу Грина (4.15). Таким образом, 

формула Грина – частный случай формулы Стокса. 

Замечание 3. Формулу Стокса можно легко запомнить, если воспользоваться сле-

дующим приемом. Составим формально определитель 

RQP
zyx

dxdydzdxdydz

∂
∂

∂
∂

∂
∂ . (4.46) 

Раскладывая его по элементам первой строки и учитывая, что произведение 
yx ∂

∂

∂

∂
,  или 

z∂

∂
 

на функцию понимается как операция дифференцирования по соответствующей переменной, 

получаем подынтегральное выражение в левой части формулы Стокса (4.45): 

dxdy
y
P

x
Qdxdz

x
R

z
Pdydz
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∂
∂

−
∂
∂ . 

Таким образом, символически формула Стокса может быть записана в виде 

∫∫∫ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

=++
SL

RQP
zyx

dxdydzdxdydz

RdzQdyPdx . (4.47) 

Замечание 4. При доказательстве формулы Стокса вид поверхности S с краем L не 

играет никакой роли. Важна лишь ее ориентация в пространстве. Поэтому при решении кон-

кретных примеров поверхность S выбирается такой, чтобы поверхностный интеграл по ней 

вычислялся наиболее удобным способом. 

Пример 1. Вычислить интеграл dxdydzdxzdydzx
S

++∫∫ , где S  верхняя сторона 

плоскости 1=+− zyx , лежащей в IV октанте (рис. 4.38). 

Решение. Найдем направляющие косинусы нормально-

го вектора плоскости 

( )

.

.0
3

1cos,0
3
1cos,0

3
1cos

.3111,1,1,1 222

∫∫∫∫ ∫∫ ∫∫ ++=++

>=γ<
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=β>=α

=++=

SS S S
dxdydzdxzdydzxdxdydzdxzdydzx

nn 

 

 
 
 

Рис. 4.38 
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Для вычисления каждого из интегралов применим соответственно формулу 4.39: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,
6
1

32
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2
1

2
1
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11
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2
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1

2
2
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yyydyzyzzdzzydydydzzydydzx
yy

DS
 

где 2D  – треугольник BOC . 

( )
6
11

2
1

2

1

0

1

0

2
1

0

21

0

1

01

−=−−=−=−=−= ∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫
−−

dxxdxzdzzdxdzdxzdzdxz
xx

S D
, 

где 1D  – треугольник AOC . .
2
1

=== ∆∫∫∫∫ AOB
DS

Sdxdydxdy  

Окончательно: 
2
1

=++∫∫
S

dxdyzdzdxdydzx . 

Пример 2. Вычислить ( )∫∫ ++
S

dxdyzyx 222 33 , где S  – внешняя сторона части поверх-

ности 22 yxz += , отсеченной плоскостями 1,0 == zz  (рис. 4.39). 

Рисунок 4.39 

Решение. Поверхность 22 yxz +=  представляет собой верхнюю часть конуса 

.222 yxz +=  Нормаль к поверхности составляет с осью Oz  тупой угол. Для вычисления ин-

теграла применим формулу 4.39 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +−=+++−=++
DDS

dxdyyxdxdyyxyxdxdyzyx ,43333 222222222  

где D  – круг .122 ≤+ yx  

x 

1 
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n
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Для вычисления двойного интеграла перейдем к полярным координатам: 

( ) .24,sin
,cos

4
1

0

3
2

0

22 π−=ρρϕ−=
ρ=

ϕρ=
ϕρ=

=+− ∫∫∫∫
π

dd
I
y
x

dxdyyx
D

 

Пример 3. Вычислить dxdyzdzdxydydzx
S

++∫∫ , где S  внешняя сторона пирамиды, 

ограниченной плоскостями 0,0,0,632 ====+− zyxzyx  (рис. 4.40). 

Рис. 4.40 

 

Решение. По формуле (4.41) находим 

( ) .1863
3
1333111 =⋅⋅⋅===++=++ ∫∫∫∫∫∫∫∫ пирамиды

VVS
VdVdVdxdyzdzdxydydzx  

4.12 Приложения интегралов по поверхности 

4.12.1 Приложения поверхностных интегралов I рода 

1. Площадь поверхности 

Если поверхность S задана уравнением ( )yxfz ,= , а ее проекция на плоскость Oxy 

есть область D, в которой ( ) ( )yxfzyxfz x ,,, =′=  и ( )yxfzy ,=′  – непрерывные функции, то 

ее площадь S вычисляется по формуле (см. п. 4.10.2 свойство 4). 

∫∫=
S

dSS , 

или 

( ) ( )∫∫ ′+′+=
D

yx dxdyzzS 221 . 
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О 
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Кроме того, поверхностный интеграл применяют для вычисления массы, координат 

центра масс, статических моментов, моментов инерции материальных поверхностей с из-

вестной поверхностной плотностью распределения массы ( )zyx ,,γ=γ . Все эти величины 

определяются одним и тем же способом: данную область разбивают на конечное число 

«мелких» частей, делая для каждой области деления упрощающие задачу предположения; 

находят приближенное значение искомой величины; переходят к пределу при неограничен-

ном изменении области деления. Проиллюстрируем описанный способ на примере опреде-

ления массы материальной поверхности. 

2. Масса поверхности 

О материальной поверхности известна ее плотность распределения массы 

( )zyx ,,γ=γ . Тогда для нахождения массы поверхности: 

1) Разбиваем поверхность S на n частей niSi ,,2,1, = , площадь которой обозначим 

iS∆ . 

2) Берем произвольную точку ( )iiii zyxM ,,  в каждой области iS . Предположим, что в 

пределах области iS  плотность постоянна и равна значению ее в точке iM . 

3) Масса im  области iS  мало отличается от массы ( ) iiii Szyx ∆γ ,,  фиктивной однород-

ной области с постоянной плотностью ( )iii zyx ,,γ=γ . 

4) Суммируя im  по всей области, получаем 

( )∑
=

∆γ≈
n

i
iiii Szyxm

1
,, . 

5) За точное значение массы материальной поверхности S принимается предел, к ко-

торому стремится полученное приближенное значение при стремлении к нулю диаметров 

областей iS ,т.е. 

( )∑
=→

∆γ=
n

i
iiii

d
Szyxm

i 10max
,,lim , т.е. 

( )∫∫ γ=
S

dSzyxm ,, . (4.48) 

3. Статистические моменты 

Статистические моменты поверхности S относительно координатных плоскостей на-

ходятся с помощью интегралов 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ γ=γ=γ=
S

xz
S

yz
S

xy dSzyxyMdSzyxxMdSzyxzM ,,,,,,,, . 
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4. Центр тяжести поверхности 

Координаты центра тяжести поверхности S находятся по следующим формулам: 

m

M
z

m

M
y

m

M
x xy

c
xz

c
yz

c === ,, , 

где m – масса поверхности S. 

5. Моменты инерции поверхности 

Моменты инерции поверхности S относительно координатных осей Ox, Oy, Oz и нача-

ла координат ( )0,0,0O  находятся соответственно с помощью интегралов 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,,

,,,,,,

222
0

22

2222

∫∫∫∫

∫∫∫∫

γ++=γ+=

γ+=γ+=

SS
z

S
y

S
x

dSyyxzyxIdsyyxyxI

dSzyxzxIdszyxzyI

 

4.12.2 Приложения поверхностных интегралов II рода 

6. Объем тела 

Полагая в формуле Остроградского (11.8) zRyQxP === ,, , получим 

( ) VdVdxdydzzdxdyydzdxxdydz
VVS

33111 ==++=++ ∫∫∫∫∫∫∫∫ . 

Отсюда получаем формулу для вычисления объема области V, ограниченной замкнутой по-

верхностью S: 

∫∫ ++=
S

zdxdyydzdxxdydzV
3

1
. 

7. Поток вектора через поверхность, его физический смысл 

Пусть ( )RQPa ,,=
  – векторное поле скоростей текущей несжимаемой жидкости, а S – 

кусочно-гладкая поверхность. Требуется определить объем жидкости, протекающей через 

эту поверхность за единицу времени. 

Кусочно-гладкими кривыми разобьем поверхность S на части niSi ,,2,1, = . Выделим 

площадку iS  площадью iS∆ , и пусть 0n  – единичный вектор нормали в произвольной точке 

ii SM ∈ . Объем протекающей жидкости через iS  в единицу времени равен объему криволи-

нейной призмы, изображенной на рис. 4.41.  
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Рисунок 4.41 

При разбиении S на достаточно мелкие части площадку iS  с площадью iS∆  можно 

считать плоской, вектор a  – постоянным по модулю и одинаково направленным в каждой 

точке площадки. Объем i∆Π  призмы приближенно равен iii Sh ∆≈∆Π , где iS∆  – площадь i-й 

площадки, ih  – высота i-й призмы с образующей ( )iMa . Но ih  является проекцией вектора 

( )iMa  на нормаль 0n : ( ) ( ) 0

0
пр iii

n
i nMaMah

i

⋅==
 , где 0

in  – единичный вектор нормали к по-

верхности в точке iM . Поэтому ( ) iiii SnMa ∆




 ⋅≈∆Π 0 . Следовательно, общее количество 

жидкости, протекающее через всю поверхность S за единицу времени, найдем, вычислив 

сумму 

( )∑
=

∆




 ⋅

n

i
iii SnMa

1

0 . 

Точное значение искомого количества жидкости получим, взяв предел найденной суммы при 

неограниченном увеличении числа элементарных площадок и стремлении к нулю их разме-

ров (диаметров id  площадок) в виде поверхностного интеграла второго рода: 

( )

( ) ( ) Π=




 ⋅=∆





 ⋅ ∫∫∑

=→
∞→ S

n

i
iii

d
n

dSnMaSnMa

i

0

1

0

0max

lim  , (4.49) 

где ( ) SzyxM ∈,, . 

Пусть ( )RQPa ,,=
  – произвольное векторное поле, а S – кусочно-гладкая ориентиро-

ванная поверхность в 3R . Потоком векторного поля a  (вектора a ) через поверхность S на-

зывается поверхностный интеграл второго рода (4.49). Подчеркнем, что поток – скалярная 

величина. При этом если 
2

, 0 π
<













 ∧
na , то 0>Π . В этом случае поток вектора a  идет с внут-

0
in  

hi 

)( iMa  

Mi 

Si S 
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ренней на внешнюю сторону поверхности S. Если же 
2

, 0 π
>







 ∧
na , то 0<Π  и, значит, поток 

вектора a  идет с внешней на внутреннюю сторону поверхности S. При перемене ориентации 

поверхности знак потока Π меняется на противоположный вследствие известного свойства 

поверхностного интеграла второго рода (см. п. 4.11.4, свойство 1). 

Вычислить поток можно по формулам (4.39), (4.40). 

Поток вектора через замкнутую поверхность 

Если поверхность S замкнута, то в качестве вектора нормали к ней возьмем внешнюю 

нормаль. Тогда поток вектора ( )RQPa ,,=
  через поверхность удобно вычислять по формуле 

Остроградского (4.41). 

Пусть a  – поле скоростей текущей несжимаемой жидкости. Если 0=Π , это означает, 

что из тела V, ограниченного поверхностью S, вытекает столько жидкости, сколько и втекает 

в него. Если 0>Π , то жидкости вытекает больше, чем втекает. Это говорит о том, что внут-

ри тела V имеется источник – место, где жидкость появляется. Если 0<Π , то жидкости вы-

текает из тела меньше, чем втекает. В этом случае говорят, что внутри тела V имеется сток – 

место, где жидкость исчезает. 

Пример 1. Найти площадь части поверхности 224 yxz −−= , вырезанной поверх-

ностью .222 yyx =+  

Решение. Поверхность 224 yxz −−=  есть верхняя часть сферы 4222 =++ yxz  

радиусом 2. Уравнение поверхности yyx 222 =+  приведем к каноническому виду: 

( ) ( ) 11101102 22222222 =+⇒=−+⇒=−−+⇒=−+ yxyxyxyyx  – это цилиндриче-

ская поверхность с образующими параллельными оси OZ  (рис. 4.42). 

 
Рисунок 4.42 
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224 yxz −−=
 

yyx 222 =+
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Площадь части верхней полусферы 224 yxz −−= , вырезанной цилиндром найдем 

с помощью поверхностного интеграла I рода: 

,1 22 dxdyzzdG
D

yx∫ ∫∫ ∫∫ ′+′+==  

где D – круг ( ) 11 22 ≤−+ yx  на плоскости OXY , который является проекцией поверхности 

S .  
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4

4

44
1

44
1

1
222222

2222
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2

22

22

22

2

22

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫

−−
=

−−
=

−−

++−−
=

=
−−

+
−−

+=














−−

−
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−−

−
+=

DDD

DD

yx

dxdy

yx

dxdy
dxdy

yx

yxyx

dxdy
yx

y

yx

x
dxdy

yx

y

yx

x
S

 

где 1D  верхний полукруг ( ) .11 22 ≤−+ yx  

Для вычисления последнего интеграла введем полярные координаты 
ρ=

ϕρ=
ϕρ=

I
y
x

,sin
,cos

 и 

запишем подынтегральную функцию и уравнение окружности yyx 222 =+  в полярных ко-

ординатах 

.sin2sin2sin2sincos2

,
4

1

sincos4

1

4

1

2222222

2222222

ϕ=ρ⇒ϕρ=ρ⇒ϕρ=ϕρ+ϕρ⇒=+

ρ−
=

ρ−ϕρ−
=

−− ϕ

yyx

yx  

Итак, 

( ) ( ) ( ) .84
2

18sin81cos82sin444

44
4

4
4

4

2

0

2
0

2

0

sin2

0

2

0

sin2

0

2
2

2

0
22

1

−π=






 π
−−=ϕ−ϕ−=ϕ−ϕ−=ϕ−ϕ−−=

=ϕ







ρ−−=ρ

ρ−

ρ
ϕ=

−−

∫∫

∫ ∫∫∫∫

π
π

π

ϕ π ϕπ

dd

ddd
yx

dxdy

D  

Пример 2. Вычислить массу плоской пластины 1
432

: =++
zyxS , расположенной в I 

октанте и имеющей поверхностную плотность ( ) zyxzyx ++=γ
3
42,,  (кг/м2) (рис. 4.43). 
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Рисунок 4.43 

Решение. Запишем уравнение поверхности S  в явном виде: .
23

14 





 −−=

xyz  Проек-

цией D  поверхности S  на плоскость OXY  является треугольник AOB . Массу плоской 

пластины T найдем с помощью поверхностного интеграла первого рода: 

( ) ( )( )

( )

.332
2
1

2
1

3
6144

3
61

3
421

23
14

3
42

1,,,,,

.

2
2

22

=⋅⋅=⋅=

=⋅=





−+−+⋅














 −−++=

=′+′+⋅γ=γ=

∆

∆∫∫∫∫

∫∫∫∫

AOOBS

Sdxdydxdyxyyx

dxdyzzyxzyxdGzyxM

AOB

D
AOB

D

yx
DT

S

 

Окончательно 614=SM  кг. 

Пример 3. Вычислить момент инерции относительно оси OZ  части однородной по-

верхности сферы 16222 =++ zyx , для которой .0,0,0 ≥≥≥ zyx  

Решение. Так как поверхность однородная, т.е. ( ) czyx =γ ,, , где constc = , то формула 

для вычисления момента инерции относительно оси OZ  принимает вид: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ,
16

4

16

4
16

16

1616
1

22

22

22
22

22

2222
22

22

2

22

2
2222

dxdy
yx

yxc

dxdy
yx

yxcdxdy
yx

yxyxyxc

dxdy
yx

y
yx

xyxcdSyxcI

D

DD

DS
x

∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

−−

+
⋅=

=
−−

+⋅=
−−

++−−
+⋅=

=
−−

+
−−

++⋅=+⋅=

 

где D  – четверть круга ,1622 ≤+ yx  при 0,0 ≥≥ yx . Для вычисления последнего интегра-

ла перейдем к полярной системе координат: 

4 

А
 

С
 

2 
О 3 

В 

G 

x 

y 

z 
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( ) .
16

4
16

4,sin
,cos

16
4

4

0 2

34

0

2

02

22

022

22

∫∫ ∫∫∫∫
ρ−

ρρ
ϕ⋅=

ρ−

ρρρ
ϕ=

ρ=
ϕρ=
ϕρ=

=
−−

+
⋅

ππ ddcdd
I
y
x

dxdy
yx

yxc
D

 

Для вычисления интеграла ∫
ρ−

ρρ4

0 2

3

16

d  воспользуемся тригонометрической подста-

новкой: 

( )

.4
3

2

3

1
14

3

cos
cos4

coscoscos4coscos14sin4

cos4

cossin4

sin416

cos4sin4

24
0

,cos4
,sin4

16

33
2

0

3
2

0
3

2

0

2

0

23
2

0

23
2

0
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2

0
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0
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0
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3
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=
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=
⋅−

⋅
=

π=⇒=ρ
=⇒=ρ

=ρ
=ρ

=
ρ−

ρρ

π
π

π πππ

ππ

∫ ∫∫∫

∫∫∫

t
t

ttdtdtdttdt

dt
t

tt

t

tdtt

t
ot

tdtd
t

d

 

Окончательно получаем .
3

4
2

4
3
24

3
24

4
43

2

0
π=

π
⋅⋅=ϕ⋅⋅ ∫

π
ccdc  



156 

5 ТЕОРИЯ ПОЛЯ 

5.1 Скалярное поле и его характеристики 

Скалярное поле – это часть пространства (или все пространство), в каждой точке ко-

торого задано определенное число (скаляр) ( )Mu . Математически скалярное поле может 

быть определено в данной области V пространства скалярной функцией  

( ) ( )zyxuMuu ,,== , 

которая является непрерывной функцией своих аргументов, имеющей непрерывные частные 

производные первого порядка.  

Если скалярная функция ( )Mu  является функцией двух переменных ( )yxuu ,= , то 

поле будет плоским. 

1. Геометрической характеристикой скалярного поля служат поверхности уровня – 

геометрическое место точек, в котором значение поле постоянно 

( ) Czyxu =,, , (5.1) 

C – любое фиксированное число из области значений функции. 

Аналогично определяются линии уровня для плоского поля ( ) Cyxu =, . 

Пример 5.1. Найти линии уровня скалярного поля yxu 32 += . 

Решение. По (5.1) имеем Cyx =+ 32  – это семейство прямых линий (рис. 5.1). 

c=2

y

xc=0

c=1

 
Рисунок 5.1 

Пример 5.2. Для скалярного поля 222 242 zyyxxu +++−=  найти стационарные точ-

ки, поверхности уровня. Записать уравнение поверхности уровня, проходящей через точку 

М(2; – 1; 2).  

Решение. Частные производные  

z
z
uy

y
ux

x
u 2,22,44 =

∂
∂

+=
∂
∂

−=
∂
∂  
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одновременно обращаются в нуль в точке N(1; – 1; 0), которая является стационарной. По 

определению поверхности уровня имеем: czyyxx =+++− 222 242  или 

3)1()1(2 222 +=+++− czyx ; 

3
11

)1(
2/1
)1( 222

+=+
+

+
− czyx ; 

1
33

)1(

2
3
)1( 222

=
+

+
+
+

+
+
−

c
z

c
y

c
x . 

Последнее уравнение при различных 3−>c  определяет семейство эллипсоидов с цен-

тром в точке O(1; – 1; 0) полуосями  

3,3,
2

3
+=+=

+
= cdcbca . 

Поверхность уровня, проходящая через точку М(2; – 1; 2), имеет уравнение 

1
66

)1(
3

)1( 222
=+

+
+

− zyx , 

где 32)1(2)1(2422 222 =+−+−+⋅−⋅=с . 

2. Пусть ( )γβα cos,cos,cosl


 – единичный вектор ( α, β, γ – углы, образованные векто-

ром l


 с осями координат). Тогда производной по направлению l


 скалярного поля 

( )zyxuu ,,=  в точке ( )zyxM ,,  называется 

( ) ( ) ( )
γ

∂
∂

+β
∂

∂
+α

∂
∂

=
∂
∂ coscoscos

z
Mu

y
Mu

x
Mu

l
u

M . (5.2) 

Эта производная характеризует скорость изменения поля u по направлению вектора 

l


.  

В случае плоского поля ( ) α=





 α−
π

=β= sin
2

coscos,, yxuu  и формула (5.2) примет 

вид 

( ) ( )
α

∂
∂

+α
∂

∂
=

∂
∂ sincos

y
Mu

x
Mu

l
u

M . 

Если вектор l


 не является единичным, то следует сначала найти его направляющие 

косинусы. 

Пример 5.3. Найти производную скалярного поля zyxyu 42 −+=  в точке ( )3,2,1M  по 

направлению вектора kjil


532 −+= . 
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Решение. Вектор l


 имеет координаты ( )5,3,2 − . Найдем его направляющие косинусы: 

38
5cos,

38
3cos,

38
2

532

2cos
222

−
==γ==β=

++
==α

l
l

l

l

l
l zyx  . 

Вычислим частные производные в точке ( )3,2,1M  

( ) 4,52,2 −=
∂
∂

=+=
∂
∂

==
∂
∂

M
M

M
M

M z
uyx

y
uy

x
u . 

Тогда 
38

39
382
54

38
35

38
22 =

−
−⋅+⋅=

∂
∂

l
u
 . 

Частные производные 
z
u

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,  характеризуют скорость изменения поля 

( )zyxuu ,,=  по направлению координатных осей OX, OY, OZ соответственно. Точки, в кото-

рых выполнено условие 0=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

z
u

y
u

x
u , называются стационарными для поля. 

3. Градиентом функции ( )zyxuu ,,=  в точке ( )zyxM ,,  называется вектор, который 

обозначается ugrad   или u∇  и определяется по формуле 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k
z
Muj

y
Mui

x
MuuuuMu Mzyx



∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=′′′= ,,grad , 

где kji


,,  – единичные векторы. 

Если направление l


 совпадет с направлением градиента функции, который указывает 

направление наибольшее возрастания функции, то производная по направлению вычисляется 

по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )222grad zyxM uuuMu
l
u ′+′+′==
∂
∂
 . 

В направлении ( )Mul grad−=


  производная по направлению 
l
u

∂
∂ в точке M принимает 

наименьшее значение. 

Пример 5.4. Найти градиент скалярного поля yxu 32 += . 

Решение. В нашем случае 3;2,, =
∂
∂

=
∂
∂









∂
∂

∂
∂

=
y
u

x
u

y
u

x
uugrad .  Следовательно, 

( )3;2=ugrad . 
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5.2 Векторное поле и его характеристики 

Если в каждой точке M пространства (или его части V) задан вектор ( )MFF


= , то го-

ворят, что в этом пространстве (или в V) задано векторное поле F


. Задание векторного поля 

( )MFF


=  равносильно заданию трех функций: ( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,, , которые явля-

ются проекциями вектора ( )MF


на координатные оси 

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F M P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
  

. 

Примерами векторных полей являются поле электрической напряженности, силовое 

поле, поле скоростей текущей жидкости и др. 

1. Векторной линией поля F


называется линия, касательная в каждой точке которой 

параллельна вектору поля в этой точке. 

В трехмерном случае векторные линии определяются из уравнений 

( ) ( ) ( )zyxR
dz

zyxQ
dy

zyxP
dx

,,,,,,
== . (5.3) 

Для плоского векторного поля 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zyR
dz

zyQ
dy

zxR
dz

zxP
dx

yxQ
dy

yxP
dx

,,
,

,,
,

,,
=== . (5.4) 

Пример 5.5. Для плоского поля ( ) jyiyxF


25 +−=  найти векторные линии. 

Решение. Данное поле дифференцируемо во всех точках плоскости XOY 

( ) ( ) yyxQyxyxP 2,,5, =−= . 

Согласно (5.4) имеем: 
y

dy
yx

dx
25

=
−

. Отсюда 
yx

y
dx
dy

−
=

5
2 . Мы получили однородное 

уравнение, которое решаем с помощью подстановки uxy =  

∫∫ =
−
−

−
−

=
−
−

=′−
−

=′
−

=+′
x

dxdu
uu

u
u

uux
dx
du

u
uuxuu

u
uxu

uxx
uxuxu

3
5;

5
3;

5
3;

5
2;

5
2

2

22
. 

Разложив подынтегральную функцию слева на простейшие дроби и найдя коэффици-

енты, получим 

5/3 2 /3
3

dxdt dt
u u x

−
+ =

−∫ ∫ ∫ ; 

5 2ln | | ln | 3 | ln | | ln
3 3

u u x C− + − = + ; 
2 / 3

5 / 3
( 3)u xC

u
−

= , /u y x= . 

Следовательно, ( )
( ) xxy

xyC 3/5

3/2

/
3/ −

=  – семейство векторных линий. 
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2. Потоком векторного поля через ориентированную поверхность S называется по-

верхностный интеграл первого рода от скалярного произведения вектора F


 на единичный 

вектор нормали ( )γβα= cos,cos,cosn : 

( ) ( ) ∫∫∫∫∫∫ ++=γ+β+α==
sss

RdxdzQdxdzPdydzdsRQPdsnFП coscoscos, 


. (5.5) 

Как известно, ориентация гладкой поверхности определяется выбором одного из двух 

возможных векторов нормали, который изменяется на поверхности непрерывным образом. 

Свойства потока 

1) При изменении ориентации поверхности поток изменяет знак на противополож-

ный. 

2) Если S на конечную сумму непересекающихся поверхностей, ∑
=

=
n

i
iSS

1
, то формула 

(3.3) принимает вид 

( )∑∫∫
=

=
n

i si

dsnFП
1

, 


. 

Физический смысл потока зависит от природы поля F


. Если, например, F


– поле 

скоростей текущей жидкости в области V, то поток будет равен количеству жидкости, про-

ходящей через поверхность S за единицу времени. 

В случае замкнутой поверхности S в качестве вектора нормали берется вектор к 

внешней стороне этой поверхности, а поток определяется 

( )∫∫=
s

dsnFП 
, . (5.6) 

Пусть F


 – поле скоростей текущей несжимаемой жидкости. Если 0=П , это означа-

ет, что из тела V, ограниченного поверхностью S, вытекает столько жидкости, сколько и вте-

кает в него. Если 0>П , то жидкости вытекает больше, чем втекает. Это говорит о том, что 

внутри тела V имеется источник – место, где жидкость появляется. Если 0<П , то жидкости 

вытекает из тела меньше, чем втекает. В этом случае говорят, что внутри тела V имеется 

сток – место, где жидкость исчезает. 

Пример 5.6. Вычислить поток векторного поля kzjyixF


++=  через верхнюю сто-

рону части поверхности 224 yxz −−= , отсеченной плоскостью 0=z . 

Решение. Данное поле дифференцируемо во всех точках плоскости XOY 

( ) ( ) ( ) zyxRyyxQxyxP === ,,,,, . 

Проекцией D рассматриваемой поверхности на плоскость XOYявляется круг радиуса 
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2. Т.к. внешняя сторона параболоида видна со стороны положительного направления оси OZ, 

то перед интегралом по проекции надо поставить знак «+». Координаты вектора нормали 

( )1,2,2 yxn =
 . Скалярное произведение  

4)(342222)(122)( 22222222 −+=++−+=−+=−⋅+⋅+⋅=⋅ yxyxyxzyxzyyxxnF 
. 

Тогда 

π=ρρ⋅−ρϕ=
ρ=
ϕρ=
ϕρ=

=−++=∏ ∫∫∫∫
π

8)43(sin
cos

)4(3(
2

0

2
2

0

22 dd
J

y
x

dydxyx
D

. 

Если поверхность S замкнута, то поток удобно вычислять по формуле Остроградско-

го-Гаусса: 

∫∫∫∫∫ 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++
VS

dxdydz
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdxdzPdydz , (5.7) 

где V – область, ограниченная поверхностью S. 

Пример 5.7. Вычислить поток векторного поля 23 3 5F xi yj z k= − −
  

через внеш-

нюю сторону замкнутой поверхности S , состоящей из части параболоида 2 2 2x y z+ =  и 

сферы 2 2 2 8x y z+ + = . 

Решение. В соответствии с формулой (5.7) имеем 

z
z
R

y
Q

x
P 1033 −−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ . Тогда ∫∫∫−=

V
zdxdydzП 10 . 

Вычисление тройного интеграла по области V будем осуществлять в цилиндрических 

координатах: zzyx =ϕρ=ϕρ= ,sin,cos . 

3
28010

2

0

2

0

8

2/

2

2

π
−=ρρϕ−= ∫ ∫ ∫

π ρ−

ρ

zdzddП . 

3. Величина потока характеризует интенсивность источников или стоков суммарно. 

Более точно характеристикой является дивергенция 

( )
Mz

R
y
Q

x
PMFdiv 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=


. (5.8) 

Дивергенция векторного поля есть скалярная величина. Она образует скалярное поле 

в данном векторном поле. 

Если ( ) 0>MFdiv


, то точка M представляет собой источник, если ( ) 0<MFdiv


, то в 

точке M – сток. Если ( ) 0=MFdiv


, то в точке M нет ни источника, ни стока или их действие 

взаимно компенсируется. Такое поле называется соленоидальным или трубчатым. 
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Пример 5.8. Вычислить дивергенцию поля 

( ) ( ) ( )kzyxjyxyzizxxyF


22 ++++++=  в точке ( )2,1,1M  

Решение. Согласно формуле (3.4):  

( ) ( ) 2;31;42 =
∂
∂

=+=
∂
∂

=+=
∂
∂

M
M

M
M

M z
Rxz

y
Qzy

x
P . 

Следовательно, ( ) 09234 >=++=MFdiv


. Значит, в точке M находится источник. 

С учетом определения дивергенции формулу (5.7) можно записать 

∫∫∫=
V

dvFdivП


. 

4. Циркуляцией векторного поля kRjQiPF


++=  вдоль замкнутой линии L  называ-

ется криволинейный интеграл второго рода 

∫ ++=
L

RdzQdyPdxЦ , (5.9) 

где обход линии L осуществляется в положительном направлении. Физический смысл цир-

куляции состоит в следующем: циркуляция – это работа силы поля вдоль кривой L, располо-

женной в области действия силового поля. 

Если линия L не замкнута, то криволинейный интеграл ∫ ++=
L

RdzQdyPdxA , кото-

рый определяет работу вектора F


 при передвижении точки приложения вектора по линии L, 

называется линейным интегралом. 

Пример 5.9. Вычислить циркуляцию векторного поля ++−= iyxF


)12( 2  

jyx


)1023( 2 −++  по линии L, состоящей из отрезка прямой AB и параболы 23 yx −= . 

Решение. Исходная линия L состоит из двух участков: прямой AB, А(–1,–2), В(2,1) и 

параболы. Следовательно, циркуляция заданного поля F


 будет равна сумме линейных инте-

гралов: 

∫∫ +=
BCAAB

Ц . 

Уравнение прямой AB запишем в виде 1
21

2
12

1
−=⇒

−−
−

=
−−
− xyxy . 

( )

( ) .1210)3(23()1)3(2(

;5,16)10)1(23()1)1(2

2

1

1

2

22

−=−−+++−−=

=−−+++−−=

∫ ∫

∫ ∫

−

−

BCA

AB

dxxxxx

dxxxxx

 

Циркуляция по заданному контуру равна 05,4125,16 >=−=Ц . 
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5. Ротором векторного поля F


 в точке ( , , )M x y z  называется вектор 

k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
RF










∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

=rot , (5.10) 

где частные производные вычислены в точке M. 

Символически вектор (5.10) можно получить из определителя (если разложить его по 

элементам первой строки): 

RQP
zyx

kji

F
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=




rot . (5.11) 

Ротор является характеристикой вихревых движений в поле. 

Пример 5.10. Найти ротор для векторного поля 2(2 ; 2; 3 )F xy z yx x xz= − + −


. 

Решение. Воспользуемся формулой (5.11): 

2(2 ) ( 2 )( 3 )

i j k

rotF
x y z

x z yx x xz

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
− + −

 

  2( 3 ) ( 2)x xz yxi
y z

 ∂ − ∂ +
= − − ∂ ∂ 


 

–
2( 3 ) (2 ) ( 2) (2 ) ( 2 3 1)x xz xy z yx xy zj k x z j

x z x y
   ∂ − ∂ − ∂ + ∂ −

− + − = − + − +   ∂ ∂ ∂ ∂  

 
 

+ ( 2 )y x k−


. 

5.3 Потенциальное векторное поле. Операторы Гамильтона и Лапласа 

Векторное поле ( )RQPF ,,=


 называется потенциальным или безвихревым в некото-

рой области V, если  

( ) VMMF ∈∀= ,0rot


. (5.12) 

Равенство (5.12) называется условием потенциальности поля. 

Для того, чтобы векторное поле ( )RQPF ,,=


 было потенциальным в V, необходимо и 

достаточно, чтобы существовала скалярная функция ( )zyxuu ,,= , такая, что  

uF grad=


. 

Функция ( )zyxuu ,,=  называется потенциалом поля. 

В потенциальном векторном поле: 

1) CdzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxu
z

z

x

x

x

x
+++= ∫∫∫

000

),,(),,(),,(),,( 000 ; 
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2) 0=Ц ; 

3) для любых двух точек A и B в области V значение криволинейного интеграла 

( )∫
AB

dnF ,


 не зависит от пути интегрирования, соединяющего точки A и B и расположенного в 

области V; 

4) если ),,( zyxu  – потенциал векторного поля F


, то для любого контура L⊂V 

( ) ),,(),,(, 000111 zyxuzyxudnF
AB

−=∫


. 

Основные характеристики векторного анализа (градиент, дивергенция, ротор) и опе-

рации над ними удобно представлять в виде оператора Гамильтона 

k
z

j
y

i
x



∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ . 

Справедливы следующие равенства 

FFFFuu


rot],[;div),(;grad =∇=∇=∇ . 
С помощью ∇  можно показать, что 

0gradrot;0rotdiv == uF


. 

Введем оператор Лапласа 
2 2 2

2 2 2( , )
x y z
∂ ∂ ∂

∆ = ∇ ∇ = + +
∂ ∂ ∂

. 

Нетрудно убедиться, что divgradu u= ∆


. 

Операции F


divgrad  и F


rotrot связаны соотношением FFF


∆−= divgradrotrot , где 

kRjQiPF


∆+∆+∆=∆ . 
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6 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

6.1 Общие понятия 

Определение 1. Обыкновенным дифференциальным уравнением n-ого порядка назы-

вается уравнения вида: 
( )( ) 0,...,,,, =′′′ nyyyyxF , (6.1) 

где x – независимая переменная; ( )xyy =  – искомая функция; ( )nyyy ,...,, ′′′  – производные 

искомой функции. 

Определение 2. Порядком дифференциального уравнения называется наивысший по-

рядок производной, входящей в это уравнение. 

Например: 

1) 36 0y x′ + =  – уравнение первого порядка; 

2) 4 ' 0y y′′ + =  – уравнение второго порядка; 

3) (5) 2 38 2 4 0xy x y e y′′′+ + + =  – уравнение пятого порядка. 

Определение 3. Всякая функция )(xϕ , которая, будучи подставленная вместо y в вы-

ражение (6.1), обращает это выражение в тождество, называется решением дифференциаль-

ного уравнения (6.1). 

Если )(xϕ  – решение, то Cx +ϕ )(  тоже является решением. Это значит, что уравнение 

имеет бесчисленное множество решений, зависящих от параметра С. 

Можно показать, что уравнение n-ого порядка имеет семейство решений, зависящих 

от произвольных независимых друг от друга постоянных. 

Например: уравнение 0)( =ny  имеет решение: ( ) nn
nn СxСxСxСxy ++++= −
−−

1
2

2
1

1 ... . 

Определение 4. Процесс нахождения решения дифференциального уравнения назы-

вается интегрированием дифференциального уравнения. 

Определение 5. Решение дифференциального уравнения (6.1), содержащее n незави-

симых произвольных постоянных, называется его общим решением: 

0),...,,,( 21 =ϕ= nСССxy . (6.2) 

Замечание. Дифференциальное уравнение может иметь не одно, а несколько общих 

решений. Например, для уравнения 2y y′ =  функции 2xyС e=  и 2xСy e +=  являются общими 

решениями, причем разными, так как первая из них обращается в нуль (С=0), а вторая – ни-

когда в нуль не обращается. 

Определение 6. Соотношение 0),...,,,,( 21 =Φ nСССyx , (6.3) 

связывающее между собой независимую переменную, искомую функцию и n произвольных 
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постоянных, называется общим интегралом уравнения (6.1). Следовательно, в общем инте-

грале решение задано в неявном виде. 

Например: рассмотрим уравнение: 2y y x′ = . Для него 2 2 2y xС= − + , где С – произ-

вольная постоянная. 2 2 2 0y xС+ = ≥ – общий интеграл; 22yС x= ± −  – общее решение. 

Определение 7. Решение, полученное из общего при фиксированных значениях про-

извольных постоянных, называется частным решением. 

Определение 8. Особым решением называется такое решение, которое не может быть 

получено ни при каких значениях произвольных постоянных, входящих в общее решение. 

Определение 9. График частного решения называется интегральной кривой рассмат-

риваемого дифференциального уравнения. Уравнение этой линии есть уравнение (6.2) и (6.3) 

при фиксированных nССС ,...,, 21 . 

Геометрически общий интеграл представляет собой семейство интегральных кривых, 

являющихся графиками решений уравнения. 

Наример, для уравнения yy
x

′ =  общим решением является cy
x

= . Оно представляет со-

бой семейство гипербол. 

6.2 Дифференциальные уравнения I порядка 

Определение 1. Дифференциальным уравнением первого порядка называется соотно-

шение, связывающее независимую переменную, искомую функцию и ее производную: 

0),,( =′yyxF . (6.4) 

Обычно мы рассматриваем уравнения, которые можно разрешить относительно про-

изводной 

),( yxfy =′ . (6.5) 

Если в (6.5) положить 
),(
),(),(

yxN
yxMyxf = , то уравнение (6.5) можно записать в симмет-

ричной форме: 

0),(),( =+ dyyxNdxyxM . (6.6) 

Здесь переменные x и y равноправны. Иногда бывает выгодно рассматривать х как 

функцию y. В этом случае часто применяют форму записи (6.6). 

Пример 1. 
x
yy −=′ . 

Это уравнение можно записать иначе: 0=+
y

dy
x

dx , т.к. 
dx
dyy =′ . 
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Задача Коши 

Пусть ),( Сxy ϕ=  будет общим решением уравнения (6.5). Это общее решение опре-

деляет семейство интегральных кривых. Для того чтобы из этого семейства выделить какое-

либо частное решение, необходимо задать еще дополнительные условия, в частности, част-

ное решение можно выделить путем задания на плоскости точки ),( 00 yx , через которую 

проходит интересующая нас интегральная кривая.  

 
Рисунок 6.1 

Следовательно, возникает задача отыскания такого решения уравнения ),( yxfy =′ , 

которое при заданном 0x  принимает заданное значение 0y . 

Это записывают так: 






=

=′

= 00

),(
yy
yxfy

xx
 (6.7) 

Такая задача называется задачей Коши. Условие 00
yy xx ==  называется начальным 

условием. Начальные условия необходимы для определения соответствующего значения 

произвольной постоянной С. Покажем на примере как вычисляется С. 

Пусть требуется среди решений уравнения 24y y′ = +  найти такое, которое при 0=x  

обращается в нуль, т.е. 00 ==xy .  

Общим решением служит функция 1 (2 ), ,
2 4 4

y tg xС x π π = + ∈ − 
 

. 

Так как требуется, чтобы выполнялось условие (6.7), то должно быть )0(tg0 С+= , а 

это возможно только при 0=C . Следовательно, частное решение, удовлетворяющее усло-

вию (6.7), получается из общего решения при 0=C , т.е. 2 , ,
4 4

y tg x x π π = ∈ − 
 

. Это и есть 

решение задачи Коши. 

Основное свойство общего решения 

Общее решение ),( Сxy ϕ=  дифференциального уравнения ),( yxfy =′  обладает тем 

свойством, что из него по любому заданному допустимому начальному условию 00
yy xx ==  
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может быть найдено частное решение, удовлетворяющее этому условию. Это означает, что 

подставив в общее решение 0x  вместо x и 0y  вместо y, получаем уравнение относительно С: 

),( 00 Сxy ϕ= , из которого всегда может быть найдено значение 0СС =  и притом единствен-

ное. Функция ),( 0Сxy ϕ=  служит искомым частным решением. 

Замечания: 

1. Сформулированное основное свойство общего решения справедливо при опреде-

ленных требованиях, наложенных на функцию ),( yxf . Эти требования даются теоремой 

существования и единственности. 

2. Допустимыми начальными условиями 00
yy xx ==  называются такие условия, когда 

точка Dyx ∈),( 00 , где D – область определения функции ),( yxf . 

3. Пусть ),( Сxy ϕ=  будет общим решением некоторого дифференциального уравне-

ния. 

Поставим вопрос: можно ли по известному общему решению «восстановить» то диф-

ференциальное уравнение, для которого данное решение является общим? 

На этот вопрос отвечает следующая теорема: 

Теорема. Для того, чтобы по известному общему решению ),( Сxy ϕ=  восстановить 

дифференциальное уравнение, нужно исключить С из равенств: 




ϕ′=
ϕ=

),(
),(

' Сxy
Сxy

. 

Полученное соотношение 0),,( =′Φ yyx  и есть то дифференциальное уравнение, для 

которого ),( Сxy ϕ=  служит общим решением. 

Пример 2. Пусть дана функция (2 )y tg xС= + , где С – произвольная постоянная. Тре-

буется определить то дифференциальное уравнение, для которого она служит общим реше-

нием. 

Решение. Используем теорему:  

(2 )y tg xС= +  2 2
2

1 1 (2 ) 4
cos (2 )

y tg xС y
xС

′ = = + + = +
+

. 

Искомым дифференциальным уравнением будет 24y y′ = + . 

6.3 Уравнения с разделяющимися переменными 

Уравнением с разделяющимися переменными называется уравнение вида: 

0)()()()( =+ dyySxRdxyQxP . (6.8) 

В этом уравнении легко разделить переменные. Для этого поделим уравнение на про-

изведение 0)()( ≡/yQxR . Тогда получим:  
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0
)(
)(

)(
)(

=+ dy
yQ
ySdx

xR
xP . (6.9) 

Это уравнение с разделенными переменными. Его общим интегралом будет  

∫ ∫ =+ Сdy
yQ
ySdx

xR
xP

)(
)(

)(
)( . (6.10) 

Если решения kk ay =  получаются из (6.10) при подходящем выборе С, то такие ре-

шения есть частные, если же подобрать нужное С невозможно, то они – особые решения. 

Следовательно, если у уравнения (6.8) есть особые решения, то соответствующие им 

графики, т.е. интегральные кривые – это прямые параллельные оси ОХ. 

Частным решением уравнения (6.8), удовлетворяющим начальному условию 

00
yy yx ==  будет функция )(xy , определенная уравнением:  

( )
( )

( )
( ) 0

00

=+ ∫∫ du
uQ
uSdt

tR
tP y

y

x

x
. (6.11) 

Пример 3. Для уравнения 011 22 =−+− dyxydxyx  найти общий интеграл и част-

ное решение, удовлетворяющее условию 01 =−=xy . 

Решение. Найдём общий интеграл. Делим уравнение на 2 21 1 0x y− − ≠ : 

0
11 22

=
−

+
− y

dyy

x

dxx . 

Отсюда C
y

dyy

x

dxx
=

−
+

−
∫∫ 22 11

 или ⇒=−+− Cyx 22 11  – общий интеграл. 

При x = – 1 y = 0 имеем С= 2 21 ( 1) 1 0 1C− − + − ⇒ = .  

Следовательно, частное решение будет иметь вид: 111 22 =−+− yx . 

Пример 4. Найти частное решение уравнения ( ) 12 =′⋅+ yyx , если ( )
2
10 −=y  – задача 

Коши. 

Решение. Введем новую функцию yxz 2+= , тогда 1
2

1;
2

1,21 =
−′

⋅
−′

=′′+=′
zzzyyz ; 

решение; общее−=++−+=++−+

+=+−+=
+
−+

=
+

+
=+=′=−′ ∫∫

cyxycxyxyx

cxzzcdxdz
z

zdx
z

zdz
z

z
z

z
z

z

22ln;22ln22

;2ln2;
2

22;
2

,212,21
  

решение. частное−−=++−−==+−−−
2
122ln;

2
1;210ln

2
1 yxycc  
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6.4 Однородные уравнения 

Определение. Уравнение  

),( yxfy =′  (6.12) 

называется однородным, если ),( yxf  может быть представлена как функция отношения 

своих аргументов,  







ϕ=

x
yyxf ),( . (6.13) 

То есть однородное уравнение имеет вид:  







ϕ=′

x
yy . (6.14) 

Однородные уравнения можно записать ещё и так: 

(x, y)dx M(x, y)dy 0N ± = , (6.15) 

где N(x,y) и M(x,y) – однородные функции одного порядка. 

Решаются однородные уравнения с помощью подстановки xyu /= , тогда xuy ⋅=  

uxuy +⋅′=′ . 

Пример 5. Решить уравнение tgy yy
x x

′ = + . 

Решение. Так как 





ϕ=′

x
yy  – уравнение однородное. Введем новую функцию u по 

формуле: uxuy
x
yu +⋅′=′= , . Уравнение примет вид: uuuxu tg+=+⋅′  или 

x
dxduuux

dx
du

=⋅⇒=⋅ ctgtg  – это уравнение с разделенными переменными. Интегрируя, по-

лучаем общее решение cxu lnlnsinln += . Окончательно, общее решение xcu ⋅=sin  ис-

ходного уравнения  имеет вид xc
x
y

⋅=sin , где c – произвольная постоянная. 

Пример 6. Решить уравнение 
x
y

x
yy +=′ 2 . 

Решение. Уравнение однородное. Полагаем xuy ⋅= . uxuuuuxu 2;2 =′+=+′ . 

Если 0≠u , то 
x

dx
u

du
=

2
. Отсюда ( )2Cxlnu;Cxlnu +=+= . Окончательно 

( )2ln Cxxy +=  – общий интеграл. 
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Дифференциальные уравнения, приводящиеся к однородным 

Рассмотрим уравнение вида  









++
++

=
Cbyax
Cybxaf

dx
dy 111 . (6.16) 

Если 011 ≠
ba
ba

, то это уравнение с помощью подстановки β+η=α+ξ= yx , , где ξ и 

η – новые переменные, а α и β – некоторые постоянные числа, определяемые из системы 





=+β+α
=+β+α
,0

,0111

Cba
Cba

 

приводится к однородному уравнению )( 11
η+ξ
η+ξ

=
ξ
η

ba
baf

d
d . 

Если 011 =
ba
ba

, то уравнение (6.16) принимает вид 

)()(
1

1 byaxf
Cbyax
Cbyaxkf

dx
dy

+≡







++
++

= . 

Полагая z=ax+by, приходим к уравнению, не содержащему независимой переменной. 

Пример 7. Решить уравнение: 0)4()2( =+−+−+ dyyxdxyx . 

Решение. Уравнение является частным случаем уравнения (6.16). 

Определитель 02
11

11
≠−=

− , поэтому надо решить следующую систему 





=+β−α
=−β+α

04
02

. 

Решая, получим, что 3,1 =β−=α . Выполняя в заданном уравнении подстановку 

3,1 +η=−ξ= yx , получаем однородное уравнение 0)()( =ηη−ξ+ξη+ξ dd . Интегрируя 

его при помощи подстановки ξ=η z , находим C=η−ηξ+ξ 22 2 . 

Возвращаясь к старым переменным x и y, по формулам 3,1 −=η+=ξ yx , имеем 

Cyxyxyx =+−−+ 842 22 . 

Пример 8. Проинтегрировать дифференциальное уравнение: 
522 +−

−
=′

yx
yxy . 

Решение. У этого уравнения 0
22
11
=

−
−

. Решаем с помощью подстановки 
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dzdxdydzdydxzyx −==−=− ;; . Следовательно, 
52

1;
52 +

=−
+

=
−

z
z

dx
dz

z
z

dx
dzdx ; 

∫∫∫ =







+
−=

+
+

=
+
+

+
+

=
+
−+

=
+

−= dxdz
z

dxdz
z
zdxdz

z
z

z
z

dx
dz

z
zz

z
z

dx
dz

5
52;

5
52;

5
52;

52
5;

52
52

52
1 ; 

Cxzz +=+− 5ln52 . Заменяя z, получим Cyxyx =+−−− 5ln52  – общий интеграл. 

6.5 Линейные уравнения 

Определение. Линейным дифференциальным уравнением I порядка называется диф-

ференциальное уравнение вида:  

)()( xqyxpy =+′ , (6.17), 

где )(xy  – неизвестная функция; 

)(),( xqxp  – заданные функции. 

Если 0)( =xq , то уравнение (6.17) примет вид:  

0)( =+′ yxpy  (6.18) 

и называется линейным однородным, соответствующим уравнению (6.17). При этом уравне-

ние (6.17) называется линейным неоднородным. 

6.5.1 Интегрирование линейного однородного уравнения 

Рассмотрим линейное однородное уравнение (6.18). Это уравнение с разделяющимися 

переменными. Пусть 0≡/y , тогда  

0)( =+ dxxp
y

dy . (6.19) 

Отсюда общий интеграл ( ) Сdxxp
y

dy
=+ ∫∫  или ( )∫−= dxxpCyln ; 

∫−∫= − dxxpeey dxxpC )()( ; Ce  заменяем на 0~
>C ; ∫±= − dxxpeCy )(~ . Но C~±  есть любое чис-

ло, кроме нуля. Положим CC ˆ~
=± .  

,0ˆ,ˆ )( ≠∫= − CeCy dxxp  (6.20) 

где Ĉ  – произвольная постоянная. Это общее решение не содержит функции 0=y , которая 

является решением уравнения (6.19). Для того чтобы общее решение содержало все решения, 

его надо записать в виде:  

∫= − dxxpeCy )( , (6.21) 

где С – произвольная постоянная, принимающая любые значения. 

Пример 9. Найти общее решение уравнения 22 0y x y′ + = . 
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Решение. Имеем 2( ) 2p x x= . Тогда 
32( )

3
xp x dx =∫  (произвольную постоянную можно 

считать равной нулю). Получаем 
32

( ) 3
x

p x dxy C e C e
−−∫= =  – общее решение. 

6.5.2 Интегрирование линейного неоднородного уравнения 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение  

)()( xqyxpy =+′ . (6.22) 

Его решаем с помощью подстановки vuvuyuvy ′+′=′= ; . Подставляем в исходное 

уравнение: ( ) ( )xquvxpvuvu =+′+′ . Второе и третье слагаемое объединяем в скобку и выно-

сим общий множитель ( )( ) ( )xqvxpvuvu =+′+′ . Определяем ( )xv  из условия, что 

( ) 0=+′ vxpv : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−=−=−=−=−= ∫∫∫ dxxpevdxxpvdxxp
v
dvdxxp

v
dvxp

dx
dv ;ln;;; . Най-

денное выражение для v подставляем в оставшуюся часть уравнения: ( )xqvu =′ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cdxexqudxexqduexq
dx
duxqeu dxxpdxxpdxxpdxxp +∫ ⋅=⋅=⋅==⋅′ ∫−∫−∫−∫− ;;; . 

Общее решение имеет вид: ( ) ( )( ) ( )∫−∫ +∫ ⋅=⋅= dxxpdxxp eCdxexqvuy , C – произвольная 

постоянная. 

Пример 10. Найти решение диференциального уравнения 1cossin =−′ xyxy  

Решение. Имеем: 
xx

xyy
sin

1
sin
cos

=−′  – линейное неоднородное уравнение. Решаем с 

помощью подстановки vuvuyuvy ′+′=′= ; . Получаем:  

xx
xvvuvu

xx
xuvvuvu

sin
1

sin
cos;

sin
1

sin
cos

=





 −′+′=−′+′ .  

Пусть ( ) xvxv
x
xd

v
dv

x
xdx

v
dv

x
xv

dx
dv

x
xvv sin;sinlnln;

sin
sin;

sin
cos;

sin
cos;0

sin
cos

======−′ ∫∫ . 

Найденное выражение для v подставляем в оставшуюся часть уравнения:  

Cxu
x

dxdu
x

dxdu
xdx

du
x

u
x

xu +−=====′=′ ∫∫ ctg;
sin

;
sin

;
sin

1;
sin

1;
sin

1sin 2222 .  

Следовательно, общее решение ( ) xCxvuy sinctg ⋅+−=⋅= . 

6.6 Уравнение Бернулли 

Определение. Уравнением Бернулли называется уравнение вида:  
nyxqyxpy )()( =+′ , (6.22) 

где n – любое число, не обязательно целое. 
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При 0=n  уравнение Бернулли превращается в линейное неоднородное уравнение. 

При 1=n  оно превращается в линейное однородное уравнение. 

Таким образом, уравнение Бернулли служит некоторым обобщением линейных урав-

нений, в общем случае оно является нелинейным дифференциальным уравнением (при 0≠n  

и 1≠n ). 

Однако во всех случаях его решение тесно связано с решением линейного уравнения. 

Теорема. Пусть 0≠n  и 1≠n . Тогда уравнение Бернулли (6.22) с помощью подста-

новки nyz −= 1  сводится к решению линейного уравнения (для функции z). 

Замечание. Уравнение Бернулли (6.22) может быть решено другим способом. Введем 

вместо неизвестной функции ( )xy  две неизвестные функции ( )xu  и ( )xv , такие, что 

)()()( xvxuxy ⋅= , 

'( ) '( ) ( ) ( ) '( )y x u x v x u x v x= ⋅ + ⋅ . (6.23) 

Далее решаем по аналогии с линейным уравнением 

Пример 11. yxyyx 24 =−′  или yxy
x

y =−′
4 .  

Решение. Это уравнение Бернулли. Здесь 
2
1,)(,4)( ==−= nxxq

x
xp . Преобразуем 

уравнение, разделив его на y : xy
xy

y
=−

′ 4 .  

Положим yz = , тогда z
y

y
y

yz ′=
′′

=′ 2,
2

. Следовательно, xz
x

z =−′
42  или 

2
2 xz
x

z =−′ . Отсюда ∫
∫∫

+
∫

=
−

dxexeeCz
dx

x
dx

x
dx

x
222

2
. ∫ +=+= xxxC

x
dxxxCz ln

2
1

2
2222  и 

0,ln
2
1 2

222 =





 +== yxxxCzy  – особое решение. 

6.7 Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах 

Определение. Если в уравнении  

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (6.24) 

левая часть есть полный дифференциал некоторой функции U(x,y), то оно называется урав-

нением в полных дифференциалах. Это уравнение можно переписать в виде du(x,y)=0, сле-

довательно, его общий интеграл есть u(x,y)=c. 

Например, уравнение xdy+ydx=0 есть уравнение в полных дифференциалах, так как 

его можно переписать в виде d(xy)=0. Общим интегралом будет xy=c. 
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Теорема. Предположим, что функции M и N определены и непрерывны в некоторой 

односвязной области D и имеют в ней непрерывные частные производные соответственно по 

y и по x. Тогда, для того, чтобы уравнение (6.24) было уравнением в полных дифференциа-

лах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось тождество  

x
N

y
M

∂
∂

≡
∂
∂ . (6.25) 

Доказательство. Доказательство необходимости этого условия очевидно. Поэтому 

докажем достаточность условия (6.25). Покажем, что может быть найдена такая функция 

u(x,y), что ),(),( yxM
x

yxu
=

∂
∂

 и ),(),( yxN
y

yxu
=

∂
∂

. Действительно, поскольку 

),( yxM
x
u
=

∂
∂

, то  

∫ ϕ+=
x

x
ydxyxMyxu

0

)(),(),( , (6.26) 

где )(yϕ  – произвольная дифференцируемая функция. Продифференцируем (6.26) по y: 

∫ ϕ′+
∂

∂
=

∂
∂ x

x
ydx

y
yxM

y
u

0

)(),( . Но 
x
N

y
M

∂
∂

≡
∂
∂ , следовательно,  

)(),(),()(),(
0

0

yyxNyxNydx
x

yxN
y
u x

x
ϕ′+−=ϕ′+

∂
∂

=
∂
∂

∫ . 

Положим ∫=ϕ⇔=ϕ′
y

y
dyyxNyyxQy

0

),()(),()( 00  и тогда ),( yxN
y
u
=

∂
∂ . 

Итак, построена функция ∫∫ +=
y

y

x

x
dyyxNdxyxMyxu

00

),(),(),( 0 , для которой 

),(),( yxM
x

yxu
=

∂
∂ , а ),(),( yxN

y
yxu

=
∂

∂ . 

Пример 12. Найти общий интеграл уравнения: 0)( 2222 =
+

−+
+

dy
yx

xdxe
yx

y x . 

Решение. Здесь xe
yx

yyxM +
+

= 22),( , .),( 22 yx
xyxN
+

−=  

Тогда ( )222

22

yx

yx
x
N

y
M

+

−
=

∂
∂

≡
∂
∂ . Следовательно, заданное дифференциальное уравнение 

1-го порядка является уравнением в полных дифференциалах, т.е. существует такая функция 



176 

u(x,y), частные производные которой соответственно по x и  y равны M(x,y) и N(x,y): 

,22
xe

yx
y

x
u

+
+

=
∂
∂  22 yx

x
y
u

+
−=

∂
∂ . Интегрируем первое из двух соотношений по x: 

)()(),( 22 ydxe
yx

yyxu x ϕ++
+

= ∫ , )(arctg),( ye
y
xyxu x ϕ++= . 

Теперь продифференцируем u(x,y) по y и приравняем полученное в результате выра-

жение выписанной выше частной производной 
dy
du

: 2222 )(
yx

xy
yx

x
+

−=ϕ′+
+

− . 

Откуда 0)( =ϕ′ y  и cy =ϕ )( . Следовательно, общим интегралом заданного уравне-

ния является: ce
y
x x =+arctg . 

Интегрирующий множитель 

Определение. Если уравнение M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 не является уравнением в пол-

ных дифференциалах и существует функция µ = µ(x,y) такая, что после умножения на нее 

обеих частей уравнения получается уравнение µ(Mdx + Ndy) = 0 в полных дифференциалах, 

т. е. µ(Mdx + Ndy)du, то функция µ(x,y) называется интегрирующим множителем уравнения. 

В случае, когда уравнение уже есть уравнение в полных дифференциалах, полагают µ = 1. 

Если найден интегрирующий множитель µ, то интегрирование данного уравнения 

сводится к умножению обеих его частей на µ и нахождению общего интеграла полученного 

уравнения в полных дифференциалах. 

Если µ есть непрерывно дифференцируемая функция от x и y, то ( ) ( )
x
N

∂
µ∂

≡
∂
µ∂
y
M . 

Отсюда следует, что интегрирующий множитель µ удовлетворяет следующему урав-

нению с частными производными 1-го порядка: 









∂
∂

−
∂
∂

µ=
∂
µ∂

−
∂
µ∂

x
N

y
M

y
M

x
N . (6.27) 

Если заранее известно, что µ = µ(ω), где ω – заданная функция от x и y, то уравнение 

(6.27) сводится к обыкновенному (и притом линейному) уравнению с неизвестной функцией 

µ от независимой переменной ω: 

( )µωΨ=
ω
µ

d
d  (6.28) 

где ( )

y
M

x
N

x
N

y
M

∂
ω∂

−
∂
ω∂

∂
∂

−
∂
∂

≡ωΨ , т. е. дробь является функцией только от ω. Решая уравнение (6.28), 
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находим интегрирующий множитель ( )e d∫=µ ωωΨ , с = 1. 

В частности, уравнение M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 имеет интегрирующий множитель, за-

висящий только от x (ω = x) или только от y (ω = y), если выполнены соответственно сле-

дующие условия: 

( )x
N

x
N

y
M

Ψ≡∂
∂

−
∂
∂

, ( )e dxx∫=µ Ψ  или ( )y
M

x
N

y
M

Ψ≡
−

∂
∂

−
∂
∂

, ( )e dyy∫=µ Ψ . 

Пример 13. Решить уравнение ( ) ( ) 0313 232 =−+− dyxydxyxy . 

Решение.  

Положим ( ) ( ) 232 31,,3, xyyxNyxyyxM −=−= . Тогда 22 3;92 y
x
Nyxy

y
M

−=
∂
∂

−=
∂
∂ .  

Подставив полученные выражения, получим 

( ) ( ) ( )µ−=
ω
µ









∂
ω∂

−−
∂
ω∂

− 2322 62331 yxy
d
d

y
yxy

x
xy . (6.29) 

Предположим, что x=ω , тогда (6.29) преобразуется в выражение вида 

( ) ( )( ) ( ) ( )dx
xy

yxydyxy
d
dyxyxy 2

2322

31
32;6203131

−
−

=
µ
µ

µ−=
ω
µ

⋅−−⋅− . 

Замечаем, что функция ω не может зависеть только от x, поскольку в последнем вы-

ражении в правой части функция, зависящая от x и y. Проверим теперь множитель y=ω . 

Подставим в (6.29), получим 

( ) ( ) ( )
( )

2
2

232 ,ln2ln,2,
3
32,623 −=µ−=µ

−
−

=
µ
µ

−−
−−

=
µ
µ

µ−=
µ

+− yydy
y

ddy
yxy
yxydyxy

dy
dyxy  – 

интегрирующий множитель. 

Домножаем исходное уравнение на 2
1
y

, получаем уравнение в полных дифференциа-

лах  

( ) ( ) ( )
x
N

y
Mx

y
yxNyxyxMdy

xy
dxyx

∂
∂

≡
∂
∂

⇒−=−==








−
+− 31,,3,;0

3
13 22 . 

Пусть ( ) ( ) x
y

yxUyxyxU yx 31,,3, 2 −=′−=′ .  

Тогда ( ) ( ) ( )yyxxdxyxdxUyxU x ϕ+−=−=′= ∫∫ 3
2

3,
2

.  

Поскольку ( ) yy Uyyxx ′=
′











ϕ+−3

2

2
, то получаем ( ) x

y
yx 313 2 −=ϕ′+− , 
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( ) ( ) ∫ +−==ϕ⇒=ϕ′ C
yy

dyy
y

y 11
22 . 

Подставляя значение ( )yϕ  в ( )yxU , , получаем общее решение исходного уравнения 

C
y

yxx
=−−

13
2

2
. 

6.8 Линейные однородные ДУ высших порядков. Определитель Вронского 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка: 

( ) ( ) 021 =+′+′′ yxayxay . (6.30) 

Установим некоторые свойства его решения. 

Теорема. Если функции ( )xyy 11 =  и ( )xyy 22 =  – частные решения уравнения (6.30), 

то  

( ) ( )xycxycy 2211 += , (6.31) 

где 21, cc  – произвольные постоянные, также является решением этого уравнения (6.30). 

Доказательство. Подставим выражение y и ее производных в рассматриваемое урав-

нение (6.30): 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .000 21222122121111

22112221112211

22112221112211

=⋅+⋅=+′+′′++′+′′=
=++′+′+′′+′′=
=++′++″+

ccyxayxaycyxayxayc
ycycxaycycxaycyc

ycycxaycycxaycyc
 

Так как функции 1y  и 2y  – решения уравнения (6.30) и, следовательно, выражения в скобках 

тождественно равны нулю. Таким образом, 2211 ycycy +=  также является решением уравне-

ния (6.30). Если 1y  и 2y  – решения уравнения (6.30), то решениями будут и 21 yyy +=  и 

1cyy = . Функция (6.31) содержит две произвольные постоянные. 

Определение. Функции ( )xyy 11 =  и ( )xyy 22 =  называются линейно независимыми 

на интервале ( )ba, , если равенство 

02211 =α+α yy  (6.32) 

выполняется при 01 =α  и 02 =α . 

Определение. Если равенство (6.32) выполняется хотя бы при одном 0≠αi , то функ-

ции 1y  и 2y  называются линейно зависимыми. 

Очевидно, функции 1y  и 2y  линейно зависимы тогда и только тогда, когда они про-

порциональны: λ=
2

1
y
y . 
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Средством изучения линейной зависимости системы функций является определитель 

Вронского xW . 

Для двух дифференцируемых функций 
21

21

yy
yy

Wx ′′
= . 

Для n функций 

( ) ( ) ( )11
2

1
1

21

21

21

−−−

′′′′′′
′′′

=

n
n

nn

n

n

n

x

yyy

yyy
yyy
yyy

W











. 

Определение. Функции nyy ,,1   линейно зависимы, если определитель Вронского 

тождественно равен нулю. 

Определение. Определитель Вронского не равен нулю, если частные решения (функ-

ции ( )xyi ) линейно независимы. 

Определение. Совокупность линейно независимых на интервале ( )ba,  частных реше-

ний ( ) ( )xyxy n,,1   образует фундаментальную систему решений, т.е. любое произвольное 

решение может быть получено как комбинация ( ) ( )xyxyy nnα++α= 11 . 

Теорема. Если частные решения ( ) ( )xyyxyy nn == ,,11   образуют на ( )ba,  фунда-

ментальную систему решений, то общее решение представляется в виде функции 

( )xycycy nn++= 11 , 

где ic  – произвольные постоянные. 

Пример 14. Показать, что функции xxx exyxeyey 22
3

2
2

2
1 ,, ===  образуют фунда-

ментальную систему решений уравнения 08 =−′′′ yy . 

Решение. Найдем определитель Вронского 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) .2882

824
21

1
8240

210
1

482444
22212

1

482444
22212

666

2

6

2

2

2

6

2222

2222

2222

xxxx

x

xxx

xxx

xxx

x

exxe
x

x
e

x
x

xx
e

xxx
xxx

xx
e

exxexe
exxexe

exxee
W

=−+=







+

⋅=
+

=

=
+++

++=
+++

++=

. 

Получим ( ) 0≠xW  ни при каких x. Следовательно, данная система образует фунда-

ментальную систему решений исходного уравнения. 
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6.9 Дифференциальные уравнения II порядка, допускающие понижение порядка 

Рассмотрим частные случаи уравнений II порядка, допускающих «понижение» поряд-

ка, т.е. случаи, когда уравнение II порядка приводится к интегрированию двух уравнений 

первого порядка. 

1) Правая часть не содержит y и y′  

Пусть дано уравнение  

)(xfy =′′ . (6.33) 

Положим zy =′ . Тогда zy ′=′′  и )(xfz =′ . Получили уравнение первого порядка. От-

сюда ∫ += 1)( cdxxfz  или ∫ +=′ 1)( cdxxfy . Имеем опять уравнение первого порядка 

( )∫ ∫ ++= 21)( cdxcdxxfy  или ( ) 21)( cxcdxdxxfy ++= ∫ ∫ . Получили общее решение уравне-

ния (6.33). 

Пример 15. Найти общее решение уравнения 52cos ++=′′ xxy . 

Решение. Последовательно интегрируем исходное уравнение 

( )

решение. общее−++++−=









+++=

+++=++=′

∫

∫

21

23

1

2

1

2

2
5

6
2cos

4
15

2
2sin

2
1

5
2

2sin
2
152cos

CxCxxxdxCxxxy

Cxxxdxxxy
 

2) Правая часть уравнения не содержит y 

Пусть дано уравнение  

),( yxfy ′=′′ . (6.34) 

Положим zy =′ , тогда для z имеем уравнение ),( zxfz =′ . Пусть его решение будет 

),( 1cxz ϕ= . Следовательно, ),( 1cxy ϕ= . Отсюда 21),( cdxcxy +ϕ= ∫ . Это общее решение 

уравнения (6.34). 

Пример 16. 2x
x
yy +
′

=′′ . 

Решение. Положим yz ′= , тогда 2x
x
zz +=′  и его решение xcxz 1

3
2

2
+= . Следова-

тельно, xcxy 1

3
2

2
+=′  и 21

3
2

2
cdxxcxy +










+= ∫  или 2

2
1

4

8
cxcxy ++=  – общее решение 

уравнения (6.34). 

3) Правая часть не содержит х 

),( yyfy ′=′′ . (6.35) 
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Положим zy =′  и будем считать z функцией y. Тогда 
dy
dzz

dx
dy

dy
dz

dx
dz

dx
ydy =⋅==
′

=′′ . 

Итак, 
dy
dzzy =′′ . Подставляя это в уравнение (6.35), получим: ),( zyf

dy
dzz = , т.е. уравнение 

первого порядка относительно z. Решив его, будем иметь ),( 1cyz ϕ=  или ),( 1cy
dx
dy

ϕ= . По-

лучили уравнение с разделяющимися переменными. Отсюда dx
cy

dy
=

ϕ ),( 1
. 

∫ ϕ=+
),( 1

2 cy
dycx  – это общий интеграл уравнения (6.35). 

Пример 17. yy −=′′ . 

Решение. Положим yz ′= , тогда y
dy
dzz −=  или dyydzz −= . Отсюда 

2
1

2
1

2 ; yczycz −±=−=  или xc
c
ydx

yc

dyyc
dx
dy

±=→±=
−

−±= 2
12

1

2
1 arcsin;  или 

)sin( 21 xccy ±=  – общее решение. 

6.10 Линейные однородные дифференциальные уравнения II порядка  

с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим линейное однородное уравнение с постоянными коэффициентами  

1 2 0y a y a y′′ ′+ + = . (6.36) 

где 1a  и 2a  – постоянные коэффициенты. 

Найдем общее решение этого уравнения. Будем искать решение уравнения в форме 
xey λ= . Тогда xx eyey λλ λ=′′λ=′ 2, . Подставляя это выражение в уравнение (6.36), полу-

чим: 0)( 21
2 =+λ+λλ aae x . Но так как 0≠λ xe , то  

021
2 =+λ+λ aa . (6.37) 

Это уравнение по отношению к уравнению (6.36) называется характеристическим. 

Если функция xey λ=  есть решение уравнения (6.36), то λ должно быть корнем ха-

рактеристического уравнения (6.37). 

Рассмотрим три возможные случая: 

1) корни уравнения вещественны и различны 21 λ≠λ . 

2) корни вещественны и равны 21 λ=λ . 

3) корни комплексно сопряженные ii β−α=λβ+α=λ 21 , . 



182 

1 случай. 21 λ≠λ  и действительные. 

В этом случае функции xe 1λ  и xe 2λ  будут решениями уравнения (6.37). Так как их от-

ношение const)( 21
2

1
≠= λ−λ

λ

λ
x

x

x
e

e
e , то эти решения линейно независимы и, следовательно, они 

составляют фундаментальную систему. А поэтому общее решение уравнения (6.37) в этом 

случае будет  
xx ececy 21

21
λλ += . (6.38) 

Пример 18. 032 =−′−′′ yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение будет 2 3 2 0λ λ− + = . Его корни 

1 21, 2λ λ= = . Общее решение будет 2
1 2

x xy c e c e= + . 

2 случай. Корни равны 
2
1

21
a

−=λ=λ . 

В этом случае имеем пока только одно решение xey 1
1

λ= . Покажем, что вторым ре-

шением будет xexy 1
2

λ= . Действительно,  

xexy 1
2

λ= , xx exey 11
12

λλ λ+=′ , xx exey 11 2
112 2 λλ λ+λ=′′ . 

Подставив это в левую часть уравнения (6.37), получим  

=+λ++λ+λ λλλλλ xxxxx exaexeaexe 11111
211

2
11 )(2 , 02

0
11

0
211

2
1

1 =



















+λ+














+λ+λ=

==

λ

aaae x , так 

как 1λ  есть корень уравнения (6.37), и потому, что 
2
1

1
a

−=λ . А это значит, что xexy 1
2

λ=  

есть решение уравнения (6.37), что и требовалось доказать. 

Итак, мы имеем два решения xey 1
1

λ=  и xexy 1
2

λ= . Они линейно независимы, следо-

вательно, образуют фундаментальную систему решений. Поэтому общий интеграл будет 
xxx exccexcecy 111 )( 2121

λλλ +=+= . 

Пример 19. 044 =+′−′′ yy . 

Решение. Характеристическое уравнение 0442 =+λ−λ . Корни 221 =λ=λ . Общее 

решение xexccy 2
21 )( += . 

3 случай. Корни характеритического уравнения комплексно сопряженные: 

ii β−α=λβ+α=λ 21 , . Следовательно, имеем два комплексных линейно независимых ре-

шения xixi eyey )(
2

)(
1 , β−αβ+α == . 
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Общее решение будет )( 21
)(

2
)(

1
β−βαβ−αβ+α +=+= iixxixi ceceececy , где 1c  и 2c  – ком-

плексные числа. Выразим ieβ  и ie β−  по формулам Эйлера. Тогда 

{ }=β−β+β+β= α )sin(cos)sin(cos 21 xixcxixcey x { })(sin)(cos 2121 cicixccxe x −β++βα  

Положим здесь 
2

,
2 21

iBAciBAс +
=

−
= . Тогда BiBicciAcc =−=−=+ )()(, 2121 . 

Поэтому { } xBexeAxBxAey xxx β+β=β+β= ααα sincossincos . 

Таким образом, в случае комплексно сопряженных корней характеристического урав-

нения, исходное уравнение (6.36) имеет два линейно независимых вещественных решения 

xeyxey xx β=β= αα sin,cos 21 . 

Общее решение имеет вид: )sincos( 21 xcxcey x β+β= α . 

Пример 20. 6 15 0y y y′′ ′− + = . 

Решение. 2 6 15 0λ λ− + =  1 23 2 , 3 2 ( 3, 2)i iλ λ α β= + = − = = . 

Общее решение: 3
1 2( cos 2 sin 2 )xy e c x c x= + . 

6.11 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения II порядка  

с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение  

)(21 xfyayay =+′+′′ , (6.39) 

где 1a  и 2a  – заданные постоянные коэффициенты, )(xf  – заданная функция. 

Общее решение такого уравнения складывается из общего решения ( )y x  соответст-

вующего однородного уравнения  

021 =+′+′′ yayay  (6.40) 

и какого-нибудь частного решения ( )*y x  уравнения (6.39), т.е.  

( ) *( )y y x y x= + . (6.41) 

Выбор выражения для ( )*y x  осуществляется в зависимости от правой части )(xf  и 

корней iλ  характеристического уравнения. Рассмотрим частные случаи. 

1) ( ) ( )xPxf n=  – многочлен n-го порядка и 0≠λi . Тогда ( )xQy n=*  – многочлен с бу-

квенными коэффициентами того же n-го порядка. 

2) ( ) ( )xPxf n=  и есть 0=λi . Тогда ( ) k
n xxQy ⋅=* , где k – число корней 0=λi . 

3) ( ) ( ) x
n exPxf α⋅= , и α≠λi . Тогда ( ) x

n exQy α⋅=* . 
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4) ( ) ( ) x
n exPxf α⋅= , есть α=λi . Тогда ( ) kx

n xexQy ⋅⋅= α* , где k – число корней 

α=λi . 

5) ( ) ( ) ( )( )xxRxxPexf mn
x β+β= α sincos  и iβ±α≠λ 2,1 .  

Тогда ( ) ( )( )xxDxxQey qq
x β+β= α sincos* , где { }mnq ;max= . 

6) ( ) ( ) ( )( )xxRxxPexf mn
x β+β= α sincos  и iβ±α=λ 2,1 .  

Тогда ( ) ( )( )xxDxxQexy qq
x β+β⋅= α sincos* .  

Дальнейшее решение осуществляется в следующей последовательности: 

• От выбранного выражения y* берем все нужные для исходного уравнения произ-

водные и подставляем в исходное неоднородное уравнение. 

• Затем составляем систему уравнений для определения неизвестных коэффициен-

тов. Система получается путем приравнивания коэффициентов при одинаковых функциях 

слева и справа от знака равно. 

• Решая систему, определяем неизвестные коэффициенты и подставляем их в выра-

жение для y*. 

• Наконец, записываем общее решение. 

Пример 21. Решить дифференциальное уравнение 16 +=−′+′′ xyyy . 

Решение. Общее решение ищется по формуле *yyy += . 

Для однородного уравнения имеем xx ececy 2
2

3
121

2 ;2;3;06 +==λ−=λ=−λ+λ − . 

Частное решение исходного неоднородного уравнения ищем в виде 

0;* ≠λ+= iBAxy . Тогда  

6
1

36
7,

6
76,16

6
1

16:

16:

;166;0*;*

1

0

−=

−=−==−−
⇒







=−

=−

+=−−=′′=′

A

BBB

Ax

BAx

xBAxAyAy

 

Следовательно, 
36
7

6
1* −−= xy .  

Общее решение: 
36
7

6
1* 2

2
3

1 −−+=+= − xececyyy xx . 

Пример 22. Найти общее решение дифференциальное уравнения 12 +=′−′′ xyy . 

Решение. Для однородного уравнения имеем ( ) 1;0;01;0 21
2 =λ=λ=−λλ=λ−λ . 

Общее решение однородного уравнения: xeccy 21 += .  
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( ) CxBxAxxCBxAxy ++=⋅++= 232* , так как есть 01 =λ . 

BAxyCBxAxy 26*;23* 2 +=′′++=′ . Следовательно,  

3
1
1
3

13:

026:

12:

12326

2

1

0

22

−=

−=
−=

⇒










=−

=−

=−

+=−−−+

A

B
C

Ax

Bx

CBx

xCBxAxBAx

 

Тогда 3
3
1* 3 −−−= xxy .  

Общее решение: 3
3
1* 3

21 −−−+=+= xxeccyyy x . 

Пример 23. Найти общее решение дифференциальное уравнения xxeyyy 432 =+′−′′ . 

Решение. Для однородного уравнения имеем 
2
1;1;0132 21

2 =λ=λ=+λ−λ . 

xx ececy 2
1

21 += ; ( ) xeBAxy 4* ⋅+= . 

У нас 4≠λi . ( ) ( )BAAeeBAxAey xxx 444* 444 ++=⋅++=′ ; 

( ) ( )ABAxAeAeBAxAAey xxx 416164444* 444 +++=⋅+++=′′ . 

Подставляем в исходное неоднородное уравнение: 

( ) ( ) ( )

441
9,

21
1

121
0219

11232:

01234328:

;12123432328
;12123432328

1

0

4444

−==⇒




=
=+

⇒






=+−

=+−−++

=++−−−+++
=++++−+++

BA
A

BA

AAAx

BBAABAx

xBAxBAxAABAxA
xeBAxeBAxAeABAxAe xxxx

 

Тогда xexy 4
441
9

21
1* 






 −= . 

Общее решение: xxx exececyyy 42
1

21 441
9

21
1* 






 −++=+= . 

Пример 24. Найти общее решение дифференциальное уравнения xeyy 8=−′′ . 

Решение. Имеем 1;01 2,1
2 ±=λ=−λ ; xx ececy −+= 21 ; xeAy x ⋅⋅=* , так как есть 

α==λ 11 . ( )AxAeeAxAey xxx +=⋅+=′* ; ( ) ( )AxAeAeAxAey xxx +=⋅++=′′ 2* ; 

( ) xxxx exyAAAxAxAeAxeAxAe ⋅=⇒===−+=−+ 4*4;82;82;82 . 

Общее решение: xxx xeececyyy 4* 21 ++=+= − . 
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Пример 25. xxyy sin4=+′′ . 

Решение. Характеристическое уравнение: ii −=λ=λ=+λ 21
2 ,,01 . Следовательно, 

[ ]xDCxxBAxxxY sin)(cos)()(* +++= = xDxCxxBxAx sin)(cos)( 22 +++ . Отсюда 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ).242sin242cos

222sin222cos

22sin2cos

22cos2sin*

2sin2cos

cossin2sincos2*

22

22

2

2

22

22

DxCxBAxCxBxAxDCxAx

DxCxBAxBAxCxBxAxDCxDCxAx

BAxCxBxAxDCxx

DCxAxDxCxBAxxy

BxAxDCxxDxCxBAxx

xDXCxxDCxxBxAxxBAxy

−−−−+−−++

=−−−−−−+−−++++=

=−−+−−++

+++++++−=′′

−−+++++=

=++++−+++=′

 

Подставляем найденные выражения для *′′y  и *y  в исходное уравнение: 

( ) ( )
( ) ( ) xxDxCxxBxAxx

DxCxBAxCxBxAxDCxAx

sin4sincos

242sin242cos
22

22

=++++

+−−−−+−−++
 

или:  

( ) ( ) xxDxCxDxCxBAxCxBxAxBxAxCxDAx sin4242sin422cos 2222 =++−−−−+++−−++  

Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) xxAxxBCxCxxDAx sin44sin2sin4cos22cos =−+−+⋅++ . 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых функциях: 

1
0
0
1

44sin
022:sin

04:cos
022:cos

−=
=
=
=

⇒











=−=
=−

=
=+

A
B
C
D

Axx
BCx

Cxx
DAx

 

Следовательно, xxxxy sincos* 2 +−= .  

Общее решение исходного уравнения: 

xxxxeCeCyyy xx sincos* 2
21 +−+=+= − . 

Принцип суперпозиции частных решений 

Если при решении линейных неоднородных диференциальных уравнений 2-го поряд-

ка с постоянными коэффициентами правая часть представляет собой сумму (разность) раз-

личных функций, то имеет место следующая теорема. 

Теорема. Частное решение уравнений с постоянными коэффициентами вида 

∑
=

=+′+′′
n

i
i xfyqypy

1
)( ищется в виде суммы частных решений  
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**
2

*
1

1

* ...* n
n

i
i yyyyy +++== ∑

=
, которые являются частными решениями уравнений 

),1()( nixfyqypy i ==+′+′′ . 

Пример 26. Решить дифференциальное уравнение 2-го порядка 3sin2 −+=−′′ xxyy . 

Решение. Согласно изложенной методике найдем решение однородного уравнения. 

Характеристическое уравнение имеет вид 012 =−k . Корни уравнения в этом случае 

вещественные и равны 12,1 ±=k , следовательно, два частных линейно-независимых решения 

однородного уравнения имеют вид xey −=1  и xey =2 . Тогда общее решение с постоянными 

коэффициентами в данном случае будет иметь вид: xx eCeCy 21 += − .  

Проанализируем правую часть данного уравнения, которая состоит из суммы двух 

функций, первая из которых равна xxf sin2)(1 = , а вторая 3)(2 −= xxf . Согласно принци-

пу суперпозиции частных решений частное решение данного уравнения будем искать в виде 
*
2

*
1* yyy += , причем первое частное решение удовлетворяет уравнению с правой частью, 

равной xsin2 , а второе частное решение – уравнению с правой частью 3−x . Для 

xxf sin2)(1 =  имеем: 

xBxAy sincos*
1 += . 

Найдем первую и вторую производные этой функции и подставим найденные функ-

ции в исходное уравнение: 

xxBxAxBxA sin2sincossincos =−−−−  или xxBxA sin2sin2cos2 =−− .  

Сравнивая коэффициенты при одинаковых функциях, находим 




=
=−
02:cos

102:sin
Bx

Ax
. 

Решаем эту систему и определяем неизвестные коэффициенты: 0=A , а коэффициент 

1−=B . Таким образом, частное решение рассматриваемого первого неоднородного диффе-

ренцального уравнения имеет вид: xy sin*
1 −= . Решаем второе уравнение для 3)(2 −= xxf . В 

этом случае 0;; *
2

*
2

*
2 =

″
=
′

+= yAyBxAy . После подстановки в рассматриваемое уравнение 

получаем: 3−=−− xBxA . 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях аргумента находим 







−=−

=−

3:

1:
0 Bx

Ax
. Решаем эту систему и определяем неизвестные коэффициенты: 

1−=A , а коэффициент 3=B . Таким образом, частное решение второго неоднородного 
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дифференциального уравнения имеет вид: 3*
2 +−= xy . Общее решение исходного неодно-

родного дифференциального уравнения определяется суммой всех найденных функций  

3sin21
*
2

*
1 +−−+=++= − xxeCeCyyyy xx . 

6.12 Метод вариации произвольных постоянных 

Метод вариации произвольных постоянных применим для функции ( )xf  любого ви-

да. 

Рассмотрим уравнение (6.39): )(21 xfyayay =+′+′′ , где ( )xf – любая функция (не-

прерывная). 

Пусть нам известно общее решение однородного уравнения 

,
,0

2211

21

ycycy
yayay

+=
=+′+′′

 (6.42) 

где 21,cc – произвольные постоянные, а 1y  и 2y – частные решения уравнения. 

Будем искать частное решение уравнения (6.39) в виде  

2211 )()()( yxcyxcxY += , (6.43) 

т.е. в таком же виде, как общее решение (6.42), но только вместо произвольных постоянных 

подставим пока неизвестные функции. Найдем их. Поскольку ( )xY  должно быть решением 

уравнения (6.39), то функции 1с  и 2с связаны только одной зависимостью. Для того чтобы их 

найти, этого недостаточно. Поэтому мы вправе наложить на них еще одно условие. 

Найдем производную )(xY ′ . 

22112211)( ycycycycxY ′+′+′+′=′  (6.44) 

Потребуем, чтобы )(xY ′  имела бы такой же вид, как если бы 1с  и 2с  были бы посто-

янными. Отсюда следует: 

02211 =′+′ ycyc . (6.45) 

Тогда ycycxY ′+′=′ 211)( . (6.46) 

Найдем )(xY ′′ . 

22112211)( ycycycycxY ′′+′′+′′+′′=′′ . (6.47) 

Подставляя YY ′, и Y ′′ , определенные формулами (6.45), (6.46) и (6.47), в уравнение 

(6.39), получим: 

( ) ( ) )(221122211122112211 xfycycaycycaycycycyc =++′+′+′′+′′+′′+′′  

или )(2211
0

222122
0

121111 xfycycyayaycyayayc =′′+′′+













+′+′′+














+′+′′

==
    

. 
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Но 1y  и 2y суть решения однородного уравнения, поэтому имеем  

)(2211 xfycyc =′′+′′ . (6.48) 

Таким образом, 1с′  и 2с′  определяются из (6.45) и (6.47), т.е. из системы уравнений 





=′′+′′
=′+′

)(
0

2211

2211

xfycyc
ycyc

. (6.49) 

Эта неоднородная система линейных алгебраических уравнений относительно 1с′  и 2с′  

с определителем 
21

21

yy
yy
′′

=∆ . 

Это определитель Вронского, по доказанному ранее 0≠∆ , поэтому система (6.49) 

имеет единственное решение. Определяем 1с′  и 2с′  из (6.49) и, интегрируя их, найдем )(1 xс  и 

)(2 xс , а затем и ( )xy . 

Замечание. Если при интегрировании 1с′  и 2с′  ввести произвольные постоянные, то 

сразу получим общий интеграл неоднородного уравнения (6.39). 

Пример 27. xyy tg=+′′ . 

Решение. Соответствующее однородное уравнение – 0=+′′ yy . 

Характеристическое уравнение: ii −=λ=λ=+λ 21
2 ,,01 . 

Общее решение однородного уравнения 

xcxcy sincos* 21 +=  xyxy sin,cos 21 == . 

Частное решение заданного уравнения ищем в виде  

xxcxxcyxcyxcY sin)(cos)()()( 212211 +=+= ,  

где )(1 xс′  и )(2 xс′  определяются из системы: 





=′+′−
=′+′

xxxcxxc
xxcxxc

tgcos)(sin)(
0sin)(cos)(

21

21 . 

Отсюда xxc
x
xxc sin)(,

cos
sin)( 2

2

1 =′−=′ ; 1

2

1 24
tglnsin

cos
sin)( cxxdx

x
xxc +






 +
π

−=−= ∫ ; 

22 cossin)( cxdxxxc +−== ∫ . 

Общее решение будет xcxxcxxy sin)cos(cos
24

tglnsin 21 +−+








+





 +
π

−=  или 

  
  

)(

21 24
lntgcossincos

xY
y

xxxcxcy 





 +
π

−+= . 
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6.13 Системы дифференциальных уравнений 

Определение. Нормальной системой дифференциальных уравнений называется сис-

тема вида: 
















=

=

=

),,,,(

),,,,(

),,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy









 (6.50) 

Для неё можно сформулировать теорему о существовании и единственности решения. 

Теорема. Если функции niyyyxf ni ,1),,,,,( 21 =  определены и непрерывны на неко-

тором открытом множестве и имеют непрерывные частные производные nji
dy
df

j

i ,1, = , 

то система (6.50) имеет решение  

ni

xy

xy
xy

nn

,1,

)(

)(
)(

22

11

=











ϕ=

ϕ=
ϕ=


. (6.51) 

При наличии начальных условий  

niyxyi ,1,)( 00 == , (6.52) 

где 00, yx  – заданные числа, это решение будет единственным. 

Одним из основных методов решения нормальной системы дифференциальных урав-

нений является метод сведения системы к одному дифференциальному уравнению высшего 

порядка. 

Пусть задана нормальная система (6.50). Продифференцируем по x любое уравнение, 

например, первое: 

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+
∂
∂

=
dx
dy

y
f

dx
dy

y
f

x
f

dx
yd 2

2

11

1

11
2
1

2
 

Подставив в это равенство значениея производных ,, 21
dx
dy

dx
dy  из системы (6.50), по-

лучим +⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+
∂
∂

= 2
2

1
1

1

11
2
1

2
f

y
ff

y
f

x
f

dx
yd  или ),,,,( 2122

1
2

nyyyxF
dx

yd
= . 
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Полученное равенство снова продифференцируем по x и снова, заменив производные 

,, 21
dx
dy

dx
dy  , получим ),,,,( 2133

1
3

nyyyxF
dx

yd
= . 

Продолжая этот процесс, находим ),,,,( 21
1

nnn

m
yyyxF

dx
yd

= , то есть получаем систе-

му 

















=

=

=

),,,,(

),,,,(

),,,,(

21
1

2122
1

2

211
1

nnn

n

n

n

yyyxF
dx

yd

yyyxF
dx

yd

yyyxf
dx
dy









 (6.53) 

Из первых (n – 1) уравнений системы (6.53) выразим функции nyyy ,,, 32   через 

( )1
1111 ,,,,, −′′′ nyyyyx  : 

( )

( )

( )











′′′ϕ=

′′′ϕ=

′′′ϕ=

−

−

−

),,,,,(

),,,,,(

),,,,,(

1
1111

1
111133

1
111122

n
nn

n

n

yyyyxy

yyyyxy

yyyyxy









 (6.54) 

Найденные значения nyyy ,,, 32   подставим в последнее уравнение системы (6.53). 

Получим одно дифференциальному уравнение n-го порядка: 

( )( )1
1111

1 ,,,,, −′′′Φ= n
n

yyyyx
dx

yd
 . 

Пусть его общее решение ( )nCCCxy ,,,, 211 Ψ= . 

Продифференцировав его (n – 1) раз и подставив значения производных в уравнения 

(6.53), найдем функции nyyy ,,, 32  . 

Пример 28. Решить систему уравнений 










+=

−=

zy
dx
dz

zy
dx
dy

24

2
. 

Решение. Продифференцируем первое уравнение zyy ′−′=′′ 2 . Заменим z′  его выра-

жением из второго уравнения zyyy 242 −−′=′′ . Из первого уравнения yyz ′−= 2 . Подста-

вим в последнее уравнение: yyyy ′+−′=′′ 242  или 084 =−′−′′ yyy . 
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Характеристическое уравнение: 

322
2

484;483216;084 2,1
2 ±=

±
=λ=+==−λ−λ D . 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )322322; 322
2

322
1

322
2

322
1 −⋅++⋅=′+= −+−+ xxxx eCeCyeCeCy . 

Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .3232

32232222

322322;

322
2

322
1

322
2

322
1

322
2

322
1

322
2

322
1

322
2

322
1

⋅−⋅−=

=−⋅++⋅−+=′−=

−⋅++⋅=′+=

−+

−+−+

−+−+

xx

xxxx

xxxx

eCeC

eCeCeCeCyyz

eCeCyeCeCy

 

Таким образом, общее решение системы: 

( ) ( )
( ) ( )





⋅−⋅−=

+=
−+

−+

.3232 322
2

322
1

322
2

322
1

xx

xx

eCeCz

eCeCy
 

6.14 Системы линейных дифференциальных уравнений 

Определение. Система дифференциальных уравнений называется линейной, если она 

линейна относительно всех неизвестных функций и их производных. 













++++=

++++=

)(

)(

2211

11212111
1

xfyayaya
dx
dy

xfyayaya
dx
dy

nnnnnn
n

nn







  (6.55) 

Одним из методов решения такой системы является метод Эйлера. 

Метод Эйлера 

Рассмотрим систему вида: 










+=

+=

zaya
dx
dz

zaya
dx
dy

2221

1211
 (6.56) 

где 22211211 ,,, aaaa  – постоянные. Система (6.56) имеет фундаментальную систему реше-

ний, состоящую из элементарных функций. Основным методом построения фундаменталь-

ной системы решений (6.56) является метод Эйлера. Согласно этому методу, решение ищет-

ся в виде 1 2( ) , ( )x xy x e z x eλ λα α= = . Дифференцируем обе функции по x и подставляем в 

(6.56): 
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α+α=λα

α+α=λα
λλλ

λλλ

xxx

xxx

eaeae

eaeae

2221212

2121111  

Сокращаем оба уравнения системы на 0≠λxe : 





=αλ−+α
=α+αλ−

0)(
0)(

222121

212111

aa
aa

 (6.57) 

Так как λαα ,, 21  – некоторые постоянные числа, подлежащие определению, среди ко-

торых хотя бы одно отлично от нуля, то определитель системы (6.57) должен быть равен ну-

лю 

11 12

21 22

( )
0

( )
a a

a a
λ

λ
−

=
− . (6.58) 

Уравнение (6.58) называется характеристическим уравнением, а его корни – характе-

ристическими числами системы (6.56). Каждому из корней характеристического уравнения 

соответствует хотя бы одно частное решение указанного выше вида. Различают три случая. 

1) Оба корня характеристического уравнения вещественны и различны: 

2121 ,, λ≠λ∈λλ R . Подставляем 1λ  в одно из уравнений системы (6.57), например, в первое 

уравнение: 1 1
11 1 12 2( ) 0.a aλ α α− + =  Из него с точностью до константы определяем 1

2
1
1,αα , от-

куда получаем первое решение ЛОС ДУ: 1 11 1
1 1 1 2( ) , ( )x xy x e z x eλ λα α= = . То же самое проделыва-

ем со вторым корнем характеристического уравнения 2λ  и в результате получаем второе, 

линейно независимое на , решение: xx exzexy 22 2
22

2
12 )(,)( λλ α=α= . Следовательно, общим 

решением системы (6.56) будет следующее семейство функций: 
xx ececxy 21 2

12
1
11)( λλ α+α=  

xx ececxz 21 2
22

1
21)( λλ α+α= . 

2) Если iba +=λ1  – корень характеристического уравнения, то iba −=λ2 . Подстав-

ляем 1λ  в одно из двух уравнений системы (6.57) и с точностью до постоянной получаем 

1
2

1
1,αα . Теперь можно составить первое решение системы (6.56): 

)(~)(~)sin(cos)( 21
1
1

1
1

)(1
1

1
11

1 xyixybxibxeeeeexy axibxaxxibax ⋅+=+α=⋅α=α=α= +λ  

)(~)(~)sin(cos)( 21
1
21 xzixzbxibxexz ax ⋅+=+α= . 

Отделив вещественную и мнимую части, получим два вещественных линейно незави-

симых частных решения системы (6.56), соответствующих корню a+ib. Решения, соответст-

вующие корню a–ib, будут линейно зависимы с решениями, соответствующими крню a+ib. 
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Итак, общее решение в этом случае имеет вид: 

)(~)(~)( 2211 xycxycxy ⋅+⋅=  

)(~)(~)( 2211 xzcxzcxz ⋅+⋅= . 

3) λ=λ=λ 21 . 

В случае кратного корня характеристического уравнения предлагается представить 

общее решение системы уравнений (6.56) в следующем виде:  

)()(),()( 2121 xaaexzxccexy xx +=+= λλ , где 2121 ,,, aacc  – постоянные числа, причем 1a  

и 2a  должны быть выражены через 1c  и 2c . Рассмотрим поясняющий пример. 

Пример 29. Найти общее решение системы: 





+=′
−=′

zyz
zyy
3

 

Решение. xx exzexy λλ α=α= 21 )(,)( . Характеристическое уравнение:  

1 1
0

1 3
λ

λ
− −

=
−

. 

Его корни: 221 =λ=λ . Следовательно )()(),()( 21
2

21
2 xaaexzxccexy xx +=+= . 

Продифференцируем y(x) и подставим yzy ′,,  в первое уравнение исходной системы: 

)()()(2 21
2

21
22

221
2 xaaexcceecxcce xxxx +−+=++ . 

Откуда после сокращения на xe2 получаем )( 21221 xaacxcc +−=++ . 

Приравняем в этом тождестве множители при одинаковых степенях x. В результате 

получим: 22211 ),( cacca −=+−= . Итак, общее решение заданной системы уравнений имеет 

вид:  

),)(()(
)()(

221
2

21
2

xcccexz
xccexy

x

x

++−=

+=
 

где 1c  и 2c  – произвольные постоянные. 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Занятие 1.  

Область определения и область значений функции нескольких переменных.  

Частные производные 

Аудиторные задания 

1.1  Найти область определения и область значений функций и изобразить их графически: 

1) 229 yxz −−= ; 2) ( )xxyz 2ln 2 +−= . 

1.2 Найти область определения функций и изобразить их графически: 

1) ( )223arcsin yxz −−= ; 2) 22 44 yxz −+−= ;  

3) 
1694

1
222 zyx

u −−−= ; 4) yxz arccos+= . 

1.3 Найти пределы функций: 

1) 
( )

2

2

2
0

sin
lim

xy

yx

y
x
→
→

; 2) 
( )

( ) 4

2sin
lim

2
1
1 −+

−+

→
→ yx

yx

y
x

; 3) 
11

lim
22

22

0
0 −++

+

→
→ yx

yx

y
x

; 4) 
22

0
0

1
lim

22

yx

e yx

y
x +

−+

→
→

. 

1.4 Исследовать функции на непрерывность: 

1) 
yx

xy
z

−

+
=

2

1
; 2) 

22

22 2

yx

yx
z

+

++
= ; 3) 

4

1
22 −+

=
yx

z ; 4) ( )yxez −= /1 . 

1.5 Найти частные производные функций: 

1) 10232 +++= yxyxz ; 2) 
xyx

y

y

x
z

3

1
22
++= ; 3) ( ) xyyxz sin3+= ; 

4) 
y

x
z arctg= ; 5) yxz = ; 6) yxz cos= . 

Домашние задания 

1.6 Найти область определения функций и изобразить ее графически: 

1) ( )4ln 22 −+= yxz ; 2) 
3

arcsin
3

cosarc
xx

z += . 

1.7 Найти пределы функций: 

1) 
( )

22
1

1

tg
lim

yx

eyx yx

y
x −

+ −

−→
→

; 2) 
( )
( )yx

xxy

y
x 2

42sin
lim

2

2

0
1 +

−+

→
→

. 
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1.8 Исследовать функции на непрерывность: 

1) 
( )3

22 1

yx

yx
z

−

++
= ; 2) 

2

1

xy
z

−
= . 

1.9 Найти частные производные функций: 

1) 
3 x

y
yxz += ; 2) ( )332 75 +−= yyxz ; 3) y

x

y
z 2

2
tg+= ; 4) yxexz /2

⋅= . 

Ответы: 1.3 1) 0; 2) 1/4; 3) 2; 4) 1. 1.5 1) 13,22 223 +=
∂

∂
+=

∂

∂
yx

y

z
xxy

x

z
;  

2) 
223232 3

112
,

3

121

xyxy

x

y

z

yxx

y

yx

z
−+−=

∂

∂
−−=

∂

∂
; 3) ( )

x

y
xyyxxy

x

z

2
cos3sin ⋅⋅++=

∂

∂
, 

( )
y

x
xyyxxy

y

z

2
cos3sin3 ⋅⋅++=

∂

∂
; 4) 

2222
,

yx

x

y

z

yx

y

x

z

+
−=

∂

∂

+
=

∂

∂
;  

5) xx
y

z
xy

x

z yy ln,1 =
∂

∂
⋅=

∂

∂ − ; 6) yxx
y

z
xy

x

z yy sinln,cos cos1cos ⋅−=
∂

∂
⋅=

∂

∂ − . 

1.7 1) 
2

2e
; 2) 

3

1
− . 1.9 1) 

33 4

1

2
,

3 xy

x

y

z

x

y
y

x

z
+=

∂

∂
−=

∂

∂
;  

2) ( ) ( ) ( )22232232 35753,7530 yxyyx
y

z
yyxxy

x

z
−+−=

∂

∂
+−=

∂

∂
;  

3) 
y

y
x

y

y

z

x

y

x

z
22

2

cos

1
tg2

2
, ⋅+=
∂

∂
−=

∂

∂
; 4) 

2

32

22
2

,
2

y

ex

y

z

y

ex
e

x

z y

x

y

x

y

x
⋅

−=
∂

∂⋅
+=

∂

∂
.  

Занятие 2.  

Полный дифференциал функции нескольких переменных и его применение.  

Частные производные и дифференциалы высших порядков 

Аудиторные задания 

2.1 Найти полный дифференциал функций: 

1) 
yx

yx
z

+

−
= ; 2) ( ) xyeyxz 22 += ; 3) ( )zxyu = ; 4) 

22 zy

x
u

+
= . 

2.2 Вычислить приближенно: 

1) 96,308,1 ; 2) ( ) ( )22 93,205,4 + ; 3) 
95,0

02,0
arctg ; 4) 202,0 03,25 +⋅ e . 
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2.3 Найти частные производные второго порядка функций: 

1) yxez 2−= ; 2) 
xy

z
1

= ; 3) ( )xyz sin= ; 4) ( )22ln yxz += . 

2.4 Найти полный дифференциал второго порядка функций: 

1) 
y

x
z = ; 2) 

( )2
1

yx
z

−
= ; 3) yxz += 2ln ; 4) ( )yxz cossin += . 

Домашние задания 

2.5 Найти полный дифференциал функций: 

1) 22 yxz −= ; 2) yxez sin= ; 3) 
y

x
z arctg= . 

2.6 Вычислить приближенно: 

1) 01,298,0 ; 2) ( )33 09,09,0ln + ; 3) ( ) ( )22 01,304,4 + . 

2.7 Найти частные производные второго порядка: 

1) xyz ln⋅= ; 2) 
yx

xy
z

−
= ; 3) xyez = . 

2.8 Найти полные дифференциалы второго порядка: 

1) 123 22 −+−= yxyyxz ; 2) 
2y

x
z = ; 3) 

32 yxez −= . 

Ответы: 2.1 1) 
( ) ( )

dy
yx

x
dx

yx

y
dz

22

22

+
−

+
= ; 2) ( ) ( )[ ]dyxyxydxyyxxedz xy 2332 22 +++++= ;  

3) ( ) ( )dzxyxyzxdyzydxxydz z ln1 ++= − ; 4) 
( )32222

zy

xzdzxydy

zy

dx
du

+

+
−

+
= ; 2.2 1) 1,32; 2) 4,998; 

3) 0,02; 4) 3,037; 2.3 1) yxyxyx e
xy

z

yx

z
e

y

z
e

x

z 2
22

2
2

2
2

2

2
2,4, −−− −=

∂∂

∂
=

∂∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
;  

2) 
22

22

32

2

32

2 1
,

2
,

2

yxxy

z

yx

z

xyy

z

yxx

z
=

∂∂

∂
=

∂∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
; 3) ( ) ( )xyx

y

z
xyy

x

z
sin,sin 2

2

2
2

2

2

−=
∂

∂
−=

∂

∂
, 

( ) ( )xyxyxy
xy

z

yx

z
sincos

22

−=
∂∂

∂
=

∂∂

∂
;  

4) 
( ) ( ) ( )222

22

222

22

2

2

222

22

2

2 4
,2,2

yx

xy

xy

z

yx

z

yx

yx

y

z

yx

xy

x

z

+

−
=

∂∂

∂
=

∂∂

∂

+

−
=

∂

∂

+

−
=

∂

∂
; 
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2.4 1) 2
32

2 22
dy

y

x
dxdy

y
zd +−= ; 2) 

( )
( )22

4
2 2

6
dydxdydx

yx
zd +−

−
= ;  

3) 
( )

( )22

222
2

2

422

yx

dyxdxdydxxy
zd

+

−−−
= ; 4) ( ) ( ) −⋅+++−= ydxdyyxxdyxzd sincossin2cossin 22  

( ) ( )( ) 22 coscoscoscossinsin dyyxyyxy +++− ; 2.5 1) dy
yx

ydx
yx

xdz
2222 −

−
−

= ;  

2) ydyxeydxedz yxyx cossin sinsin +⋅= ; 3) 
( ) ( )

dy
yx

y

x

dx
yx

x

y

dz
+

−
+

=
22

;  

2.6 1) 0,96; 2) – 0,3; 3) 5,038; 2.7 1) 
xxy

z
yx
z

y
z

x
y

x
z 1,0,

22

2

2

22

2
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

−=
∂
∂ ;  

2) 
( ) ( ) ( )3

22

3

2

2

2

3

2

2

2 2
,

2
,

2

yx

xy

xy

z

yx

z

yx

x

y

z

yx

y

x

z

−
−=

∂∂

∂
=

∂∂

∂

−
=

∂

∂

−
=

∂

∂
;  

3) ( )xye
xy

z

yx

z
ex

y

z
ey

x

z xyxyxy +=
∂∂

∂
=

∂∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
1,,

22
2

2

2
2

2

2
;  

2.8 1) ( ) 222 22626 dydxdyxydxzd +−+= ; 2) 2
43

2 64
dy

y

x
dxdy

y
zd +−= ;  

3) ( ) ( )( )242222 691224
32

dyyydxdyxydxxezd yx −+−+= − . 

Занятие 3.  

Производные сложных функций нескольких переменных.  

Производная функции, заданной неявно 

Аудиторные задания 

3.1 Найти указанные производные для функций: 

1) xyyxz ++= 22 , если ?,cos,sin −==
dt

dz
taytax   

2) yxz ln2= , если ?,arcsin,12 −=+=
dt

dz
tytx   

3) yxz += 2 , если ??,sin −−
∂

∂
=

dx

dz

x

z
xy   

4) 
y

z x 1
arctg3= ; если ??, −

∂

∂
−= −

x

z

dx

dz
ey x  
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5) ( )22ln vuz += , если ??,sin,cos −
∂

∂
−

∂

∂
==

y

z

x

z
xyvyxu  

6) 22 vuz −= , если ??,ln, −
∂

∂
−

∂

∂
==

y

z

x

z
yxvxu y  

7) xyz cos= , если ??,, −
∂

∂
−

∂

∂
=⋅=

v

z

u

z

v

u
yeux v . 

3.2 Найти частные производные от неявно заданных функций: 

1) 06 322 =−+−− xyzxyzxyyx ; 2) 1=+
x

z

z

xy
;  

3) 1ln +=
y

z

z

x
; 4) z

z

y
x =+ arctg ; 5) 0cos =+ zz xy . 

Домашние задания 

3.3 Найти указанные производные для функций: 

1) 
x

y
z arctg= , если ?,, 1212 −== −+

dt

dz
eyex tt  

2) ( )yxxz += sin , если ( ) ?,1,
1 2
3

−−==
dt

dz
ty

t
x   

3) vuz ln2= , если ??,, 22 −
∂

∂
−

∂

∂
+==

y

z

x

z
yxv

x

y
u   

4) 
y

x
z arcsin= , если ??,,22 −

∂

∂
−

∂

∂
⋅=+=

v

z

u

z
vuyvux  

3.4 Найти частные производные от неявно заданных функций: 

1) zyxxyz ++= ; 2) 33 3 axyzz =− ; 3) ( )zyxezyx ++−=++ ; 4) 22 azxyzexy =+ . 

Ответы: 3.1 1) ta
dt

dz
2cos2= ; 2) 

2

2

2 11

ln2

ty

x

t

yxt

dt

dz

−
+

+
= ; 3) 

x

x
x

dx

dz
x

x

z

sin2

cos
2;2 +==

∂

∂
;  

4) xxxx e
yydx

dz

yx

z −⋅
+

⋅+⋅=⋅=
∂

∂
21

1
3

1
arctg3ln3;

1
arctg3ln3 ; 5) xy

vu

v
y

vu

u

x

z
cos

2
cos

2
2222

⋅
+

+⋅
+

=
∂

∂
; 

x
vu

v
yx

vu

u

y

z
sin

2
sin

2
2222
⋅

+
+⋅

+
−=

∂

∂
; 6) y

vu

v
xy

vu

u

x

z y ln
22

1
22

⋅
−

−⋅⋅
−

=
∂

∂ − ; 

y

x

vu

v
xx

vu

u

y

z y ⋅
−

−⋅
−

=
∂

∂
2222

ln ; 7) ( ) ( )
v

xxyeyxy
u

z v 1
sinsin ⋅⋅−⋅⋅−=

∂

∂
; 
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( ) ( )
2

sinsin
v

u
xxyeuyxy

v

z v ⋅⋅+⋅⋅⋅−=
∂

∂
; 3.2 1) 

2

32

2

32

3

2
;

3

2

xyzxy

xzxzxyx

y

z

xyzxy

yzyzyxy

x

z

+

−−−
=

∂

∂

+

−−−
=

∂

∂
;  

2) 
yxz

zx

y

z

x

z

x

z
22

2

;
−

−=
∂

∂
=

∂

∂
; 3) 

( )zxy

z

y

z

zx

z

x

z

+
=

∂

∂

+
=

∂

∂ 2

; ; 4) 
yyz

z

y

z

yyz

yz

x

z

++
=

∂

∂

++

+
=

∂

∂
2222

22
; ;  

5) 
zxyz

zxz

y

z

zxyz

zyz

x

z
xy

xy

xy

xy

sin

ln
;

sin

ln
11 −

−=
∂

∂

−
−=

∂

∂
−−

; 3.3 1) 
( )

22

22

yx

yxe

dt

dz t

+

−
= ;  

2) 
( ) ( )

( ) ( )yxtx
t

yxxyx

dt

dz
+−+

+++
−= cos12

cossin
3

4
;  

3) 







−=

∂

∂








−=

∂

∂

v

uy

x

v
u

y

z

x

vy

v

ux
u

x

z ln
2;

ln
2

2
;  

4) 










−

−
=

∂

∂










−

−
=

∂

∂
u

y

x
v

xyv

z
v

y

x
u

xyu

z
2

1
;2

1
2222

;  

3.4 1) 
1

1
;

1

1

−

−
=

∂

∂

−

−
=

∂

∂

xy

xz

y

z

xy

yz

x

z
; 2) 

xyz

xz

y

z

xyz

yz

x

z

−
=

∂

∂

−
=

∂

∂
22

; ; 3) 1;1 −=
∂

∂
−=

∂

∂

y

z

x

z
;  

4) 
22

2 2
;

xye

xyzxze

y

z

xye

zyyze

x

z
xy

xy

xy

xy

+

+
−=

∂

∂

+

+
−=

∂

∂
. 

Занятие 4.  

Касательная плоскость и нормаль к поверхности.  

Производная по направлению. Градиент 

Аудиторные задания 

4.1 Написать уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности в указанной 

точке: 

1) ( )1,4,3;26 0
222 Mzyx =++ ; 2) ( )2,3,2;

94
0

22
M

yx
z += ; 3) ( )0,1,2;3 0Mxyzez =+− ; 

4) ( )0,4,3; 0
22 Myxxyz +−= ; 5) ( ) 









 π
=

2

3
,

3
,1;sin 0Mxyz . 

4.2 Найти производную функции xyzzxyu −+= 32  в точке ( )2,1,1M  по направлению век-

тора, образующего с координатными осями острые углы, если °=β°=α 45,60 ? 

4.3 Найти производную функции 22 2 yxzxu +−=  в точке ( )1,2,1 −M  по направлению век-

тора 1MM , где 1M  – точка с координатами ( )3,4,2 − . 
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4.4 Найти градиент функций в указанных точках: 

1) ( )2,1;4 22 Myxz −−= ; 2) ( )3,0;
122

M
yx

xy
z

++
= ; 3) ( )1,1;

22

2

Mez yx

x

+= . 

4.5 Найти наибольшую скорость возрастания функций в указанных точках: 

1) ( )1,2;65 0
2 Mxyxz += ; 2) ( )1,1,1; −= ++ Mxzyeu zyx . 

Домашние задания 

4.6 Написать уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности в указанной 

точке: 

1) ( )2,3,2;1543 0
222 −=−+ Mzyx ; 2) ( )1,2,1;9344 0

22 −=+−+− Mzxzxyzy ;  

3) ( )1,2,1;6 0
333 −=++++ Mxyzzyxz . 

4.7 Найти производную по направлению функции 22 25 yxz −=  в точке ( )5,20M  по на-

правлению к точке ( )2,2−N . 

4.8 Найти градиенты функций в указанных точках: 

1) ( )1,1,2;3 0
333 −−++= Mxyzzyxu ; 2) ( ) ( )1,1,2;arctg 0

2 Mzyxu +−= . 

Ответы:  

4.1 1) 
1

1

4

4

3

3
;2643

−
=

−
=

−
=++

zyx
zyx ; 2) 

1

2

3/2

3

1

2
;6323

−

−
=

−
=

−
=−+

zyx
zyx ;  

3) 
02

1

1

2
;42

zyx
yx =

−
=

−
=+ ; 4) 

511

4

17

3
;9551117

zyx
zyx −=

−
=

−
=−+ ;  

5) 
6
2

3

3
31

;033263
−

−
=

π
−

=
π

−
=+π−−+π

zy
x

zyx ; 4.2 5; 4.3 
3

16
;  

4.4 1) jiz


42grad −−= ; 2) iz


10

9
grad = ; 3) jez −=grad ; 4.5 1) 2052 ; 2) e2 ;  

4.6 1) 
8

2

9

3

2

2
;015892

−

−
=

−

+
=

−
=−−−

zyx
zyx ; 2) 

0

1

4

2

3

1
;0543

−
=

+
=

−
=++

zyx
yx ;  

3) 
6

1

11

2

1

1
;017511

+
=

−
=

−
=−++

zyx
zyx ; 4.7 – 4; 4.8 1) kjiu


3915grad −+= ;  

2) kjiu


5

1

5

1
4grad −−= .  
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Занятие 5.  

Экстремум и условный экстремум функции нескольких переменных 

Аудиторные задания 

5.1 Исследовать на экстремум следующие функции: 

1) xyyxz 333 −+= ; 2) 2264 yxyxxz −−−+−= ; 3) 33 yxz += ;  

4) 1966 2232 +−−= yxyxz ; 5) 362 ++−−= xyxyxz . 

5.2 Найти условные экстремумы следующих функций: 

1) yxz += 2 , если 522 =+ yx ; 2) 23xxyz += , если 01 =++ yx ;  

3) 22 92 yxz += , если 19 22 =+ yx ; 4) 22 2yxz += , если 1123 =+ yx . 

Домашние задания 

5.3 Исследовать на экстремум функции: 

1) 168 33 +−+= xyyxz ; 2) yxyyxz 30183 32 −−+= ; 3) ( ) 22 41 yxz +−= . 

5.4 Найти условные экстремумы функций: 

1) 1, =+= yxxyz ; 2) 1, =+= yxez xy ; 3) 8, 22 =+= yxxyz . 

Ответы: 5.1 1) ( ) 11,1min −== zz ; 2) ( ) 82,4max =−= zz ; 3) экстремума нет;  

4) ( ) 10,0max == zz ; 5) ( ) 154,4max == zz ; 5.2 1) ( ) 51,2 =z  – условный max, ( ) 51,2 −=−−z  – 

условный min; 2) ( ) 125,025,1;25,0 −=−z  – условный min; 3) ( ) ( ) 20,1;20,1 ==− zz  – условный 

max, 1
3

1
,0 =








−z ; 1

3

1
,0 =








z  – условный min; 4) ( ) 111,3 =z  – условный min;  

5.3 1) ( ) 05,0;1min == zz ; 2) ( ) ( ) 723,1;723;1 maxmin =−−=−== zzzz ; 3) ( ) 00;1min == zz ; 

5.4 1) ( ) 25,05,0;5,0 =z  – условный max; 2) 4

1

2

1
;

2

1
ez =








 – условный max;  

3) ( ) ( ) 42;22;2 −=−=− zz  – условный min; ( ) 42,2 =−−z  – условный max. 
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Занятие 6.  

Наибольшее и наименьшее значения  

функции нескольких переменных в замкнутой области 

Аудиторные задания 

6.1 Найти наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой области: 

1) 1, 2263 223
≤+= ++ yxez yxx ; 2) 0,0,05,1232 22 ===++++++−= yxyxyxyxyxz ;  

3) 5,4,102 22 =−=−+= yxyxyxz ; 4) ( ) 6,0,0,42 =+==−−= yxyxyxyxz ;  

5) 9, 2222 ≤++= yxyxz . 

Домашние задания 

6.2 Найти наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой области: 

1) 1,0,3,52422 −===+++−+−= yxyxyxyxyxz ; 2) 1, 22 ≤++= yxyxz ;  

3) 2,1,2,0,333 =−===−+= yyxxxyyxz ; 4) 8,0,0,2 =+==−−= yxyxyxxyz ;  

5) 6,0,0,321 ≤+≥≥++= yxyxyxz . 

Ответы:  

6.1 1) ( ) ( ) 10,0,1,0 6 ==== zzezz наимнаиб ; 2) ( ) ( ) 31,2,415,0 −=−−==−= zzzz наимнаиб ;  

3) ( ) ( ) 315,3,295,3 −=−=== zzzz наимнаиб ; 4) ( ) ( ) 642,4,41,2 −==== zzzz наимнаиб ;  

5) 9=наибz  (в точках окружности 922 =+ yx ), ( ) 00,0 == zzнаим ; 

6.2 1) ( ) ( ) 10,2,203,0 ==== zzzz наимнаиб ;  

2) 2
2

2
;

2

2
,2

2

2
;

2

2
−=










−−==










= zzzz наимнаиб ;  

3) ( ) ( ) ( ) 11,01,1,131,2 −=−===−= zzzzz наимнаиб ;  

4) ( ) ( ) 166,8;25,45,4;5,3 −==== zzzz наимнаиб ; 5) ( ) ( ) 10,0,196,0 ==== zzzz наимнаиб . 
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НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Занятие 7. Неопределенный интеграл. Метод непосредственного интегрирования 

Аудиторные задания 

7.1 Пользуясь свойствами неопределенного интеграла и таблицей основных неопреде-

ленных интегралов, найти следующие интегралы: 

1) ( )( )∫ −+ dxxx 12 ; 2) ( ) dx
x

x
∫

+
2341 ; 3) ∫

xx
dx

22 cossin
; 4) ( )∫

+

+ dx
xx

x
22

2

21
31 ; 

5) ∫ dxx
2

sin2 ;  6) ∫
−+ dx

x
xx

2

2 324 ; 7) ∫ dxxxcos3sin ; 8) ( )∫ + dxx 332 ; 

9) ∫ dxxx 8cos4cos ; 10) dx
x
x

∫ −
+

2cos1
cos1 2

; 11) dx
x

x
x∫ 










+

−

4 3

212 ; 12) dx
x

x
∫

−
2

3

sin
sin5 ; 

13) dx
xx

∫ 










−
−

+ 22 1

7
1

3 ; 14) ∫
−

dx
x

x
12

2
; 15) ;

2
sin

2
cos

2

∫ 





 − dxxx  16) ;

12

4

∫
+

dx
x

x   

17) ∫ 









−

−
dx

x
ee

x
x

4
35 ; 18) ( ) ;1

3
∫ − dxx  19) ;3

∫ 







− dx

x
x  20) ;53486

2

234

∫
−+−− dx

x
xxxx  

21) ∫ 









+ dx

x
x

3 2
5 1 ; 22) ∫ 











−
+− dx

x

ee
x

x
21

1 ; 23) ∫ 










+
−

−
dx

x

x
x

21
323 ; 

24) ∫ 









−

−
dx

xx 22 cos
5

1

3 ; 25) dx
xx

xx
∫

−

+−
22

22

cos1

cos213 ; 26) ∫
+

++ dx
xx

xx
3

2776 ;  

27) ( )∫ + dxxx shch ; 28) dx
x

x
∫

+
2

2

sh
sh72 . 

Домашние задания 

7.2 Пользуясь таблицей основных неопределенных интегралов и свойствами неопреде-

ленного интеграла, найти следующие интегралы: 

1) ( )( )∫ +− dxxx 242 ; 2) dx
x

xxxxx
∫

+−+−+
3

2345 2476129 ; 3) ∫ dxx2tg ; 

4) ( ) ;ctg53 2∫ −+ dxxee xx  5) ∫ dxx
2

cos2 ; 6) dx
xxx

∫ 





 +− 753

642 ; 

7) ( )
∫

− dx
x

x
3

1 ; 8) ∫
+ dx

x
x

2

2

cos
cos37 ; 9) dx

x
x

∫
+12

2
; 10) ∫

−
dx

x
x

12

4
. 
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Ответы: 7.1 1) Cxxx
+−+ 2

3
2

2
3

2
; 2) Cxxx +++ 3 23 2424ln ; 3) Cxx +− ctgtg ;  

4) ;2arctg
2

11 Cx
x

++−  5) ;
2

sin
2

Cxx
+−  6) ;3ln24 C

x
xx +++  7) ;4cos

8
12cos

4
1 Cxx +−−  

8) ;2727122 234 Cxxxx ++++  9) ;12sin
24
14sin

8
1 Cxx ++  10) ;

2
1ctg Cxx +−−   

11) ;4
2ln

2 4 Cx
x

++  12) ;cos4ctg5 Cxx ++−  13) ;arcsin7arctg3 Cxx +−  14) ;
1
1ln

2
1 C

x
xx +
+
−

+  

15) ;cos Cxx ++  16) ;arctg
3

3
Cxxx

++−  17) ;15 3 C
x

ex ++  18) ;
5
2

2
32 2/522/3 Cxxxx +−+−   

19) ;6
3
2 3 Cxx +−  20) ;5ln3442 23 C

x
xxxx +++−−  21) ;3

7
2 37 Cxx ++    

22) Cxe x ++− − arcsin ; 23) Cx
x

+−
⋅ arctg

3ln
32 ; 24) Cxx +− tg5arcsin3 ;  

25) Cxx ++ arcsin2tg3 ; 26) Cxx ++ ln7arctg6 ; 27) Cxx ++ shch ; 28) Cxx ++− 7cth2 . 

7.2 1) Cxxxx
+−−+ 82

3
2

4
23

4
; 2) C

xx
xxxx +−++−+ 2

23 14ln7663 ; 3) Cxx +−tg ;  

4) Cxxex +−− 5ctg53 ; 5) ;
2

sin
2

Cxx
++  6) ;111

642 C
xxx

+−+−  7) ;
3
236ln 3 Cxxxx +−+−  

8) ;3tg7 Cxx ++  9) ;arctg Cxx +−  10) .
1
1ln

2
1

3

3
C

x
xxx

+
+
−

++  

Занятие 8. Интегрирование с помощью замены переменной. Метод подстановки 

Аудиторные задания 

8.1 Найти неопределенные интегралы подведением (поднесением) под знак дифферен-

циала: 

1) ∫ dxx xsin2cos ; 2) 
( )∫
+ 4ln21 xx

dx ; 3) ∫
++

+ dx
xx

x
23

32
2 ; 4) ∫

+

+ dx
xx

x
2
44

2 ; 5) ∫
x

dxx
2cos

tg ; 

6) ( )∫
+ xx

dx
arctg1 2 ; 7) ∫ − dxxe x 2

; 8) ∫ dx
x
x

2cos
2sin

4

3
; 9) ∫ xx

dx
4ln

; 10) ∫
− 41 x

xdx . 

8.2 Найти интегралы, применив метод подстановки: 

1) ( )∫ + dxxx 543 ; 2) ∫ + dxxx 32 ; 3) ∫
+ dx
x

xx 2ln2ln ; 4) ∫
+

dx
x

x
2sin4

2sin ; 

5) ∫
−1xx

dx ; 6) ∫
−1x

xdx ; 7) ∫
+ x

xdx
cos21

sin ; 8) ∫
− 22 axx

dx ;  
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9) ∫
+ xe

dx

1
; 10) dx

x
e x

∫ ; 11) ∫ dx
x

x

2

/12 ; 12) ( )
∫ dx

x
xlncos ; 

13) ∫
−

dxx

x

2
sin2

2
cos

; 14) ∫
+13x

dx ; 15) ( )
∫

+
+

1
12

x
dxx ; 16) dx

xx
x

∫
+

ln
1ln ; 

17) dx
xx

xxx
∫

+
22 sin
cossin ; 18) ∫

+ 21 xx

dx ; 19) ( )dxxxx ln14 ln +∫ ; 20) dx
x

xx
∫

−

−
21

arccos2 . 

Домашние задания 

8.3 Найти неопределенные интегралы подведением (поднесением) под дифференциал:  

1) dxe x-∫ 34 ; 2) dx
x

x
∫
+ 2sin1

2cos
2 ; 3) dxex x∫ − 32 ; 4) ∫ xx

dx
2ln

; 

5) dxxx∫ − 42 ; 6) ∫
+ 72x

xdx ; 7) ∫
+ x

x dx
91

3 ; 8) dxxx∫ + )13cos( 32 . 

8.4 Найти неопределенные интегралы методом подстановки:  

1) ∫
+ x

dxx
2sin4

2sin4 ; 2) dx
xx

x
∫ +

+
ln1

1ln ; 3) ∫
+ xe
dx

1
; 4) dx

x
x

∫
+
+

1
1 ; 

5) dx
xx

xx
∫

+

+

ln4
)1ln2(

2 ; 6) ∫ dx
x

x

3

1 2
2 ; 7) dxxx∫ + 3)54( ; 8) ∫

− xx

dx
2ln41

. 

Ответы: 8.1 1) С
x
+

2ln
2sin

; 2) С
x

+
+

− 3)ln21(6
1 ; 3) Сxx +++ 23ln 2 ; 4) Сxx ++ 2ln2 2 ;  

5) Сx
+

2
tg2

; 6) Сx +arctgln ; 7) Сe-x +−
2

2
1 ; 8) С

xx
+−

2cos2
1

2cos6
1

3 ; 9) Сx +4lnln ;  

10) Сx +2arcsin
2
1 .  

8.2 1) С)x()x(
+

+
−

+
27

432
63

43 67
; 2) С)x()x(

+
+

−
+

2
32

10
32 2325

; 3) Сx ++ 23)2(
3
1 2ln ;  

4) Сx ++ 2sin4ln ; 5) Сx +−1arctg2 ; 6) Сxx +−+− 12)1(
3
2 3 ; 7) Сx ++− cos21 ;  

8) С
x
a

a
+− arcsin1 ; 9) С

e

e
x

x
+

++

−+

11

11ln ; 10) Сe x +2 ; 11) С
x
+−

2ln
21

; 12) Сx +)sin(ln ;  

13) Сx
+−−

2
sin2ln2 ; 14) Сx

x
+

+13
3ln

3ln
1 ; 15) Сxx ++−+ 2123 )1(2)1(

3
4 ;  
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16) Cxx +lnln ; 17) С
xx
+−

sin
1 ; 18) С

xx
+++− 111ln 2 ; 19) С

xx
+

4ln
4 ln

; 

20) Сxx ++−− 22 arccos12 . 

8.3 1) Сe x +−34
4
1 ; 2) Сx +2sinarctg

2
1 ; 3) Сe-x +−

3

3
1 ; 4) Сx +2ln2 ; 5) Сx +− 23)4(

3
1 2 ; 

6) Сx ++ 7ln
2
1 2 ; 7) Сx +3arctg

3
1

ln
; 8) Сx ++ )13sin(

9
1 3 . 

8.4 1) Сx ++ 2sin4ln4 ; 2) Сxx ++ ln1ln ; 3) Сex x ++− 1ln ;  

4) Сxxxx ++−+− 1ln44
3
2 23 ; 5) Сxx ++ ln4ln 2 ; 6) Сx +−

212
2

1
ln2

;  

7) С)x()x(
+

+
−

+
64

545
80

54 45
; 8) Сx +ln2arcsin

2
1 . 

Занятие 9. Интегрирование по частям в неопределенном интеграле 

Аудиторные задания 

9.1 Методом интегрирования по частям найти следующие неопределенные интегралы: 

1) ( )∫ + dxex x432 ; 2) ∫ dxxx 4ln ; 3) ∫ dxxx 2arctg ; 4) ( ) ( )∫ ++ dxxx 13cos12 ; 

5) ∫ − dxxe x 2cos ; 6) ∫ dxx2ln ; 7) ( )∫ dxxlnsin ; 8) ∫ dx
x

x
3

ln ;  

9) ∫
+ x

dxx
1

arcsin ; 10) ∫ dxx x32 ; 11) ∫
− x

dxx
1

arcsin ; 12) ( )∫ + xdxx 4cos13 2 ; 

13) ( )∫ + dxxx 1ln2 ; 14) ∫ + dxxa 22 ; 15) ∫ dxxcos ; 16) ∫ dxxx 23 sin ; 

17) ∫ dx
x
xx

2cos
sin ; 18) ∫ dxxxarcctg ; 19) ∫

x
xdx

2cos
. 

Домашние задания 

9.2 Найти следующие неопределенные интегралы методом интегрирования по частям:  

1) ( )∫ + dxxxx 2cos22 ; 2) ∫ dxxe x sin2 ; 3) dx
x
xx

∫ 2sin
cos ; 4) ∫ dxxarccos ; 

5) ∫ dxe x ; 6) ∫ dxxxx cossin ; 7) ∫
−

dx
x

xx
21

arccos ; 8) ∫ dxxx 3cos3 . 
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Ответы: 9.1 1) ( ) Ceex xx +−+ 44
8
132

4
1 ; 2) Cxxx +− 2/32/3

9
44ln

3
2 ;  

3) Cxxxx
++− 2arctg

8
1

4
12arctg

2

2
; 4) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxxxx ++−++++ 13sin

27
213cos

9
213sin1

3
1 2 ;  

5) ( ) Cxxe x
+−

−
2cos2sin2

5
;  6) Cxxxxx ++− lnln2 ; 7) ( ) Cxxx

+− lncoslnsin
2

;  

8) C
xx

x
+−− 22 4

1
2
ln ; 9) Cxxx +−++ 14arcsin12 ; 10) Cxxx +










+−

3ln
2

3ln
2

3ln
3 32

2
;  

11) Cxxx ++−− 2arcsin12 ; 12) Cxxxxx ++
+

++ 8cos
128

38sin
16

13
24

3 2 ; 

13) ( ) ( ) Cxxxxxx
+++−+−+ 1ln

3
1

369
1ln

3

233
; 14) Caxxaaxx

+++++ 22
2

22 ln
22

;  

15) Cxxx ++ cossin2 ; 16) Cxxx
++− 22

2
sin

2
1cos

2
; 17) Cx

x
x

+





 π

+−
42

tgln
cos

; 

18) Cxxxxx
+−−+ arcctg

2
1

2
1

6
1arcctg

2
3

2
; 19) Cxxx ++ coslntg . 

9.2 1) ( ) ( ) Cxxxxxx +−+++ 2sin
4
12cos1

2
12sin2

2
1 2 ; 2) ( ) Cxxe x

+− cossin2
5

2
;  

3) Cx
x

x
++−

2
tgln

sin
; 4) Cxxx +−− 21arccos ; 5) ( ) Cxe x +−12 ; 

6) Cxxx
++− 2sin

8
12cos

4
; 7) Cxxx +−−− arccos1 2 ;  

8) Cxxxxxxx
+−−+ 3cos

27
23sin

9
23cos

3
3sin

3

23
. 

Занятие 10. Интегрирование выражений,  

содержащих квадратный трехчлен в знаменателе 

Аудиторные задания 

10.1 Найти неопределенные интегралы: 

1) ∫
+134 2x

dx ; 2) ∫
−812x

dx ; 3) ∫
−185 2x

dx ; 4) ∫
+− 41102 xx

dx ; 5) ∫
++ 50122 xx

dx ; 

6) ∫
+− 342 2 xx

dx ; 7) ∫
++ 563 2 xx

dx ; 8) ∫
−+ 384 2 xx

dx ; 9) dx
xx

x
∫

−+

+

743
2

2 ; 10) dx
xx

x
∫

−+

+

953
56

2 ; 

11) dx
xx

x
∫

++

+

52
3

2 ; 12) ∫
−

− dx
xx

x
4
5

2 ; 13) ∫
++ 5162 xx

dx ; 14) ∫
++ 2412 xx

dx ;  
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15) ∫
+ xx

dx

52
; 16) ∫

−+ 2247 xx

dx ; 17) ( )
∫

++

−

178

6
2 xx

dxx ; 18) ( )
∫

−+

+

74

7
2 xx

dxx ; 

19) ( )
∫

−−

+
236

3

xx

dxx ; 20) ( )
∫

−−

+
2247

54

xx

dxx ; 21) 
( )
∫

+−− 21 2 xxx

dx ; 22) 
( )
∫

+++ 12 2 xxx

dx . 

Домашние задания 

10.2 Найти неопределенные интегралы: 

1) ∫
+ 642x
dx ; 2) ∫

− 642x
dx ; 3) ∫

−− 422 xx
dx ; 4) ∫

−− 14123 2 xx
dx ;  

5) ∫
++ 32 xx

dx ; 6) ( )
∫

−+

+

32
2

2 xx
dxx ; 7) ( )

∫
++

+

258
3

2 xx
dxx ; 8) ∫

−− 23610 xx

dx ; 

9) ∫
− xx

dx

62
; 10) ( )

∫
−−

−

92

3
2 xx

dxx ; 11) ( )
∫

−−

+
2210

1

xx

dxx ; 12) ∫
+− 542 2 xx

dx . 

Ответы: 10.1 1) Cx
+

13
2arctg

132
1 ; 2) C

x
x

+
+
−

9
9ln

18
1 ; 3) C

x
x

+
+
−

185
185ln

902
1 ;  

4) Cx
+

−
4

5arctg
4
1 ; 5) Cx

+
+
14

6arctg
14
1 ; 6) ( ) Cx +−12arctg

2
1 ;  

7)  ( ) Cx
+

+
2

13arctg
23
3 ; 8) ( )

( )
C

x
x

+
++
−+

712
712ln

74
1 ; 9) Cxx +−+ 74ln

2
1 2 ;  

10) Cxx +−+ 953ln 2 ; 11) Cxxx +
+

+++
2

1arctg52ln
2
1 2 ; 12) C

x
xxx +
−

−−
4ln

4
34ln

2
1 2 ; 

13) Cxxx +++++ 5168ln 2 ; 14) Cx
+

−
4

2arcsin ; 15) Cxxx ++++ 5
2
5ln 2 ; 

16) ( ) Cx
+

−
3

12arcsin
2

1 ; 17) Cxxxxx +++++−++ 1784ln10178 22 ; 

18) Cxxxxx +−++++−+ 742ln574 22 ; 19) Cxxx +
+

+−−−
33

32arcsin
2
336 2 ; 

20) ( ) Cxxx +
+

+−−−
3

12arcsin
2

12472 2 ; 21) ( ) ( )
C

x
xx

x
x

+
−

+−
+

−
+

− 2

2

12
2

14
3ln

2
1 ; 

22) ( ) ( )
C

x
xx

x
x

+
+

++
+

+
−

− 2

2

23
1

22
ln

3
1 . 10.2. 1) Cx

+
8

arctg
8
1 ; 2) C

x
x

+
+
−

8
8ln

16
1 ; 

3) C
x
x

+
+−
−−

51
51ln

52
1 ; 4) ( )

( )
C

x
x

+
+−
−−

2623
2623ln

266
3 ; 5) Cx

+
+

11
12arctg

11
2 ; 
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6) C
x
xxx +
+
−

+−+
3
1ln

4
132ln

2
1 2 ; 7) Cxxx +

+
−++

3
4arctg

3
1258ln

2
1 2 ;  

8) ( ) Cx
+

−
13

13arcsin
3

1 ; 9) Cxxx +−+− 63ln 2 ;  

10) Cxxxxx +−−+−−−− 921ln292 22 ; 11) Cxx +−−− 2210 ; 

12) Cxxx ++−+−
2
521ln

2
1 2 . 

Занятие 11. Интегрирование рациональных функций 

Аудиторные задания 

11.1 Записать разложение рациональной дроби на простейшие в неопределенных коэф-

фициентах: 

1) 23 2
23
xx

x
−
− ; 2) 

( ) ( )222 31

54

−+

+

xx

x ; 3) ( )( )22

2

21
22
−++

++

xxx
xx . 

11.2 Найти неопределенные интегралы: 

1) ∫
−

− dx
xx

x
3

3

4
1 ; 2) ( )( )( ) dx

xxx
xx

∫ −−+
+−

321
42

; 3) dx
xx

x
∫

+−

+

65
32

24

2
; 4) dx

xxx
xxxx

∫
+−

+−+−

45
4932

35

2346
; 

5) ∫
++ xxx

dx
22 23 ; 6) dx

x
x
∫

−

+

8
3

3

3
; 7) ( )( )∫

++ 41 22 xxx
dx ; 8) dx

x
xx

∫
−

++

1
13

4

4
; 

9) ( )( )
dx

xx
xx

∫
+−

+−

21
3036

2

24
; 10) ∫ 








−
+

x
dx

x
x 2

1
2 ; 11) 

( )∫
+

22 4x

dx ; 12) ( )
( )∫

+

+
22 2

3

x

dxx . 

Домашние задания 

11.3 Найти неопределенные интегралы: 

1) ( )( )
dx

xxx
xxx

∫
+−+

++−

12
243216

2

24
; 2) ∫

+ 23 xx
dx ; 3) dx

x
xx

∫
+

+−

8
86

3

2
; 

4) ( )
( )( )∫

+−+

−

1341
99

2 xxx
dxx ; 5) ∫

−+ 43
5

24 xx
dxx ; 6) 

( )( ) dx
xxx
xxx

∫
+−+

−−−

453
262132

2

234
. 

Ответы: 

11.1 1) 
22 −

++
x

C
x
B

x
A ; 2) 

( ) ( )2222
1133 +

+
+

+
+

+
−

+
− x

FEx
x

DCx
x

B
x

A ; 3) 
( ) 122 22 ++

+
+

−
+

− xx
DCx

x
B

x
A . 

11.2 1) Cxxxx ++−−−+ 12ln
16
912ln

16
7ln

4
1 ; 2) Cxxx +−+−−+ 3ln

2
52ln21ln

2
1 ; 
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3) C
x
x

x
x

+
+
−

−
+
−

2
2

22
7

3
3ln

2
33 ; 4) Cxxxxxx

+++−−++−++ 2ln2ln1ln
2
11ln

2
3ln

2

2
; 

5) ( ) Cxxxx ++−++− 1arctg
2
122ln

4
1ln

2
1 2 ;  

6) Cxxxxx +
+

−++−−+
3
1arctg

34
1142ln

24
112ln

12
11 2 ; 

7) Cxxx ++++− 4ln
24
11ln

6
1ln

4
1 22 ; 8) Cxxxxx +−+−++−+ arctg1ln

4
31ln

4
11ln

4
5 2 ; 

9) Cxxxxx ++++−−+− 2ln21ln31ln123 2 ; 10) C
x

xx +
−

−−−
1

91ln3ln4 ;  

11) ( ) C
x

xx
+

+
+

482
arctg

16
1

2 ; 12) ( ) Cx
x
x

++
+
−

2
arctg

24
3

24
23

2 . 

11.3 1) Cxxxxx ++++−−+− 2ln101ln31ln2123 2 ; 2) C
x

xx +−−+
1ln1ln ; 

3) Cxxxx +
−

−+−−+
3
1arctg

3
142ln

2
12ln2 2 ;  

4) Cxxxx +
−

++−++−
3

2arctg2134ln
2
11ln 2 ; 

5) C
x
x

+
+

−

4
1ln

2
1

2

2
; 6) Cxxxxx +−−++−++ 4ln23ln1ln42 . 

Занятие 12. Интегрирование тригонометрических выражений 

Аудиторные задания 

12.1 Найти неопределенные интегралы: 

1) ∫ dxxx 3sin5sin ; 2) ∫ dxxx 3cos8cos ; 3) ∫ dxxx 4cos6sin ; 4) ∫ dxx5cos2 ; 

5) ∫ dxx3cos5 ; 6) ∫ dxx2sin4 ; 7) ∫ dxxx 2cos2sin 53 ; 8) ∫ dxxx 3cos3sin 33 ; 

9) ∫ dxxx 42 sincos ; 10) ∫ dxx2tg3 ; 11) ∫ dxx4ctg ; 12) ∫ dx
x
x

4

2

cos
sin ; 

13) ∫
+ x

dx
2sin1

; 14) ∫ + x
dx
tg1

; 15) ∫
++ xxxx

dx
22 cos12cossin8sin

; 16) ∫ + x
dx

sin45
; 

17) ∫
+ xx
dx

22 cos25sin16
; 18) ∫ ++ xx

dx
cos2sin32

; 19) ∫
x

dxx
2/3

3

cos
sin ; 20) ∫ dxxx 5cossin . 
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Домашние задания 

12.2 Найти неопределенные интегралы: 

1) ∫ dxxx 83 cossin ; 2) ∫ dxxx 3cos3sin 24 ; 3) ∫ dxxxsincos5 ; 4) ∫ dxxx 2cos2sin 35 3 ; 

5) ∫ − xx
dx

sin4cos3
; 6) ∫

− xxx
dx

cossin8sin16 2 ; 7) ∫ − x
dx

sin52
; 8) ∫

+ x
dx

2sin31
; 

9) ∫ dxxx
6

5cos
6

cos ; 10) ∫ dxx4tg . 

Ответы: 12.1 1) Cxx
+−

16
8sin

4
2sin ; 2) Cxx

++
22
11sin

10
5sin ; 3) Cxx

+−−
20
10cos

4
2cos ; 

4) Cxx
++

20
10sin

2
; 5) Cxxx

++−
15

3sin
9

3sin2
3
3sin 53

; 6) Cxxx
++−

64
8sin

8
4sin

8
3 ;  

7) Cxx
++−

16
2cos

12
2cos 86

; 8) Cxx
++−

144
6cos

48
6cos 3

; 9) Cxxx
+−−

48
2sin

64
4sin

16

3
;  

10) Cxx ++ 2cosln
2
12tg

4
1 2 ; 11) Cxxx

+++− ctg
3

ctg3
; 12) Cx

+
3

tg3
; 13) Cx +2arctg

2
1 ;  

14) Cxxx +++−+
2
11tgln

4
11tgln

2
1 2 ; 15) C

x
x

+
+
+

6tg
2tgln

4
1 ; 16) C

x

+
+

3

4
2

tg5
arctg

3
2 ;  

17) Cx
+

5
tg4arctg

20
1 ; 18) Cx

++ 2
2

tg3ln
3
1 ; 19) Cx

x
++ 3cos

3
2

cos
2 ; 

20) Cxxx ++− 2/112/72/3 sin
11
2sin

7
4sin

3
2 . 

12.2 1) Cxx
++−

11
cos

9
cos 119

; 2) Cxxx
+−−

144
6sin

192
12sin

16

3
; 3) Cx

+−
6

cos6
;  

4) Cxx +− 5 185 8 2sin
36
52sin

16
5 ; 5) Cx

x

+
−

+

3
1

2
tg

3
2

tg
ln

5
1 ; 6) C

x
x

+
−

tg2
1tg2ln

8
1 ;  

7) Cx

x

+
+−

−−

215
2

tg2

215
2

tg2
ln

21
1 ; 8) Cx +tg2arctg

2
1 ; 9) Cxx ++

3
2sin

4
3sin

2
1 ;  

10) Cxxx +−+ tgtg
3
1 3 . 
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Занятие 13. Интегрирование иррациональных выражений 

Аудиторные задания 

13.1 Найти неопределенные интегралы: 

1) 
( )∫

++ xx
dx

35
; 2) ∫ +

− dx
x
x

x 1
11 ; 3) ( )∫

+ xx
dx

43 ; 4) ∫





 + 3 2xxx

dx ; 

5) ∫
+
++ dx
x

xx
3

2

1
1 ; 6) ∫

+++ 3 1212 xx
dx ; 7) ∫

++ 532x
dx ; 8) ( )

∫
− dx

x
x

3

361 . 

13.2 С помощью соответствующих подстановок найти неопределенные интегралы: 

1) ∫
+ 411 1 xx

dx ; 2) ∫
+

x
dxx3 41 ; 3) dx

x
x

∫
+3 1 . 

13.3 С помощью тригонометрических подстановок найти неопределенные интегралы: 

1) ∫
− 21 xx

dx ; 2) ∫
+ dx

x
x 42

; 3) ∫
−
x

dxx 12
; 4) ∫

− 42

2

x

dxx ; 5) ∫ − dxxx 23 1 ; 6) dx
x

x
∫

−
4

21 . 

Домашние задания 

13.4 С помощью соответствующих постановок найти неопределенные интегралы: 

1) ∫
+
+ dx
xx

x
2

1 ; 2) ( )∫
+++

+− dx
xx

x
111

11
3 ; 3) ( )∫

+
++ dx
xx

xxx
3

63 2

1
; 4) ( )∫

+
++ dx

xx
xxx

3

3 2

1
; 

5) ∫
+

6

21
x

dxx ; 6) 
( )

∫
+

321 x

dx ; 7) ∫
+ 2

3

1 x

dxx ; 8) dx
x

x
∫

−
2

21 . 

Ответы: 13.1 1) Cx
+

+
2

3arctg2 ; 2) C
x
x

xx
xx

+
+
−

−
−++
−−+

1
1arctg2

11
11ln ; 

3) Cxx +− 66 arctg66 ; 4) C
xxxx

x
+−+−

+ 2361ln6 366

6
; 

5) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxxx ++++++−+ 6/73/23/53/8 1
7
61

2
31

5
61

8
3 ; 

6) Cxxxx +++−+++−+ 112ln312312
2
312 663 ; 7) Cxx +++−+ 532ln532 ; 

8) Cxxxx +−+− 6/76/53/2
7
63

5
18

2
3 . 
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13.2 1) C
xxx

++−





 ++






 +− 11

2
111

3
111

10
1

4

3

4

5

4 ; 2) ( ) ( ) Cxx ++−+
3/44/13/74/1 131

7
12 ; 

3) ( ) −++++−−+++ 111ln11ln216 33 233 xxxx .
3

112arctg32
3

Cx
+

++  

13.3 1) C
x

x
+

+−

−−

11

11ln
2
1

2

2
; 2) C

x

xx +
++

−+
++

24

24ln4
2

2
2 ; 3) Cxx +−−− 1arctg1 22 ;  

4) Cxx
xx

xx
+−+

−−

−+ 4
2
1

4

4ln 2
2

2
; 5) ( ) ( ) Cxx

+
−

−
−

3
1

5
1

2/322/52
; 6) C

x
x

+








 −
−

2/3

2

21
3
1 . 

13.4 1) C
x
xx +

++
−+

++
22
22ln

2
122 ;  

2) ( ) ;1arctg611ln316131
2
3 63633 2 Cxxxxx ++−++−+++++−  

3) Cxx ++ 63/2 arctg6
2
3 ; 4) Cxxx +−+ 663 2 arctg66

2
3 ;  

5) C
xx

+





 ++






 +−

3

2

5

2 11
3
111

5
1 ; 6) C

x

x
+

+ 21
; 

7) ( ) Cxx ++−+ 232 11
3
1 ; 8) C

xx
+−+−− 11arctg11

22 . 
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Занятие 14. Вычисление определенных интегралов 

Аудиторные задания 

14.1 Вычислить определенные интегралы: 

1) ∫ −
9

2

3 1 dxx ; 2) ∫
+

3

0
3

2

4 x
dxx ; 3) ∫

2

1

/1
3

21 dxe
x

x ; 4) ∫
+

e

xx
dx

1
2 )ln1(

; 5) ∫
e

dx
x

x

1

lncos ; 

6) ∫
π

−
4/

0

3coscos dxxx ; 7) ∫ −
2

0

24 dxx ; 8) ∫
++

5

0 132 xx
dx ; 9) ∫

+
−9

4 2
1 dy

y
y ;  10) ∫

+

9

01 x
dxx ; 

11) ∫
e

dxx
1

ln ; 12) ∫
++

1

0
2 54xx

dx ; 13) ∫
π

+
0

cos)12( dxxx ; 14) ∫
π

π− +

2/

2/ cos1 x
dx ; 15) ∫

π 2/

0

5 2sincos dxxx ; 

16) ∫
π 2/

0

2 cos dxxe x ; 17) dxx∫
1

0
arctg ; 18) ∫

+−
−3

2
23 52
157 dx

xxx
x ; 19) ∫

−
+1

0
4

5

16
1 dt
t

t ; 20) ∫ +
−2

0 12
12 dx

x
x . 

Домашние задания 

14.2 Вычислить определенные интегралы: 

1) ∫
π 2/

0
cos dxxx ; 2) ∫

e
dxxx

1

2ln ; 3) ∫
+

8

3 1 x
dxx ; 4) ∫

+

3

1 ln1

e

xx
dx ; 5) ∫

++

5

0 132 xx
dx ; 

6) ∫
e

dxx
1

3ln ; 7) ∫
π

π

3/

4/
2sin x
dxx ; 8) dx

xx
xxxx

∫
− ++

−+−2

2
24

357

13
23 ; 9) ∫

π

+

2/

0 cos23 x
dx ; 10) ∫

π

+

4/

0
2sin21 x

dx . 

Ответы: 14.1 1) 
4
45 ; 2) 

4
31ln

3
1 ; 3) 

2

4/1ee − ; 4) π/4; 5) 1sin ; 6) 1
2
2

3
2 4

+− ; 7) π; 8) ( )4 7/2ln
3
4 ; 

9) 





 −

3
5ln6

3
132 ; 10) ∫ 






 +

9

0
4ln

2
32 ; 11) 1; 12) 2arctg3arctg − ; 13) – 4; 14) 2; 15) 2/7;  

16) ( ) 5/2−πe ; 17) 2ln
2

1

4
−

π
; 18) ∫ +−+

π
−+−

3

2 2

1
arctg

4

7
5ln

2

3
2ln6

16

7
8ln

2

3
3ln3 ;  

19) ( )
2
1

5
4ln2ln643ln31

32
1

−−−− ; 20) 5ln2 − . 14.2 1) 1
2
−

π ; 2) )1(
4
1 2 −e ; 3) 

3
32 ; 4) 2;  

5) 112ln
5
1 ; 6) e26 − ; 7) 

2
3ln

2
1

36
)349(
+

−π ; 8) 0; 9) 
5

1arctg
5

2 ; 10) 
33
π . 
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Занятие 15. Приложения определенных интегралов 

Аудиторные задания 

15.1 Найти площади криволинейных фигур, ограниченных линиями: 

1) 0,,,ln 3 ==== yexexxy ; 2) 2,22 +=+= xyxxy ; 3) 0,1,32 === xyxy ; 

4) 0,642 =−= yxxy ; 5) pyxpxy 2,2 22 == ;  6) taytax 33 sin,cos == ; 

7) tytx sin2,cos2 == ; 8) π≤ϕ≤ϕ= 20,ar ; 9) ϕ= cosar ; 10) 0333 =−+ axyyx . 

15.2 Найти длину дуги кривой: 

1) 5,32 == xxy ; 2) 83,ln ≤≤= xxy ; 3) 4/0,cosln π≤≤= xxy ; 

4) .sin,cos tRytRx == ; 5) ( ) ( )ttayttax 2sinsin2,2coscos2 −=−= ; 6) taytax 33 sin,cos == ; 

7) )cos1( ϕ+= ar ; 8) ϕ=ρ ae  в круге радиуса ar = ; 9) 32
3
1, ttytx −== . 

15.3 Найти объем тела, полученного вращением криволинейной трапеции, ограниченной 

кривыми, около указанной оси: 

1) Oxxxy ,1,42 == ; 2) Oxxyxxy x ;,1,0,e ==== ; 3) Oyxyxy ,, 22 == ; 

4) Oyyxxy ,0,2 2 =−= ; 5) Oytayttax ),cos1(),sin( −=−= . 

Домашние задания 

15.4 Найти площади криволинейных фигур, ограниченных линиями: 

1) 



 π

∈===
2

,0,0,cos,sin xyxyxy ; 2) 0,e)2( 2 =+= − yxxy x ;  

3) 32 3,3 ttytx −== ; 4) 1,1 32 −=−= tytx ; 5) ϕ= 2sinar . 

15.5 Найти длину дуги кривой: 

1) [ ]2/1;0),1ln( 2 ∈−= xxy ; 2) [ ]π∈−=+= ,0),cos(sin),sin(cos ttttRytttRx ;  

3) [ ]3/4;4/3,/1 ∈ϕϕ=ρ . 

15.6 Найти объем тела вращения: 

1) Oxhhaxayx ),0(,222 >+==− ;  

2) [ ] Oxxxy ,1,0,arcsin ∈= ; 3) Oxtaytax ,2sin,cos == . 

Ответы:  

15.1 1) 2e3 2

3

4
p; 2) 4,5; 3) 3/5; 4) 4/3; 5) ; 6) 8/3 2aπ ; 7) 6π; 8) 233/4 aπ⋅ ; 9) 8/2aπ ; 10) 2/3 2a . 
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15.2 1) 
27

27
24 ; 2) 

2

3
ln

2

1
1+ ; 3) 











−

+

21

21
ln

2

1
; 4) 2πR; 5) 16a; 6) 8a; 7) a24 ; 8) 2a ;  

9) 34 . 15.3 1) 2π; 2) ( )1
2

2 −
π

e ; 3) 0,3π; 4) 16π/15; 5) 336 aπ . 15.4 1) 22 − ; 2) 5/372 ;  

3) 8/15; 4) 
4

2aπ ; 5) 
4

2aπ . 15.5 1) 
2

1
3ln − ; 2) 

2

2Rπ ; 3) 
12

5

2

3
ln + . 9.6 1) ( )ha

h
+

π
3

3

2
;  

2) 










−

π
π 2

4

2
; 3) 3

15

8
aπ . 

Занятие 16. Несобственные интегралы 

Аудиторные задания 

16.1 Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость: 

1) ∫
+∞

∞−

− dxxe x2
; 2) ∫

+∞

e xx
dx
ln

; 3) ∫
+∞

e xx
dx

3ln
; 4) ∫

∞

∞− ++ 1162 xx
dx ; 5) ∫

+∞

+0 4 x
dx ; 6) ∫

+∞

0
cos dxxx ; 

7) ∫
−

3

1
2)1(x

dx ; 8) ∫
− −

0

2 24 x

dx ; 9) ∫
π +2/

0
2sin

12 dx
x

x ; 10) ∫
2

1 ln xx
dx ; 11) ∫

π/2

0
2
/1cos dx

x
x ; 12) ∫

−

2

0 2

3

4 x

dxx . 

16.2 Исследовать на сходимость интегралы: 

1) ∫
+∞

++1
2 345 xx

dx ; 2) ∫
+∞ +

1
3
sin4 dx
x

x ; 3) ∫
+∞

+2
2sin xx

dx ; 4) ∫
3

0
3

/1cos dx
x

x ; 5) ∫ −

1

0 tg xx
dx ; 6) ∫

π 2/

0

sinln dx
x

x . 

Домашние задания 

16.3 Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость: 

1) ∫
+∞

+1
2 1x
dxx ; 2) dx

x
x

∫
+∞

+1
21

arctg ; 3) ∫
+∞

+1
2)1( x

dxx ; 4) ∫ −

2

1 1x
dxx ; 5) ∫

1

0
ln dxxx ; 6) ∫

+−

2

0
2 34xx

dx ;7) ∫
−

−0

1
2

/1

x
e x

. 

Ответы: 16.1 1) 0; 2) расходится; 3) 1/2; 4) 
2

2π ; 5) расходится; 6) расходится; 7) расхо-

дится; 8) 2/π ; 9) расходится; 10) 2ln2 ; 11) расходится; 12) 
3

16 . 

16.2 1) сходится; 2) расходится; 3) расходится; 4) сходится; 5) сходится; 6) сходится. 

16.3 1) расходится; 2) 
32

3 2π ; 3) расходится; 4) 
3
8 ; 5) 

4
1

− ; 6) расходится; 7) – e. 
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Занятие 17. Двойной интеграл. Его вычисление в декартовой системе координат 

Аудиторные задания 

17.1 Расставить пределы интегрирования в повторных интегралах по указанным областям 

D: 

1) 2,0,: === xyxyD ; 2) xyxyyyD 35,2,4,1: −==== ; 3) 5,4,/1: === xyxyD . 

17.2 Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах: 

1) ( )dxyxfdy
y

y
∫∫
−

−

33

1

4

1
, ; 2) ( )

( )
dyyxfdx

x

x
∫ ∫
−

−−

+

2

1

15

2

2

, ; 3) ( ) ( )dyyxfdxdyyxfdx
x

x

x
∫ ∫∫∫ +
3

1

1

99

1

0 22
,, . 

17.3 Вычислить повторные интегралы: 

1) ( )dyyxdx
x
∫∫ +
31

0
; 2) ( )dyyxd∫ ∫

π π
+ϕ

2/

0 0
cos ; 3) ( )dxyxdy

y

y
∫∫
−

+
51

0
3 . 

17.4 Вычислить двойной интеграл по областям, ограниченным указанными линиями: 

1) 
( )

2,0,1:,4 ==−=∫∫ xxyxyDdyydxx
D

;  

2) 
( )

xy
y

xDxdxdy
D

−==∫∫ 7,
6

:, ; 

3) ( )
( )

1,022,064:,2 −==−−=−−+∫∫ xyxxyDdxdyyx
D

; 

4) ( )
( )
∫∫ +
D

dxdyyx 2 , D – треугольник ABC, ( ) ( )2,6,4,3 BA , 







2
1,3C ; 

5) ( )
( )
∫∫ +
D

dxdyyx 22 , D – треугольник ABC, ( ) ( )2,2,0,0 BA , ( )6,2C ; 

6) ( )
( )
∫∫ +
D

dxdyxy2 , D – параллелограмм ABCD, ( ) ( )4,3,2,1 BA − , 





 −−








2
3,1,

2
1,3 DC ; 

7) ( )
( ) 22

,20:,12 xyxxDdxdyxy
D

≤≤≤≤+∫∫ ; 

8) ( )
( ) 2

,0,2,:,2sin 22 π
==+==−∫∫ xxxyxyDdxdyyx

D
; 

9) ( )
( )

4,,
2

:,33 ===+∫∫ xxy
x

yDdxdyyx
D

; 
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10) 
( )
∫∫ +

D

yx dxdye , D – треугольник ABC, ( ) ( ) ( )0,0,3,5,6,7 CBA −− ; 

11) 
( )

2,4:, 222 ≥+≤+∫∫ yxyxDdxdyxy
D

; 

12) ( )
( )

21,12:,cos4 32 ≤≤−≤≤−+∫∫ yxDdxdyyxy
D

. 

Домашние задания 

17.5 Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах: 

1) ( ) ( )dyyxfdxdyyxfdx
x

x

x

x
∫ ∫∫∫

−

−

+−

−
+

6

4

7

24

44

24

4

0
,, ; 2) ( )dyyxfdx

x

x
∫ ∫

−2

0

6

2
, . 

17.6 Вычислить двойные интегралы по заданным областям: 

1) ( )∫∫ +
D

dxdyyx ,2  ( ) ( ) ( )2,5,4,3,1,1,: CBAABCD ∆ ; 2) ∫∫
D

xydxdy ,  1,4: 2 −== xyxyD ; 

3) ,
2
dxdy

y
x

D
∫∫  xy

x
yD −== 4,

5
: ; 4) ( )∫∫ −+

D
dxdyxyx ,652  4,0,: === yyxyD ; 

5) ( ) ,2sin dxdyyx
D
∫∫ +  xyyxD =

π
== ,

2
,0: ; 

6) ( ) ,2 dxdyyx
D
∫∫ +  

2
5

2
1,1

2
1,3,1: +=−==−= xyxyxxD ; 

7) ( ) ,4 dxdyy
D
∫∫ −  0,1,

4
:

2
=== xyxyD ; 8) ∫∫

D
dxdyxy ,ln  2,,1: === xxy

x
yD . 

Ответы: 17.3 1) 11/2; 2) – 2; 3) – 25/6. 17.4 1) 
21
197 ; 2) 

6
520 ; 3) 

12
14− ; 4) 

4

3
43 ; 5) 

3
432 − ;  

6) 
2
145 ; 7) 

105
47 ; 8) 

6
22

3π
−π− ; 9) 

5
752 ; 10) 

104
9

91
3

56
3

13

8
−

⋅
+

e
e ; 11) 

5

8
;  

12) 1sin32sin32189 3 ++− . 17.6 1) 
3
2176 ; 2) 48; 3) 3ln6− ; 4) 848; 5) 

3
2 ; 6) 49; 7) 

15
68 ;  

8) 
8
5

4
2ln5
− . 
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Занятие 18. Замена переменных в двойном интеграле 

Аудиторные задания 

18.1 С помощью надлежащей замены переменных вычислить двойные интегралы: 

1) 
( )( )

4,5,1,1:,
1 2 =−=+−=−=+

++
∫∫ yxyxyxyxD

yx
dxdy

D
; 

2) 
( )( )

∫∫
+D yx

dxdy
3 , D – трапеция ABCD, ( ) ( ) ( ) ( )1,3,2,6,6,2,3,1 DCBA ; 

3) 
( )

0,0,4:, 222 ≥≥=+∫∫ yxyxDdxdyx
D

;  

4) 
( )

222
2

22 4
4

:, π≤+≤
π

+∫∫ yxDdxdyyx
D

; 

5) 
( )

16:,
25

22
22

≤+
−−

∫∫ yxD
yx

dxdy

D
; 

6) ( )
( )

41:,2 222244 ≤+≤++∫∫ yxDdxdyyxyx
D

; 

7) 
( )

1
3616

,1
94

:,
94

sin
222222
=+=+










+π∫∫

yxyxDdxdyyx

D
; 

8) 
( )

222222 :, RyxDdxdyxRy
D

=+−∫∫ ; 

9) ( )
( )

6:,arctg 2222 =++∫∫ yxDdxdy
x
yyx

D
; 10) 

( )( )
21:, 22

222

22
≤+≤

+
∫∫ yxDdxdy

yx

yx

D
. 

Домашние задания 

18.2 С помощью замены переменных вычислить двойные интегралы: 

1) ∫∫
+D yx

dxdy
3)(

, где область D ограничена линиями: xyxyxyxy −=−=== 4,8,
3
1,3 ; 

2) ∫∫ +
D

dxdyyx 3)( , где область D ограничена линиями: xyxyyxyx 4,2,5,1 ===+=+ ; 

3) ∫∫
+D yx

dxdy
4)(

, где область D ограничена линиями: 04,03,1,2 =−=−=+=+ xyxyyxyx ; 

4) ∫∫ −π−
D

dxdyyxyx 222 )(sin)( , где область D ограничена линиями: 4,2 =+=+ yxyx , 

2,1 =−−=− yxyx ; 
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5) ∫∫ +

D

yx dxdye
22

, где область D ограничена линиями: 4,1 2222 =+=+ yxyx ; 

6) ∫∫
D

xydxdy , где область D ограничена линиями: ,4,3, 22 xyxxyxy =+=−=  

xyx 922 =+ ; 

7) ∫∫ 









+π

D
dxdyyx

94
sin

22
, где область D ограничена эллипсами: ,1

94

22
=+

yx  1
3616

22
=+

yx
; 

8) ∫∫ −
D

dxdyyx )( 22 , где область D ограничена лемнискатой ( ) ( )22222 4 yxyx −=+ . 

Ответы: 18.1 1) 6/5 ; 2) 16/1 ; 3) π; 4) 22 π−π ; 5) 4π; 6) 21π; 7) – 12; 8) 
45

32 5R
; 9) 218π ;  

10) 
8

π
. 18.2 1) 

16
1 ; 2) 

75
2383 ; 3) 

160
3 ; 4) π− /3 ; 5) )1( 3 −π ee ; 6) 28,73; 7) – 12; 8) 3/16 . 

Занятие 19. Приложения двойного интеграла 

Аудиторные задания 

19.1 Вычислить с помощью двойного интеграла площадь фигуры, ограниченной линия-

ми: 

1) 3,42 −== xyxy ; 2) 6,07 ==−+ xyyx ; 3) 22 3,2,6,4 xyxyxyxy ==== ; 

4) RxyxRxyx =+=+ 2222 ,2 ; 5) 1,,222 −=−=−=+ yxyyyx ;  

6) ( ) ( )22222 8 yxyx −=+ ; 7) 1
416

,1
14

2222
=+=+

yxyx . 

19.2 Вычислить с помощью двойного интеграла объем тела, ограниченного указанными 

поверхностями: 

1) 422 ++= yxz ; 

2) xyxyxyxyxyz ===== ,
2

1
,4,2, 22 ; 

3) 0,3,1,052,022,02 ==−==+−=−−=−+ zxxyxyxzyx ; 

4) 0,3,2,25 22 =±=±=−−= zyxyxz ; 

5) 0,0,3,2,022 =====−+ yxyxzyx ; 

6) 2222 Rzyx =++ ; 
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7) ( ) ( ) 0,0,,0 22232222 >=+=+=−+ azyxayxazyx ; 

8) 8,3,, 2222 =+==+= yxyxyxyxz ; 9) 1
2

2

2

2

2

2
=++

c

z

b

y

a

x
. 

19.3 Найти массу пластинки, имеющей плотность ( )yx,γ=γ  и ограниченной линиями: 

1) ( )
22

2222 ,,0,0,16,4
yx

xyxyxyxyx
+

=γ≥≥=+=+ ; 

2) ( ) ( ) ( ) 2222222 ,,0,0,9 yxyxyxyxyx +=γ≥≥−=+ ; 

3) ( ) ( )2,,4,2,2,1 yxyxxyxyyxyx +=γ===+=+ ; 

4) ( ) xyyx 8
222 =+ , если поверхностная плотность пластинки в каждой точке равна квад-

рату расстояния от этой точки до начала координат. 

19.4 Найти статические моменты относительно осей координат, центр тяжести и момен-

ты инерции однородной пластинки, ограниченной указанными линиями: 

1) 3,8,03 ==+=− xyxyx ; 

2) 0165,03,4 =−+=−=+ yxyxyx ; 

3) 223 2, xyxy −== ; 4) xyx ≤+ 22 ; 5) ϕ+= cos1r . 

Домашние задания 

19.5 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) )0,0(,3,42 ≥>−== yaxayaxy ;  

2) 03,8,03,4 =−=+=−=+ yxyxyxyx ; 

3) 442,44 22 xyxy −=−= ; 4) ( ) 2222222 ,2 ayxxyayx =+=+ . 

19.6 С помощью двойного интеграла вычислить объем тела, ограниченного указанными 

поверхностями: 

1) 16222 =++ zyx ; 2) 1
1694

222
=++

zyx . 

19.7 Найти массу пластинки, ограниченной линиями: 

( )
( )3

1,,05,02,3,1
yx

yxyxyxyxyx
+

=γ=−=−=+=+ . 
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Ответы: 19.1 1) 
4
63 ; 2) 6ln65,17 − ; 3) 

2
3ln

3
2

− ; 4) 
4

3 2Rπ ; 5) 
2
1

4
+

π ; 6) 8; 7) 6π. 19.2 1) 4,5 π; 

2) 630; 3) 49; 4) 496; 5) 26; 6) 
3

4 3Rπ ; 7) 
2
a ; 8) 

3
4π ; 9) 

3
4 abcπ . 19.3 1) 6; 2) 

32
81π ; 3) 

2
1 ; 4) 2π. 

19.4 1) 







3
8,4C  – центр тяжести; 2) 






 2,

3
10C ; 3) 








7
8,0C ; 4) 

64

π
=xJ ; 5) 






 0,

6
5C .  

19.5 1) 
3

10 2a ; 2) 12; 3) 8; 4) 12 −πa . 19.6 1) 
3

256π ; 2) 
3

96π . 19.7 1/9. 

Занятие 20. Тройной интеграл и его вычисление в декартовой системе координат 

Аудиторные задания 

20.1 Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле по указанной области: 

1) 0,0,0,024432: ====−++ zyxzyxV ; 2) 0,0,0,4: ====++ zyxzyxV ; 

3) 2,0,4: 22 ===+ yyzxV ; 4) 4,: 222 ==+ zzzxV ; 

5) 0,,: 22 >>=−−= acaxzycxV ; 6) xzzxV 4: 222 ≤++ . 

20.2 Вычислить повторные интегралы: 

1) ( )∫ ∫ ∫ ++
1

0

0

2

3

0

22 dzzyxdydx ; 2) 
( )∫ ∫ ∫

− −− −− +++

0

1

0

1

0

1
5234x yx zyx

dzdydx ; 

3) ∫ ∫ ∫
−

−−

−3

0

3
2

3
2

3
24

2 2

z

z

z

x

dydxdz ; 4) ∫ ∫ ∫
−1

0

2

0

3

2

2
2

2

x

x

dzxydydx . 

20.3 Вычислить тройные интегралы: 

1) ( )dxdydzyxz
V
∫∫∫ ++ 222  czbyaxV ≤≤≤≤≤≤ 0,0,0: ; 

2) 
( )31 zyx

dxdydz

V +++
∫∫∫  0,0,0,1: ====++ zyxzyxV ; 

3) dxdydzz
V
∫∫∫  2210,2,

2
10: yxzxyxxV −−≤≤≤≤≤≤ ; 

4) dxdydzz
V
∫∫∫  0,1

49
: 2

22
≥≤++ zz

yx
V ; 

5) ( )dxdydzzyx
V
∫∫∫ +++ 5486  10,10,10: ≤≤≤≤≤≤ zyxV ; 
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6) ( )dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++ 222  axxbzyV ===+ ,0,: 222 ; 

7) ( ) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++

3222  1,0,1: 22 ===+ yyzxV ; 

8) ( )dxdydzy
V
∫∫∫ − 21  4,0,62,: 2 ===+= zxxzyzV ; 

9) ( )dxdydzzyx
V
∫∫∫ +−4 0,0,0,1,2: 2 ====+−= zyxyxxzV ; 

10) dxdydz
V
∫∫∫  1223,3,0,2: 2 =+=== zyzzxyV ; 

11) dxdydzxz
V
∫∫∫ 2 .3,0,2,2,2,0: 2 ==−==== zzyyxxyyV  

Домашние задания 

20.4 Вычислить повторные интегралы: 

1) ∫ ∫ ∫
−

−

1

0 0

22

1

x x

x
ydzdydx ; 2) ( )∫ ∫ ∫ ++

1

0

2

0

4

0

222 dxzyxdydz . 

20.5 Вычислить тройные интегралы по областям, ограниченным указанными поверхно-

стями: 

1) dxdydzzxy
V
∫∫∫ 32  0,1,,: ==== zxxyxyzV ; 

2) xdxdydz
V
∫∫∫  0,0,0,,: =====+ zyxhyazxV ; 

3) xydxdydz
V
∫∫∫ ( );0,00,0,1,0,1: 22 ≥≥=====+ yxyxzzyxV  

4) yzdxdydz
V
∫∫∫  0,1: 222 ==++ zzyxV ; 

5) xdxdydz
V
∫∫∫  0,0,0,,: 22 ====++= zyxayxyxzV ; 

6) xydxdydz
V
∫∫∫  ( )00,1,: ≥==+= zzyxxyzV ; 

7) ydxdydz
V
∫∫∫  0,0,3,1,32: =====+ zxyyzxV ; 

8) zdxdydz
V
∫∫∫  0,0,32: ===+ zxzxV ; 

9) 
( )3234 −++

∫∫∫ zyx
dxdydz

V
 0,0,0,4: ====++ zyxzyxV . 
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Ответы: 20.2 1) 18,5; 2) 0; 3) ( )
5

12416 − ; 4) 
5

16 . 20.3 1) ( )cbaabc ++ ; 2) 





 −

8
52ln

2
1 ; 3) 

192
7 ; 

4) 3π; 5) 11; 6) 









+π

23

22
2 baab ; 7) 420/431π ; 8) 

5
64 ; 9) 

35
6 ; 10) ( )

5
12416 − ; 11) 30.  

20.4. 1) 
12
1 ; 2) 56. 20.5 1) 

364
1 ; 2) bha /3 ; 3) 

8
1 ; 4) 0; 5) 15/5a ; 6) 

180
1 ; 7) 9; 8) 

4
9 ;  

9) 2ln
24
110ln

12
114ln

24
1

+− . 

Занятие 21. Замена переменных в тройном интеграле 

Аудиторные задания 

21.1 Вычислить тройной интеграл, переходя к цилиндрическим координатам: 

1) ( ) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++

422  ( )0,: 22 >=+= cczyxzV ; 

2) ( )dxdydzzyx
V
∫∫∫ − 2122  0,,1: 2222 =+==+ zyxzyxV ; 

3) ( )dxdydzzx
V
∫∫∫ −35  4,032,1: 22 ==+−=+ zzyxyxV ; 

4) ( ) dxdydzyxR
V
∫∫∫ −−

4222  4,0,4,2: 2222 ===+=+ zzRyyxRyyxV ; 

5) ( )dxdydzzx
V
∫∫∫ + 22  2,2: 22 =+= yzxyV ; 

6) ( ) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++ 2  22222 3,2: yxRzyxRzV −−=+= ; 

7) dxdydzyxz
V
∫∫∫ + 22  azzyxyxV ====+ ,0,0,2: 22 ; 

8) dxdydzyx
V
∫∫∫ 22  0,,1: 2222 ≥+≤≤+ zyxzyxV ; 

9) ( ) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++

3222  1,0,1: 22 ===+ yyyxV . 

21.2 Вычислить тройной интеграл, переходя к сферическим координатам: 

1) dxdydz
c

z

b

y

a

x

V
∫∫∫ 










++

3

2

2

2

2

2

2
 1:

2

2

2

2

2

2
=++

c

z

b

y

a

x
V ; 

2) ( ) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++

3222  0,: 2222 ≥≤++ zRzyxV ; 
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3) ( ) dxdydzzyx
V

n
∫∫∫ ++ 222  2222: RzyxV ≤++ ; 

4) ( ) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++

3222  1: 222 ≤++ zyxV ; 

5) dxdydz
c

z

b

y

a

x

V

n

∫∫∫ 









++

2

2

2

2

2

2
 1:

2

2

2

2

2

2
=++

c

z

b

y

a

x
V ; 

6) ( ) dxdydzyxz
V
∫∫∫ −−

32223  4: 222 =++ zyxV ; 

7) ( )dxdydzyxz
V
∫∫∫ −− 2223  RzzyxV 2: 222 =++ ; 

8) dxdydz
V
∫∫∫  14: 222 =++ zyxV . 

Домашние задания 

21.3 Вычислить тройной интеграл, переходя к цилиндрическим координатам: 

1) dxdydzz
V
∫∫∫  0,: 222 =+= zyxzV ; 

2) 
( )∫∫∫

+V yx

xydxdydz
322

 4,,0,: 22 =≥≥+= zyxyyxzV ; 

3) ( )dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++ 222  3,0,4: 22 ===+ xxyxV . 

21.4 Вычислить тройной интеграл, переходя к сферическим координатам: 

1) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++ 222  9: 222 ≤++ zyxV ; 

2) ( ) dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++

3222  0,0,0,10: 222 ≥≥≥≤++ zyxzyxV ; 

3) dxdydzxyz
V
∫∫∫ 2  0,0,0,1: 222 ≥≥≥=++ zyxzyxV ; 

4) 
1222 +++

∫∫∫
zyx

dxdydz

V
 ( )00,: 2222 ≥=≤++ yyRzyxV . 

Ответы: 21.1 1) 6

30

31
cπ ; 2) 160/π ; 3) 

8

133π−
; 4) 478R− ; 5) 3/16π ; 6) ( ) 30/9731085 −πR ;  

7) 9/8 2a ; 8) 32/π ; 9) 
420

431π
. 21.2 1) abc

9

4π
; 2) 

3

6Rπ
; 3) 32

32

4 +

+

π nR
n

; 4) 315/928π ;  
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5) 
32

4

+

π

n

abc
; 6) 

15

128π
; 7) 

15

64 5Rπ
; 8) 3/2π . 21.3 1) π4/a ; 2) 

3

4
; 3) 60π. 21.4 1) 81π;  

2) 
9

105000 π
; 3) 

105

1
; 4) ( )1arctg2 +−π RR . 

Занятие 22. Приложения тройного интеграла 

Аудиторные задания 

22.1 Вычислить с помощью тройного интеграла объем тела, ограниченного поверхностя-

ми: 

1) xyxyyxzyxz ==+=+= ,,22, 22222 ; 2) 2, 2222 =+++= yxzyxz ; 

3) 2222 8,2 yxzzyx −−==+ ; 4) 0,164,4 2222 ≥−−≤≥+ zyxzyx ; 

5) 
3

,
2

222222 z
yxRzyx ≤+≤++ ; 6) ( ) ( )2223222 yxzyx +=++ ; 

7) xyz
zyx

=










++

2222

543
; 8) 2,0,0,22 ===−= yyzxyz ; 9) 2,22 =+= yzxy . 

22.2 Вычислить массу тела с плотностью γ, ограниченного поверхностями: 

1) yzxzyxzyx 2,02,0,0,0 =γ=−++=== ; 

2) 222222 ,0, yxzrzyx +=γ≥≤++ ; 

3) ( ) 22222222 92,181829 zyxyxzyx +++=γ=++ ; 

4) 2222 1020,10 yxzyxz −−=+= , γ в каждой точке равна квадрату расстояния от точки 

до оси OZ; 

5) 2222 ,, zxbyzxby +=γ=+= ; 6) ( )222222 ,2,0,1 zyxzzyx ++=γ===+ ; 

7) zyxyyzx ++=γ==+ 2222 ,4, ; 8) 222222 ,9 zyxzyx ++=γ=++ ; 

9) 
3222222

4916
,1

4916 









++=γ=++

zyxzyx
. 

22.3 Определить координаты центра масс тела, если: 

1) 222const, yxRzC −−=−=γ ; 2) 1,44,4 2222 =γ+=−−−= yxzyxz ; 

3) 4,4 22 =+= yzxy ; 4) zyxzyxzyx ++=γ====++ ,0,0,0,4 ; 

5) 2222 ,3,0,9 yxzzyx +=γ===+ ; 6) 2222 ,4,0,4 yxzzzzyx ++=γ===+ ; 
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7) const,0,1
194

222
=γ==++ zzyx ; 8) const,2,0222 =γ==−− zyxz . 

22.4 Вычислить момент инерции: 

1) прямого кругового цилиндра высотой 2h радиуса R относительно диаметра среднего 

сечения, 0γ=γ ; 

2) однородного тела относительно координатных плоскостей, координатных осей и нача-

ла координат, если 2,0,4: 22 ===+ xxyzV ; 

3) ( ) ( )0,0: 222 >=≥=+ CCzzzyxV . 

Домашние задания 

22.5 С помощью тройного интеграла найти объем тела, ограниченного поверхностями: 

1) ( )0,9,4 222222222 ≥=+=++=++ yyzxzyxzyx ; 

2) 0,0,,13,10 222222 ≥=+==+=+ yzyxzxyxxyx ; 

3) 0,,2 2222 =+==+ zyxzxyx . 

22.6 Найти массу тела, ограниченного заданными поверхностями (плоскостями) с плот-

ностью γ: 

1) 222222 ,16 zyxkzyx ++=γ=++ ;  

2) 1,0,,2 22222 =γ≥+=−−= zyxzyxz . 

22.7 Вычислить момент инерции: 

1) круглого конуса относительно диаметра основания; 

2) однородного тела, ограниченного указанными поверхностями, относительно коорди-

натных плоскостей, координатных осей и начала координат 

4,0,0,0,632: =====+ zzyxyxV ; 

3) ( ) 0,0,0,0: ===>=++ zyxaazyxV ; 

4) axzyaxV =+= ,: 22 . 

22.8 Вычислить координаты центра масс тела, ограниченного сферой радиуса a и кониче-

ской поверхностью с углом при вершине 2α, если вершина конуса совпадает с центром сфе-

ры (ось конуса принята за ось Oz, вершина помещена в начале координат). 
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Ответы: 22.1 1) 
35
3 ; 2) 6/5π ; 3) ( )728

3
4

−π ; 4) 18π; 5) 3
3

2 3Rπ ; 6) 105/64π ; 7) 10;  

8) 3/16 ; 9) 256π. 22.2 1) 315/16 ; 2) 2
15
4 rπ ; 3) π

3
222 ; 4) 3/55π ; 5) 

2

5bπ ; 6) 
3

16π ; 7) 32π;  

8) 81π; 9) 16π. 22.3 1) 





 R

8
3;0;0 ; 2) 








5
2;0;0 ; 3) ( )0;3;0 ; 4) 








5
16;

5
16;

5
16 ; 5) 








2
3;0;0 ; 6) ( )3;0;0 ; 

7) 







8
3;0;0 ; 8) 








2
3;0;0 .  

22.4 1) 











+πγ=

23
2 2

22
0

RhhRIox ; 2) π==π=
π

=
π

== 34,32,
3

32,
3

8
ozoyoxyzxzxy IIIIII ;  

3) 
10

3,
10

,
4

,
20

,
5

55555 cIcIcIIcIIcI oozoyoxyzxzxy
π

=
π

=
π

==
π

==
π

= . 

22.5 1) 
6

219 π ; 2) 266; 3) 2/3π . 22.6 1) 256kπ; 2) 6/5π . 22.7 1) ( )22
2

32
60

rhhr
+

π ;  

2) 90,26,82,72,18;8,64 ======= ozyxyzxzxy IIIIIII ;  

3) 
20

,
30

,
60

555 aIaIIIaIII ozyxyzxzxy ======= ;  

4) 
3

,
6

,
4

,
12

5555 aIIaIaIaII zyxyzxzxy
π

==
π

=
π

=
π

== . 22.8 ( )α+=== cos1
8
3,0,0 azyx ccc . 

Занятие 23. Криволинейные интегралы I рода 

Аудиторные задания 

23.1 Вычислить криволинейные интегралы по указанным кривым: 

1) ∫
L

xdl , где L – парабола ( )212 ≤≤= xxy . 

2) ∫ −L yx
dl , где L – отрезок прямой 2

2

1
−= xy , заключенный между точками ( )2;0 −A  и 

( )0;4B . 

3) ∫
+L

dl
x

x
2

3

sin1

sin
, где L – дуга косинусоиды 






 π

≤≤=
2

0cos xxy . 

4) ∫
L

dly2 , где L – первая арка циклоиды ( ) ( ) 0,cos1,sin >−=−= atayttax . 

5) ∫
L

ydlx2 , где L – часть окружности, лежащая в первом квадранте. 
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6) ∫
L

xyzdl , где L – отрезок прямой между точками ( )1;0;1A  и ( )3;2;2B . 

7) ∫
+L

dl
zx

y

3
, где L – дуга линии 

3
,

2
,

32 t
z

t
ytx ===  от ( )0;0;0O  до 











3

22
;2;2B . 

8) ∫
L

dl , где L – кардиоида ( )ϕ−=ρ cos1a . 

9) ( )∫ +
L

dlyx , где L – дуга лемнискаты Бернулли 
44

,cos2 π
≤ϕ≤

π
−ϕ=ρ . 

10) ∫ 







+

L
dl

x

y
yx

2
22 arctg , где L – дуга кривой 

2
0,2sin

π
≤ϕ≤ϕ=ρ a . 

Домашние задания 

23.2 Вычислить следующие криволинейные интегралы: 

1) ∫
++L yx

dl

52
, где L – отрезок прямой 22 −= xy , заключенный между точками ( )2;0 −A  и 

( )0;1B . 

2) ∫
+L

dl
x

x
2

2

cos1

cos
, где L – дуга синусоиды ( )π≤≤= xxy 0sin . 

3) ∫
++L yx

dl

422
, где L – отрезок прямой, соединяющий точки ( )0;0O  и ( )2;1A . 

4) ∫
+

−

L yx

xdyydx
22

, где L – окружность taytax sin,cos ==  (в положительном направлении). 

5) ∫ +
L

dlyx 22 , где L – кривая 
( )
( )




−=
+=

,cossin
,sincos

tttay
tttax

 ( )π≤≤ 20 t . 

6) ∫ 




 +−

L
dlyxz 222 , где L – первый виток конической винтовой линии 

ttyttx sin,cos == , π≤≤= 20, ttz . 

7) ∫
L

xyzdl , где L – дуга кривой: tytx == ,
2
1 2 , ( )10,

3
22 3 ≤≤= ttz . 

8) ∫
L

dlxy2 , где L – отрезок прямой между точками ( )0;0O  и ( )3;4A . 

9) ∫ +
L

dlyx 22 , где L – верхняя половина кардиоиды ( )ϕ+=ρ cos1a . 
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10) ( )∫ +
L

dlyx , где L – лепесток лемнискаты ϕ=ρ 2sin , расположенной в I координат-

ном углу. 

Ответы: 23.1 1) ( )551717
24
1

− ; 2) 2ln5 ; 3) 
3
2 ; 4) aaπ4 ; 5) 27; 6) 12; 7) 

2
1 ; 8) 8a; 

9) 2 ; 10) 
24

32πa . 23.2 1) 6ln
5

5
; 2) 

2

π
; 3) 

2

53
ln

+
; 4) π− 2 ; 5) ( )














−π+ 141

3
2
3

2
2a ;  

6) ( )













−π+ 121

3
22 2

3
2 ; 7) 

143
216 ; 8) 45; 9) 

3
16 2a ; 10) 2. 

Занятие 24. Криволинейные интегралы II рода 

Аудиторные задания 

24.1 Вычислить криволинейные интегралы по указанным кривым: 

1) ( )∫ +−
L

ydyxdxxy 21  от точки ( )0;1A  до точки ( )2;0B  по прямой 22 =+ yx . 

2) ( )∫ −+++
L

dzyxydyxdx 1 , где L – отрезок прямой, соединяющий точки ( )1;1;1A  и 

( )4;3;2B . 

3) ( )∫ +−
L

ydyxdxxy 21 , где L – дуга эллипса tytx sin2,cos ==  от точки ( )0;1A  до точки 

( )2;0B . 

4) ∫ ++
L

dzzdyyxydx 222 , где L – дуга одного витка винтовой линии 

( ) ( )π=== 4;0;1;0;0;1;2,sin,cos BAtztytx . 

24.2 Применяя формулу Грина, вычислить криволинейные интегралы: 

1) ( ) ( ) dyyxdxyx
L

2222∫ +++ , где L – контур треугольника с вершинами в точках 

( ) ( ) ( )3;1,2;2,1;1 CBA , пробегаемый против часовой стрелки. 

2) dyxdx
x

y

L
∫ + ln2 , где L –треугольник, сторонами которого являются прямые 

0;1;24 ==−= yxxy . 

3) dyxyydxx
L

22∫ +− , где L – окружность 222 ayx =+  (в положительном направлении). 

24.3 Проверить зависимость интегралов от пути интегрирования: 
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1) ( ) ( )∫ +−+−+
L

dyxyyxydxyyxx 432 322423 . 2) ( ) ( )∫ −+−
L

dyxydxyxx 3423 45124 . 

3) ( ) ( )∫ +−+−+
L

dyxyxydxyxxy 4235223 32 . 

Домашние задания 

24.4 Вычислить следующие криволинейные интегралы по указанным кривым: 

1) ( )∫ ++
L

xydydxyx 222 , где L – дуга кубической параболы 3xy = , от точки ( )0;0O  до точ-

ки ( )1;1A . 

2) ( ) ( )∫ −++
L

dyyxdxyx , где L – дуга параболы 2xy = , лежащая между точками ( )1;1−A  и 

( )1;1B . 

3) ∫ −+
L

zdzxdyyzdxxy 222 , где L – отрезок прямой OB, ( )0;0;0O , ( )5;4;2−B . 

4) ∫ +
L

dyxdxy 22 , где L – верхняя половина эллипса, пробегаемая по ходу часовой стрелки 

tbytax sin,cos == . 

24.5 Применяя формулу Грина, вычислить следующие криволинейные интегралы: 

1) ∫ +
L

dy
y
x

y
dx

x
y

x
arctg2arctg1 , где L – замкнутый контур, составленный дугами двух ок-

ружностей ( )04;1 2222 >=+=+ yyxyx  и отрезками прямых xy =  и ( )03 >= yxy , за-

ключенных между этими окружностями. 

2) ( ) dyyxdxy
L

22∫ ++ , где L – контур треугольника ABC с вершинами 

( ) ( ) ( )aCaaBaA ;0,;,0; . 

3) ( ) ( ) xdyydxxy
L
∫ ++− 22 11 , где L – окружность 422 =+ yx , пробегаемая в положитель-

ном направлении обхода. 

24.6 Найти функцию z по ее полному дифференциалу: 

1) dy
y

x

x
dx

x

y

y
dz











−+











−=

22

11
. 2) ( )( )dydxyxdz ++= sin . 3) ( )( )dyxdxxyexy 21 ++ . 
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Ответы: 24.1 1) 1; 2) 13; 3) 
3
4 ; 4) 

3
64 3π . 24.2 1) 

3
4

− ; 2) 22ln4 − ; 3) 
2

4aπ . 24.3 1) зависит;  

2) не зависит; 3) зависит. 24.4 1) 
3
4 ; 2) 2; 3) 91; 4) 2

3
4 ab . 24.5 1) 2ln

12
π ; 2) 3

3
2 a ; 3) 8π.  

24.6 1) C
x
y

y
xz ++= ; 2) ( ) Cyxz ++−= cos ; 3) Cxez xy += .  

Занятие 25. Приложения криволинейных интегралов 

Аудиторные задания 

25.1 Найти длины дуг кривых: 

1) 32 xy =  от точки ( )0;0O  до ( )8;4A . 

2) первого витка винтовой линии btztaytax === ,sin,cos . 

3) ( )ϕ−=ρ ta cos1 . 

25.2 Найти площади фигур, ограниченных линиями: 

1) taytax sin,cos == . 2) taytax 33 sin,cos ==  (астроида). 

25.3 Найти массы следующих кривых: 

1) xy ln= , заключенной между точками с абсциссами 3=x  и 8=x , если плотность 

дуги в каждой точке равна квадрату абсциссы этой точки. 

2) четверти эллипса tytx sin,cos2 == , лежащей в первой четверти, если линейная плот-

ность в каждой ее точке равна произведению координат этой точки. 

25.4 Найти работу переменной силы F


 вдоль пути 
∪

AB : 

1) ( ) jyxiyF


++=  при перемещении материальной точки из начала координат в точку 

( )1;1  по параболе 2xy = . 

2) ( ) jxiyxF


−+=  при перемещении материальной точки вдоль окружности 

tytx sin2,cos2 ==  по ходу часовой стрелки. 

25.5 Найти координаты центра тяжести дуги линии: 

1) однородной дуги первого витка винтовой линии tztytx 2,sin,cos === . 

2) однородной дуги окружности 222 Ryx =+ , расположенной в первой четверти. 
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Домашние задания 

25.6 Найти длины дуг кривых: 

1) ( )31
3
2

−= xy  от точки с абсциссой 11 =x  до точки с абсциссой 92 =x . 

2) ( ) ( ) ( )π≤≤+−=+−= tttttyttttx 0sin2cos2,cos2sin2 22 . 

3) taytax 33 sin,cos ==  (астроида). 

25.7 Найти площади фигур, ограниченных линиями: 

1) tbytax sin,cos ==  (эллипс). 

2) первой арки циклоиды ( ) ( )tayttax cos1,sin −=−=  и осью Ox. 

25.8 Найти массы следующих кривых: 

1) одной арки циклоиды ( ) ( )tayttax cos1,sin −=−= , если плотность в каждой точке кри-

вой равна ординате точки. 

2) 20,
3

,,
2

32
≤≤=== ttztytx , если плотность в каждой ее точке 2241 yx ++=γ . 

25.9 Найти работу переменной силы F


 вдоль пути 
∪

AB : 

1) ( ) jxiyxF


2++=  при перемещении материальной точки по окружности 

taytax sin,cos == . 

2) jxyixF


+= 24  при перемещении материальной точки вдоль дуги 3xy =  от точки 

( )0;0O  до точки ( )1;1C . 

25.10 Найти координаты центра тяжести дуги линии: 

1) винтовой линии btztaytax === ,sin,cos , линейная плотность в каждой точке про-

порциональна аппликате этой точки; π== BA tt ,0 . 

2) плоской материальной дуги 10,
3
2 3

2

≤≤= xxy , линейная плотность которой 

( ) xyyx +=γ 1, . 

Ответы: 25.1 1) ( )11010
27
8

− ; 2) 222 ba +π . 3) 8a. 25.2 1) πa2

8
3 2πa; 2) . 25.3 1) 

3
19 ; 2) 

9
14 . 

25.4 1) 
2
3 ; 2) 8π. 25.5 1) (0;0;2π); 2) 

π
==

Ryx CC
2 . 25.6 1) 

3
52 ; 2) 

3

2π ; 3) 6a. 25.7 1) πab;  

2) 23 aπ . 25.8 1) 3/32 2a ; 2) 15/166 . 25.9 1) 2aπ ; 2) 21/37 . 25.10 1) 





 π

ππ
− baa

3
2;2;4

2 ;  

2) 
32
21;

9
10

== CC yx . 
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Занятие 26. Поверхностные интегралы I рода 

Аудиторные задания 

26.1 Вычислить поверхностные интегралы I рода по указанным поверхностям: 

1) ∫∫
S

xyzdS , где S – часть плоскости 1=++ zyx , лежащая в первом октанте. 

2) ( )∫∫ +−
S

dSzyx 623 , где S – часть плоскости 222 =++ zyx , отсеченная координатными 

плоскостями. 

3) ∫∫ +
S

dSyx 22 , где S – часть поверхности конуса 10,222 ≤≤=+ zzyx . 

4) ∫∫
S

xdS , где S – полусфера 221 yxz −−= . 

5) ( )∫∫ ++
S

dSzyx 222 , где S – сфера 1222 =++ zyx . 

6) ( )∫∫ +
S

dSyx 22 , где S –поверхность, отсекаемая от параболоида zyx 222 =+  плоскостью 

1=z . 

7) ( )∫∫ ++
S

dSzyx 346 , где S – часть плоскости 632 =++ zyx , расположенная в первом ок-

танте. 

8) ∫∫ +
S

dSyx 22 , где S – часть поверхности конуса 
91616

222 zyx
=+ , расположенная между 

плоскостями 0=z  и 3=z . 

9) ∫∫
S

xyzdS , где S – часть поверхности параболоида 22 yxz += , отсекаемая плоскостью 

1=z . 

Домашние задания 

26.2 Найти поверхностные интегралы I рода по указанным поверхностям: 

1) ( )∫∫ ++
S

dSzyx 222 533 , где S – часть поверхности 22 yxz += , отсеченная плоскостями 

0=z  и 1=z . 

2) ∫∫ ++
S

dSzyx 222 , где S –поверхность конуса 222 yxz += , ограниченного плоскостями 

0=z  и hz = . 
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3) ∫∫
S

dSz2 , где S – часть плоскости 1=++ zyx , расположенной в первом октанте. 

4) ( )∫∫ +−
S

dSzyx3 , где S – часть плоскости 22 =−++ yzx , отсеченная координатными 

плоскостями. 

5) ( )∫∫ −++
S

dSzyx 422 , где S – часть поверхности 2292 zxy −−= , отсеченная плоскостью 

( )00 >= yy . 

6) ( )∫∫ +−
S

dSzyx 23 , где S – часть плоскости 04234 =−++ zyx , расположенная в первом 

октанте. 

7) ( )∫∫ +
S

dSzyx , где S – часть цилиндрической поверхности 21 yx −= , отсеченной плос-

костями 0=z  и 2=z . 

8) ( )∫∫ ++
S

dSzyx 222 , где S – сфера 1222 =++ zyx . 

Ответы: 26.1 1) 
120

3 ; 2) 
2
5 ; 3) 

3
22 π ; 4) 0; 5) 4π; 6) π

+
15

4324 ; 7) 1454 ; 8) 
3

160π ; 9) 0.  

26.2 1) π24 ; 2) 3
3
4 hπ ; 3) 

12
3 ; 4) 63 ; 5) 













−

π 110
5

2
5

; 6) 
9
29 ; 7) 4; 8) 4π. 

Занятие 27. Поверхностные интегралы II рода 

Аудиторные задания 

27.1 Вычислить интегралы по указанным поверхностям: 

1) ∫∫
S

ydxdz , где S – верхняя сторона части плоскости azyx =++ , лежащей в первом ок-

танте. 

2) ∫∫ ++
S

zdxdyydxdzxdydz , где S – верхняя часть поверхности 062 =−++ zyx , располо-

женная в первом октанте. 

3) ∫∫ +
S

dxdyyx4 22 , где S – верхняя сторона круга 222 ayx ≤+ . 

4) ( )∫∫ +
S

dxdyzy 22 , где S – верхняя сторона поверхности 22 xaz −= , отсеченная плоско-

стями byy == ,0 . 
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5) dxdyzdxdzydydzx
S

222 ++∫∫ , где S – внешняя сторона части сферы 2222 Rzyx =++ , 

расположенной в первом октанте. 

6) dxdyzdxdzydydzx
S

222 ++∫∫ , где S – внешняя сторона поверхности конуса 

30;
3

2
2

22 ≤≤=+ xx
R

yz . 

27.2 Применяя формулу Остроградского, вычислить: 

1) zdxdyydxdzxdydz
S

++∫∫ , где S – положительная сторона куба, составленного плоскостя-

ми 1,1,0,0,0 ===== yxzyx , 1=z . 

2) zdxdyydxdzxdydz
S

++∫∫ , где S – внешняя сторона сферы 1222 =++ zyx . 

3) ∫∫
S

ydxdz , где S – поверхность тетраэдра, ограниченного плоскостями 

0,0,0,1 ====++ zyxzyx . 

4) zdxdyydxdzxdydz
S

++∫∫ , где S – внешняя сторона цилиндра 422 =+ yx  с основаниями 

0=z  и 3=z . 

Домашние задания 

27.3 Вычислить интегралы по указанным поверхностям: 

1) ∫∫ ++
S

zdxdyydxdzxdydz  по верхней поверхности части плоскости azyx =++ , лежащей 

в первом октанте. 

2) ∫∫ ++
S

ydydzxdxdzzdxdy , где S – внешняя сторона треугольника, образованного пересе-

чением плоскости 1=+− zyx  и координатными плоскостями. 

3) ( )∫∫ +
S

dydzzx 22 , где S – верхняя сторона поверхности 29 yx −= , отсеченной плоско-

стями 2,0 == zz . 

27.4 Вычислить непосредственно, результат проверить по формуле Остроградского: 

1) ∫∫ ++
S

zdxdyydxdzxdydz , где S – внешняя сторона цилиндра 222 Ryx =+  с основаниями 

0=z  и Hz = . 
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2) zdxdyydxdzxdydz
S

++∫∫ , где S – положительная сторона поверхности куба, ограничен-

ного плоскостями 0,0,0 === zyx , 4,4,4 === zyx . 

27.5 Применяя формулу Остроградского, вычислить: 

1) zdxdyydxdzxdydz
S

++∫∫ , где S – положительная сторона поверхности, ограниченной 

плоскостями 0,0,0 === zyx , 12 =++ zyx . 

2) ( ) ( ) zdxdydxdzzydydzyx
S

+−++∫∫  через поверхность шара 1222 =++ zyx . 

3) dxdyzdxdzydydzx
S

222 ++∫∫ , где S – внешняя сторона куба azayax ≤≤≤≤≤≤ 0;0;0 . 

4) zdxdyydxdzxdydz
S

++∫∫ , где S – внешняя сторона поверхности пирамиды, ограниченной 

плоскостями 0,0,0 === zyx , 12432 =++ zyx . 

5) dxdyzdxdzydydzx
S

333 ++∫∫ , где S – внешняя сторона поверхности сферы 

2222 azyx =++ . 

Ответы: 27.1 1) 
6

3a ; 2) 54; 3) 5
5
4 aπ ; 4) ( )22 2

3
2 abab

+ ; 5) 4
8
3 Rπ ; 6) 

3
2

2
3 32 RR

+
π .  

27.2 1) 1; 2) 4π; 3) 
6
1 ; 4) 36π. 27.3 1) 

2

3a ; 2) 
6
1

− ; 3) 88. 27.4 1) 3πR2

4
1H; 2) 192. 27.5 1) ; 2) 4π; 

3) 3a4 5
5

12 aπ; 4) 36; 5) . 

Занятие 28. Приложения интегралов по поверхности 

Аудиторные задания 

28.1 Вычислить площадь поверхности той части плоскости 42 =++ zyx , которая распо-

ложена в первом октанте. 

28.2 Найти площадь поверхности части конуса 22 yxz += , заключенного внутри ци-

линдра xyx 222 =+ . 

28.3 Найти площадь поверхности 
2

2
22 yxz +

−= , расположенной над плоскостью xOy. 

28.4 Найти площадь части поверхности 22 zxy += , вырезанной цилиндром 122 =+ xz  и 

расположенной в первом октанте. 
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28.5 Вычислить массу поверхности xz = , ограниченной плоскостями 

0;0;1 ===+ xyyx , если поверхностная плотность в каждой точке равна абсциссе этой 

точки. 

28.6 Найти массу полусферы 222 yxaz −−= , если поверхностная плотность в каждой 

ее точке равна 2z . 

28.7 Вычислить массу поверхности 222 yxz += , заключенной между плоскостями 

1;0 == zz , если поверхностная плотность пропорциональна 22 yx + . 

28.8 Найти координаты центра тяжести однородной треугольной пластинки 

( )0,0,01 ≥≥≥=++ zyxzyx . 

28.9 Найти момент инерции относительно оси OX кругового цилиндра, высота которого h 

и радиус основания a. 

Домашние задания 

28.10 Найти площадь части поверхности 822 =++ zyx , заключенной внутри цилиндра 

122 =+ yx . 

28.11 Найти площадь части поверхности 42 =++ zyx , которая расположена в первом 

октанте. 

28.12 Определить суммарный электрический заряд, распределенный на части поверхно-

сти двуполостного гиперболоида 21,1222 ≤≤++= zyxz , если плотность заряда в каждой 

точке пропорциональна аппликате этой точки ( kz=δ ). 

28.13 Вычислить поток вектора ( ) ( ) kzjxyiyxa


+−++=  через поверхность шара еди-

ничного радиуса с центром в начале координат. 

28.14 Найти массу полусферы 222 zyRx −−= , если поверхностная плотность в каж-

дой точке пропорциональна квадрату расстояния этой точки до начала координат. 

28.15 Найти массу полусферы ( )02222 ≥=++ zRzyx , если поверхностная плотность в 

каждой точке 22 yx +=γ . 

28.16 Найти массу, координаты центра тяжести и моменты инерции относительно осей и 

начала координат пластинки { }1,2 ≤≥= yxyD , если плотность ( ) yxyx 2, =γ . 

28.17 Найти массу, центр тяжести однородного полушара 0,1222 ≥≤++ zzyx  (плот-
ность 1=γ ). 

28.18 Найти массу, центр тяжести однородного цилиндрического тела, ограниченного 

поверхностями 0,122 ==+ zyx . 
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Ответы: 28.1 64 . 28.2 π2 . 28.3 ( )155
3
2

−π . 28.4 ( )155
24

−
π . 28.5 

6
2 . 28.6 4

3

2
aπ .  

28.7 π
2
2 . 28.8 








3
1;

3
1;

3
1 . 28.9 










+π

34

22
2 haha . 28.10 3π. 28.11 64 . 28.12 ( )133

3
−

πk .  

28.13 4π. 28.14 42 Rπ . 28.15 
4

2Rπ . 28.16 
495
104;

45
4;

33
4;

9
7;0;

21
4

====== oyxcc IIIyxm .  

28.17 
8

3
;0;

3

2
===

π
= ccc zyxm . 28.18 






=π=

9
7;0;0;

9
7;

2
3 Czm c . 

ТЕОРИЯ ПОЛЯ 

Занятие 29. Элементы теории поля 

Аудиторные задания 

29.1 Найти линии уровня скалярного поля: 

1) yxu 32 += ; 2) 222 242 zyyxxu +++−= ; 3) zyxu 52 ++= ; 4) 
654

222 zyxu ++= . 

29.2 Определить вектор-градиент скалярного поля u: 

1) yxu 32 += ; 2) zyxu 653 −+= ; 3) 32 564 zxyxu −+= . 

29.3 Найти вектор-градиент скалярного поля u в точке M и наибольшую скорость возрас-

тания поля в этой точке, если: 

1) ( ) 





 π

=
4

;1,tgln Myxu ; 2) ( )1;2;1,222 Mxyzzxyyzxu +−= . 

29.4 Найти производную скалярного поля u в точке M по направлению вектора e , если:  

1) ( ) kjieMzyxyu 532,3;2;1,42 −+=−+=
 ; 2) jieMyxyu

 32,
2
3;1,4 2 +=







+= ; 

3) ( ) ( )2;1;2,,1;1;1,2 11
22 −=−−+= MMMeMzxzyxu  . 

29.5 Для векторного поля F


 найти векторные линии: 

1) ( ) jyiyxF


25 +−= ; 2) ( ) jyiyxF


+−= 23 ; 3) kjxiyF


2−−= ; 

4) ( ) kzjyizyxF


++++= 22 ; 5) ( ) ( ) ( )kyzjzyxizyxF


−+−+++−= 2 . 

29.6 Вычислить дивергенцию поля F


 в точке M, если: 

1) ( ) ( ) ( ) ( )2;1;1,22 MkzyxjyxyzizxxyF


++++++= ; 

2) ( ) ( ) ( ) ( )3;2;1,333222 MkzxyjzyxizyxF


++++++++= ; 

3) ( ) ( ) ++−++−= jxzyzxzyixzzyyzxF


34265 22222 ( ) ( )1;1;0,7 332 −+− Mkzzyxyz


. 
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29.7 Найти ротор векторного поля F


: 

1) ( ) ( ) ( )kxzxjzyxizxyF


22 2 −+++−= ;  

2) kzjyixF


++= ; 3) ( ) ( )kzxjzyxixyzF
 2232 ++−++= . 

Домашние задания 

29.8 Для заданного скалярного поля записать уравнение линии уровня, проходящей через 

точку M. Определить в точке M производную поля u по направлению l


, градиент поля и 

наибольшую скорость возрастания поля в этой точке. 

( ) jilMyxyxu


43,2,1,22422 +−=−−+++= . 

29.9 Для заданного скалярного поля u определить в точке 1M  производную поля по на-

правлению вектора 21MM , градиент, производную по направлению вектора l


, который 

образует с градиентом в точке 1M  угол ϕ. 

1) ( ) ( )1,3,2,2,1,0,3 21
22 −−−+= MMzyzzxyu , 


30,2 =ϕ+−= kjil ; 

2) ( ) ( )1,1,2,3,2,1, 21 −−++= MM
xy
z

yz
x

xz
yu , 


225,342 =ϕ+−= kjil . 

29.10 Вычислить производную поля ( )yzxzu 2ln 2 +=  в точке ( )2,3,1M  по положительно-

му направлению окружности 








=
+=
+=

2
sin2
cos1

z
ty
tx

. 

29.11 Найти угол ϕ между градиентами функций xzyzxu 2++=  и 222 zyx ++=ϑ  в 

точке ( )2,3,2M . 

29.12 Найти векторные линии поля:  

1) ( ) ( ) ( )kzxjzyiyxF


−++++= 222 ; 2) jyixF


+= . 

29.13 Найти дивергенцию векторного поля F


: 

1) ( ) ( ) +++++−= jzxyzxyiyzxxzyxF
 23332 84532 ( )kzyxzxyz


976 223 +− ;  

2) ( ) ( ) jyxyixxyyF
 222 523 −++−= ; 3) kxyzjyxixF


+−= 2 ; 

4) ( ) ( ) jyxyyixyxyyxF
 2322 34 +−+−+= . 

29.14 Найти ротор векторного поля F


: 

1) kzjyixF
 222 ++= ; 2) kyxjxzizyF

 222 ++= . 
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Ответы: 29.1 1) yxc 32 += ; 2) ( ) ( ) Czyx
=+

+
+

−
66

1
3
1 222

; 3) zyxc 52 ++= ;  

4) 
654

222 zyxC ++= . 29.2 1) jiu


32grad += ; 2) ( )6;5;3grad −u ; 3) ( )215;6;68grad zxyxu −+ .  

29.3 1) 5max;2grad =+=
dl

du
jiu ; 2) 41max;46grad =+−=

dl

du
kjiu


. 

29.4 1) 
38

37
=

dl

du
; 2) ( )35

13
32

+=
dl
du ; 3) 

14
11

−=
dl
du . 

29.5 1) 
x

x
y
x
y

⋅













 −

3/5

3/2
3

; 2) 2yx = ; 3) 








+=
=
=

12
sin
cos

ctz
tcy
tcx

; 4) 




=
=−−

zcy
zczyx

2

1
22

;  

5) 

( )
( )
( )









++=

++−=

+++=

tt

t

tt

ecetccz

etcccy

ecetcccx

2
312

121

2
3121

. 29.6 1) ( ) 9=MFdiv


; 2) ( ) 32=MFdiv


; 3) ( ) 12=MFdiv


. 

29.7 1) ( ) ( )kxyjzxF


2132rot −+−+−= ; 2) 0rot =F


; 3) ( ) ( )kxzjxxyiF


−+++= 22rot . 

29.8 ( ) ( ) 102max;62grad;
5

18;1012 22 =+===+++
ld

dujiu
ld

duyx 


 . 

29.9 1) 
2

73;42grad;
17
1;0

121
=++===

ld
dukjiu

MMd
du

ed
du




 ;  

2) kjiu
MMd

du
ld

du 


9
2

2
12grad;

2618
101;

293
4

21
+−−==−= ;  

36
2786

1
−=

ld
du
 . 29.10 

4
1

− . 29.11 






=ϕ
102
9arccos . 29.12 1) 










++−=

+−−=

++=

t

t

t

ectcccz

ectcccy

ectccx

3
3221

3
3212

3
321

422

4

;  

2) 21 ; czxcy == . 29.13 1) yzxyxzxyyzxzxy 91813121534 22223 ++−++− ;  

2) yx 123 − ; 3) xyx+ ; 4) xyyxy 2544 2 ++− .  

29.14 1) 0; 2) ( ) ( ) ( )kyzzjxyyixzx


222 222 −+−+− . 
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Занятие 30. Поток векторного поля. Циркуляция. Потенциальное поле 

Аудиторные задания 

30.1 Вычислить поток векторного поля kzjyixF


−+=  через верхнюю сторону части 

поверхности 224 yxz −−= , отсеченной плоскостью 0=z . 

30.2 Вычислить поток векторного поля kzyjxyixF
 32)62()34( −−+−=  через внутрен-

нюю сторону боковой поверхности части цилиндра 922 =+ yx , ограниченной плоскостью 

0=z , параболоидом 22 yxz +=  и расположенной в первом октанте. 

30.3 Вычислить поток поля kzjyixF


233 +−=  через внешнюю сторону части сферы 

1222 =++ zyx , вырезанной конической поверхностью 22 yxz += . 

30.4 Вычислить поток векторного поля kzjyixF
 2533 −−=  через внешнюю сторону 

замкнутой поверхности S, состоящей из части параболоида 222 yxz +=  и сферы 

8222 =++ zyx , накрывающей параболоид. 

30.5 Вычислить поток векторного поля kzjyixyF
 322 +−=  через внешнюю сторону 

замкнутой поверхности, ограниченной поверхностями: zyx ⋅=+ 322  и 

Rzzyx 2222 =++ . 

30.6 Вычислить поток через положительно ориентированную замкнутую поверхность S : 

1) ( ) ( )kzyxjxzyixyF
 222 −+−+= , 1

1694
:

222
=++

zyx
S ; 

2) ( ) ( )kzxjyzixyF
 222 213 −++−= , 





≥=
=−+

;0,1
0:

222

yy
yzxS  

3) ( ) ( ) ( )kxzyjzyxiyxF
 222222 −+−+−= , 







+=

=++

.

16
:

22

222

yxz

zyx
S  

30.7 Вычислить циркуляцию векторного поля F


 вдоль линии L: 

1) jyxiyxF


)1023()12( 22 −+++−= , 




−=
−=

1
3:

2

xy
yxL ; 

2) ( ) ( ) ( )kzyxjxxyzizyzyF
 3333 228 −++−+−−= , 





≥=
+=

0,1
:

22

zz
yxzL ; 
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3) ( ) ( ) ( )kxyjzxiyxF
 222222 −+−+−= , L – контур треугольника АВС, где )0;0;1(A , 

)0;1;0(B , )1;0;0(C . 

4) ( ) ( ) ( )kxzjzyiyxF


−+−+−= , L – часть линии 













π
=

=
=

tz

ty
tx

L
2

,sin2
,cos2

:  от точки )4;0;2(B  и от-

резка ВА. 

30.8 Вычислить по формуле Стокса циркуляцию векторного поля F


 по замкнутому кон-

туру L : 

1) ( ) ( ) ( )kxyzjxzxyiyyzF
 2223333 5232 −+−−+++= , 







+=

=++
22

222 ,1
:

yxz

zyx
L ; 

2) ( ) ( ) ( )kyxxyzjzyxiyzF
 2222332 223 −+−+−= , 





=+
=+
42

,4:
22

zx
yxL . 

30.9 Выяснить, является ли векторное поле F


 потенциальным. Найти его потенциал и 

вычислить линейный интеграл w поля F


 от точки M до точки N: 

1) ( ) ( )7;4,3;2,)1()1(ln 1222 −+++= − NMyyxiyxxF


; 

2) ( ) ( ) ( )kzyxzjyyzxixzyxF
 22333133132 3223 −−− −+++−= , ( ) ( )1;3;1,2;2;1 NM ; 

3) ( ) ( ) zjzyizxF 
5++++= . 

30.10 Выяснить, является ли векторное поле соленоидальным. 

1) kxyzjxyiyxF


22 22 +−= ; 2) kxjxzixyzF


435 +−= . 

Домашние задания 

30.11 Вычислить поток векторного поля kzyjxyiyxF
 2)62()34( −−+−=  через внут-

реннюю сторону боковой поверхности части цилиндра 422 =+ yx , ограниченной плоско-

стью 0=z , параболоидом 22 yxz +=  и расположенной в первом октанте. 

30.12 Вычислить поток поля kxjziyF


++=  через нижнюю сторону плоскости тре-

угольника АВС, где )2,0,0(),0,2,0(),0,0,2( CBA . 

30.13 Вычислить поток поля kyzjxiyF


cos2−+=  через внешнюю сторону части ци-

линдра 422 =+ yx , лежащей в третьем октанте и ограниченной плоскостями 0=z  и 

4=++ zyx . 
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30.14 Вычислить поток векторного поля F


 через положительно ориентированную замк-

нутую поверхность S : 

1) ( ) ( )kzxjyzixyF
 222 213 −++−= , где 







≥=
=−+

.0,1
0:

222

yy
yzxS ; 

2) ( ) ( ) ( )kxzyjzyxiyxF
 222222 −+−+−= , где 







+=

=++

.

16
:

22

222

yxz

zyx
S  

30.15 Вычислить циркуляцию векторного поля ( )kyxjziyF


2222 −++=  вдоль линии 

224 yxz −−= , xyx 222 =+ . 

30.16 Вычислить по формуле Стокса циркуляцию векторного поля 

( ) ( ) jxxyiyxyF


+−+−= 2223  по контуру 44)1(: 22 =+− yxL . 

30.17 Для заданного векторного поля 

( ) ( )3,2,1,2,3,1,112 2
2 BAk

y
xj

y
zxi

y
xzF −−








++









 +
−








+=


: 

1) проверить потенциальность поля; 2) найти потенциал поля. 

Ответы: 30.1 8π. 30.2 





 −π− 18

2
381 . 30.3 








−

π
4
21

3
4 . 30.4 π⋅






 +− 2

3
20232 . 30.5 

32
153 5Rπ . 

30.6 1) 64π; 2) 
2
π ; 3) 

π
−

1024
258 . 30.7 1) 4,5; 2) 

2
17π ; 3) 2; 4) π+ 28 . 30.8 1) – 2,5π; 2) 120π.  

30.9 1) Поле потенциальное, 10ln250ln8 −=w , ( ) Cyxzyxu +++= 22 1ln
2
1),,( ; 2) Поле по-

тенциальное, Czyxzyxzyxuw ++++−== −123444
4
1

4
3

2
1),,(;52 ; 3 ) По ле не по тенциальное. 

30.10 1) Да; 2) нет. 30.11 π−372 . 30.12 – 4. 30.13 
3

80 . 30.14 1) 
2
π ; 2) 

π
−

1024
258 . 30.15 

3
166 +π

− . 

30.16 
2
π . 30.17 Поле потенциальное, C

y

zx
zxu +

+
+= 2 . 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Занятие 31. Дифференциальные уравнения первого порядка.  

Уравнения с разделяющимися переменными и однородные 

Аудиторные задания 

31.1 Решить уравнения: 

1) ( ) 05 2 =++ dxydyx ; 2) ( ) ( )dyyxydxx 11 22 +=+ ; 3) yxey 32 −=′ ; 

4) dy
x

ydx
y

x sincos
=  ; 5) ( )52 +yx dx – 02 =dyxy , ( ) 11 =y ; 6) 032

=+ − dxdy
y

x
x

, y (0)=1; 

7) ( )yxy +=′ cos ; 8) yxey +=′ 2 ; 9) ( )( ) 021arctg 2 =+++ dyyxdxxy ;  

10) 0
2
7

3
2

=
+
−

+
−
+ dy

y
ydx

x
y ; 11) x

y

xeyyx −=′ ; 12) 035 22 =−+−′ yyxyx ; 

13) ( ) ;4y 22 dyxdxxy −=−  14) ;12

2
=−−′

x
y

x
yy  15) ( ) ;03 =−+ xdydxyx  

16) ;ln4
x
yyyx =′  17) 2

2

yxy
yy
+

=′ ; 18) ;
22

xy
xyy −

=′  19) ;3

3

x
y

x
yy +=′   

20) ( ) ;0323 =−+ dxydyxyx  21) ( ) ( ) ;1223 dxxdyxy +=++  22) ( ) ( )dxyxdyyx 3+−=− . 

Домашние задания 

31.2 Решить уравнения: 

1) 011 22 =−+− dyxydxy ; 2) 21 xyxy −=′ ; 3) ( ) 01 =−− dxydyx ; 4) ;11 22 yxy +=−′  

5) ( ) ;11,0 ==− ydxydyx  6) ( ) ;01 22 =+− dyedxey xx  7) ( ) ;10,cos ==′ yxyy  

8) ( ) ( ) ( ) ;11,022 ==−++ ydxyyxdyxxy  9) ;yxey +=′  10) ;
2

,lnsin eyyyxy =





 π=′  

11) ;22

2
−=′

x
yy  12) ( );lnln xyyyx −=′  13) ( );cos yxy +=′  14) ( ) ;01,

2
1

=+=′ yyxyx  

15) ;1
2

, =





 π=′ yytgxy  16) ;2

22 yx
xyy
−

=′  17) ( ) ;01, =+=′
−

ye
x
yy x

y

 

18) ( ) ( ) ;0=+−− dyxydxxy  19) ,022 =−




 ++ xdydxyxy  20) ( )( );1 22 yxxy +−=′ ( ) ;01 =y  

21) ( ) ( ) ;11,0 ==+− yydxdyxxy  22) .
y
x

x
yy +=′  
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Ответы: 31.1 1) 
c

x
y

5
ln 1 +

= − ; 2) 
x

Cyyx ln222 =− ; 3) Cee xy =− 23
2
1

3
1 ;  

4) ;sincossincos Cyxyyxx =−++  5) ;056ln255ln255
22

22
=−++−+− yyyx  

6) ;1;1 6ln
1

66ln
1

6ln
1

+−==−
−

⋅
−−

eeyCe x  7) ( )
( ) ;1

2
2

sin
cos1

−+=
+
+− x
yx

yx   

8) ( ) ;2
2/122

2

+= +
+

yx
yx

x eeCe  9) ;0ln
2

arctg 2
2

=++ cyyx  10) ( )
( )

;0
2
3ln 9

11
=

+

−
++

y
xcyx  

11) ;ln cxe x
y

=
−

 12) ;
3

6

22
c

x
yxy

=
++

 13) ;3 3
1

cx
y

xy
=

−  14) ;lnarctg cx
x
y
=   

15) ( ) ;0,ln3 =+= xxcxy  16) ;1ln41 4/1
C

x
y

x
=






 −  17) ;0,ln =−= ycyyyx   

18) ;ln2 xcxy −±=  19) ;
ln2
1

cxx
y −=  20) ;2

2

2x
y

cey
−

=  21) 
( )( )

;
12164

2
15 CC

xyx
yx

=±=
+−−

++  

22) xCxy 62 −±= . 31.2 1) ( )22 11 xcy −=+ ; 2) ;ln222 cxyx =+  3) ;
1 x

cy
−

=   

4) ;arcsinarctg cxy =−  5) ;xy =  6) ;1 2xecy +=  7) ;sin xey =  8) ( ) ;1ln
2
1 22 =++

x
yyx   

9) ;0=++ − cee yx  10) ;2
xtg

ey =  11) ( );
1
2

3

3

cx
cxxy

−

+
=  12) ;

1ln
C

x
x
y

=
−

 13) ;
2

tg Cxyx
=−

+   

14) ( ) ;24 2yxx −=  15) ;sin xy =  16) ( ) ;
122 cyx =+
−

 17) ;ln1ln xxy +=  18) ;1ln 2 yec x =+  

19) ;22 yxy +=  20) ;
23

tg
23











+−= cxxy  21) ;22ln =+

y
xy  22) .ln2 Cxxy +±=  

Занятие 32. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка,  

уравнения Бернулли и в полных дифференциалах 

Аудиторные задания 

32.1 Решить уравнения: 

1) ( ) 11,2 ==−′ yx
x
yy ; 2) ( ) 11;2ln2 =−=′ yxyxyx ; 3) ( ) 00,tg

cos
1

=−=′ yyy
y

y ; 

4) 0sin/ctg 3 =−−′ xyxyy ; 5) ( ) 10,1 =′−= yeyye xx ; 6) ( ) 10,02
2

==−+′ − yxexyy x ; 
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7) ( ) 12/,cos1sin =π−+=′ yxyxy ; 8) ( ) xyyx arcsin1
2/12 −=′− ;  

9) ( ) 11,022 2/12 ==−−′ yyxyyx ; 10) ( ) eyxeyyx x ==+′ 1,2
2

; 11) 2
3

3
3

xy
x

y
y

−=
′

; 

12) ( ) ( ) ( ) 11,2112 =−+=+− ydyyxdxyx ; 13) ( ) =





 −−

−
dxyxx 1

2/122 1)1(,)( 2122 =− − ydyyxy ; 

14) ( ) ( ) ( ) 12,022 ==+++ ydyxydxxy ; 15) 021
=







 +− dyy
e

x
e
dx

yy ;  

16) ( ) 02sin2cos2 22 =−+ dyyxyydxx ; 17) ( ) ( ) 11,0ln 31 ==++− ydyyxdxyx ; 

18) ( ) ( ) ( ) 12,032 22 ==−++ −− ydyyxdxxy ; 19) ( ) 10,2
22 =

−
=′ y

xy
xyy ; 20) 32

2

3
32

xy
yxxy

−

+
=′ ; 

21) ( ) 20,
64

343 22
=

+
−−

=′ y
xyy

xxyy ; 22) ( ) ( ) ( ) ,01121
1222 =++−+
−−

dyxedxexx yy ( ) 30 =y ; 

23)









−

+
=′

1

1

y
xe

ey
y
x

y
x

; 24) ,0sin2sin
2

23
=









 −
+







 + dy
y

xydx
y

xyx ( ) 10 =y . 

Домашние задания 
32.2 Решить уравнения:  

1) ( ) 22 21 xyxyx =−+′ ; 2) ( )
4
10,02 ==+−−′ yxeyy y ; 3) ( ) 11,023

3 ==−+′ y
xx

yy ; 

4) ( ) 10,2
2

==+′ − yxexyy x ; 5) ( ) ( ) ( ) 10,121
222 =+=−′+ yxxyyx ; 6) ( ) 21,1ln2 =+=+′ yx

x
yy ; 

7) 32 x
x
yy =−′ ; 8) 2/12

24 yxexyy x−=+′ ; 9) ( )
2

,ln
ln

2eeyxx
xx

yy ==−′ ; 

10) 2/14 xy
x
yy =−′ ; 11) 034 54 =++′ yxeyyx x ; 12) ( ) 10,22 33 ==+′ yyxxyy ; 

13) ( )
4
90,

2
1 2/1 ==+′ yyeyy x ; 14) ( ) 10,2 ==−′ yxyyy ; 15) xeyxyy 222/1 =−′ − ; 

16) ( ) ( ) 022 =+++ dyyxdxyx ; 17) ( ) 02 =−+ dyyxedxe yy ; 18) ( ) 0=++ dyeydxye xx ; 

19) ( ) ( ) 11,0ln3 ==++ ydyxydx
x
y ; 20) ( ) 02sin2cos2 22 =−+ dyyxyydxx ; 

21) ( ) 05,02 ==






 +− ydyy
e
x

e
dx

yy ; 22) ( ) ( ) ( ) 00,222 =+++++ ydyexxydxyyx y ; 

23) ( ) 11,12222 =









−

+
=

+
ydx

yx
y

yx
xdy . 
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Ответы: 32.1 1) ( )3
3

2
1,

2
xxyxСхy +=+= ; 2) ( )2ln1

2 +−= xxx
x

y ; 3) xy sin= ;  

4) ( ) 2/1cos2sin −+= cxxy ; 5) ( )1+= − xey x ; 6) 
2

1
2

2
xexy −











+= ;  

7) ( )
2

tg
2

1,
2

tg xxyxcxy 





 π

−+=+= ; 8) xcexy arcsin1arcsin ++= ; 9) ( ) 422 , xycxxy =+= ;  

10) 
2

2

1, x
x

exy
x
ecy −=

+
= ; 11) ( ) 1242 1,0

−− +== cxxyy ; 12) 0122 =−−+−+ yxxyxy ;  

13) ( ) ( ) 01,0
2/1222/122 =+−−=+−− xyxCxyx ; 14) 0722 =−++ yxyx ; 15) Cy

e
x
y =− 2 ;  

16) 0cos222 =−+ Cyxy ; 17) 1ln4 4 =+ yxy ; 18) 432 11 =+− −− yxxy ;  

19) 013,3 3232 =+−=− yyxCyyx ; 20) Cxyyx =+− 233 ; 21) 8322 2223 =−−+ xyyxx ; 

22) ( )( ) 0111 312 =−++−
−

exe y ; 23) 0=++ Cxye y
x

; 24) ( ) 02sin2 121221 =−++ −−− xyxy . 

32.2 1) 2
2/12 1

x
eСxy += ; 2) 

4
1

2
2 +++−= xx exey ; 3) 32

12
xx

y −= ; 4) 









+= −

2
1

22 xey x ;  

5) ( )( )11 2 ++= xxy ; 6) 
x

xxy 2ln += ; 7) 2

4

6 x
Cxy += ; 8) 

2
222

2
12







 += − xCey x ;  

9) 
2
ln2 xxy = ; 10) 

2
4 ln

2
1







 += Cxxy ; 11) ( ) 34 xCey x +=− ; 12) 

222
2 2

1
2
11 xex

y
++= ;  

13) 
2

1
2
1







 += − xx eey ; 14) 

4
1

2
2 +++−= xx exey ; 15) 














+−= Cexeey x

x
x 2

2
2

8
1

2
; 

16) Cyxyx =++ 22 ; 17) Cyxe y =− 2 ; 18) Cyyex =+
2

2
; 19) 

4
1

4
1ln 4 =+
y

xy ;  

20) Cyyx =+ 22 cos ; 21) 52 =+− yxe y ; 22) 0
3

2
3

=+++ yexyxyx ; 23) 1
4

arctg −
π

=− x
x
y . 

Занятие 33. Дифференциальные уравнения высших порядков,  

допускающие понижения порядка 

Аудиторные задания 

33.1 Решить уравнения: 

1) xxy 22 −=′′ ; 2) ( ) ( ) ( )
2
10,

4
10,

8
90,2 −=′′=′==′′′ yyyey x ; 
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3) ( ) ( ) ( ) 00,10,00,2cos =′′=′=−=′′′ yyyxxy ; 

4) xxy ln2=′′ ; ( ) ( ) 00,10 =′′=′ yy ; 5) xy IV 2sin= ; 6) xxy cos+=′′′ ; 

7) ( ) ( ) 000,6 =′=−=′′ yyxy ; 8) ( ) ( ) ( ) 0000, =′′=′==′′′ − yyyey x ; 9) yyx ′=′′ ;  

10) yxxy ′′=′ ln ; 11) ( ) ( ) 000, =′==′′ yyxey x ; 12) xy cos−=′′′ ; 13) 3
2
x

y =′′′ ; 

14) ( ) 0cossin1 =′′⋅−′′′+ yxyx ; 15) yxyx ′′=′+ 622 ; 16) yyx ′=′′ ; 17) 0=′+′′ yyx ; 

18) 0=′+′′−′′ yyxy ; 19) 0=
′

−′′
x
yy ; 20) ( ) 01 =′′−′′′+ yyx ; 

21) ( ) ( ) ( ) 11,51,01,63 =′′=′==′′′ yyyyx ; 22) xxyy 3sinctg2 =′−′′ ; ( ) ( ) 11,50 =′′=′ yy ; 

23) 0cossin50 3 =+′′ yyy ; 24) ( ) ( ) 13,03,3 =−′=−=′′′ yyeyy y ; 25) ( )1+′′=′′ yyyy ; 

26) ( ) ( ) 10,00,2 =′==′′ yyey y ; 27) ( ) ( ) ( ) 10,2ln
3
20,032 2 =′==′+′′ yyyy ; 28) 2yyy ′=′′ ; 

29) ( ) 022 =′−′−′′ yyyyy ; 30) ( ) yyyy sincos 2′=′′ ; ( ) ( ) 20,20 =′= yy ; 

31) 013 =−′′yy ; 32) yyy ′=′′ 2 ; 33) 2yyy ′−=′′ ; 34) 022 =′′+′ yyy ; 

35) 012 =−′+′′ yyy ; 36) 013 =−′′yy ; 37) 022 =−′+′′ − yeyy . 

Домашние задания 

33.2 Решить уравнения:  

1) xy arctg=′′ ; 2) xxey =′′ ; 3) xxy =′′′ ; 4) xxy +=′′ ln ; 5) 1−= xy IV ; 

6) 1=IVxy ; 7) 
y
xy −=′′ ; 8) ( ) yxyx ′=−′′ ; 9) ( ) 022 =′−′′ yyx ; 10) xxy 2sec2sin +=′′ ; 

11) ( ) ( ) eyyyyyx =′=′′=′′ 11,ln ; 12) ( ) ( ) ( ) 100,02 22 =′==′−+′′ yyyyyy ; 13) ( ) 03 =′−′′ yyy ; 

14) ( ) ( ) ( )
2
30,100,03 =′′=′==′−′′′ yyyyyy ; 15) ( ) ( ) 100,023 =′==−′′ yyyyy . 

Ответы: 33.1 1) 21

34

312
CxCxxy ++−= ; 2) 1

28
1 2

2 +−=
xey x ; 3) xxxy

4
32sin

8
1

24
1 4 ++= ;  

4) 21
3

3

18
5ln

3
CxCxxxy ++−= ; 5) 4

26
2sin

16
1

3

2

2

3

1 CxCxCxCxy ++++= ; 

6) 32
2

1

4
sin

24
CxCxCxxy +++−= ; 7) 3xy −= ; 8) 1

2

2
+−+= − xxey x ; 9) 2

2
1 CxCy += ; 

10) ( ) 21 ln CxxxCy +−= ; 11) ( ) ( ) 22,2 2 ++−=++−= xexyCxexy xx ; 

12) 32
2

1sin CxCxCxy +++= ; 13) 32
2

1ln CxCxCxy +++= ;  
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14) 32

2

1 sin
2

CxCxxCy ++









−= ; 15) 2

4
1

3

4
1

6
CxCxy ++= ; 16) 2

2
1 CxCy += ;  

17) 21 ln CxCy += ; 18) 21

2

1 2
CxCxCy +−= ; 19) 2

2

1 2
CxCy += ;  

20) 32

2
1

3
1

26
CxCxCxCy +++= ; 21) xxxy 22ln3 2 −+= ;  

22) 
3

sin2sin
2
1

2

3

2
1 xCxxCy −+






 −= ; 23) xy 5arctg= ; 24) 0,3ln3 >= x

x
y ;  

25) 0,,1 1
21 =−==− yxCyeCyC xC ; 26) 1ln −= xy ; 27) 23ln

3
2

+= xy ;  

28) CyCyCxyy ==+++ ,0ln 21 ; 29) 2
11

ln1 C
Cx

y
C

x +
+

= ; 30) ( )21arcsin CxCy += ;  

31) ( ) 12
21

2
1 =+− CxCyC ; 32) ( ) CyCxCCy =+= ,tg 211 ; 33) 021

2 =−− CxCy ; 

34) ( ) CyCxCy =+= ,2
21

3 ; 35) 021
22 =−−− CxCxy ; 36) ( ) 01 2

1
2

21 =+++ yCCxC ;  

37) ( ) 01
2

2 =−−+ CeCx y . 33.2 1) ( ) ( ) 21
22

2
11ln

2
1arctg1

2
1 CxCxxxxxy ++++−−= ;  

2) 21

3
22

64
3ln

2
1 CxCxxxxy +++−= ; 3) 32

2
1

4
315
8 CxCxCxxy +++= ; 

4) 21

3
22

64
3ln

2
1 CxCxxxxy +++−= ; 5) ( )

43
2

2
3

1

5

120
1 CxCxCxCxy ++++

−
= ; 

6) 43
2

2
3

1

3
ln

6
CxCxCxCxxy ++++= ; 7) 2

1

2
1

22
1 arcsin

2
1 C

C
xCxCxy +







+−±= ;  

8) 2
2

1

3

3
CxCxy ++= ; 9) 21

2
11 1ln CxCyCxC ++=− ; 10) 21

2

2
sincosln CxCxxxy ++−+−= ; 

11) xey = ; 12) 1sin += xy ; 13) CyCyCxyy ==+++ ,0ln 21 ; 14) ( ) 224 −±= xy ;  

15) 
3

3
1 






 +=

xy . 

Занятие 34. Линейные однородные и неоднородные дифференциальные уравнения  

с постоянными коэффициентами. Метод Лагранжа 

Аудиторные задания 

34.1 Решить уравнения: 

1) 02 =′−′′ yy ; 2) 096 =+′−′′ yyy ; 3) 02 =−′+′′ yyy ; 



252 

4) 04 =+′′ yy ; 5) ,0=′′+′′′ yy ( ) ( ) ,00,10 =′= yy  6) 04 =′−′′ yy ;  

7) 0823 =−′−′′ yyy ; 8) 022 =−′−′′ yyy ; 9) 0252 =+′−′′ yyy ; 

10) 0y32 =+′−′′ yy ; ( ) ( ) 30,10 =′= yy ;11) ;08 =−′′′ yy  12) 022 =+′−′′ yyy , ( ) ( ) 10,00 =′= yy ; 

34.2 Даны корни характеристического многочлена, записать решение соответствующего 

линейного однородного дифференциального уравнения 

1) iк 234,3,2,1 ±= , 0,1 7 == кк5,6 ; 2) 54,3,2,1 =к ; iк ±=5,6 ;  

3) 06,5,4,3,2,1 =к ; iк 41±−=7,8,9,10 ; 4) 8,75,1 5,43,21 −=±== кiкк ; 5) 43,2,1 =к ; 27 ±=5,6к . 

34.3 Решить уравнения методом вариации: 

1) 
x

yy 2sin
14 =+′′ ; 2) 

1
123
+

=+′+′′ xe
yyy ; 3) 

xe
yyy x sin

122 =+′+′′ ; 

4) xeyyy x ln44 2−=+′+′′ ; 5) xyy ctg=+′′ ; 6) 
24

2
x

eyyy
x

−
=+′−′′ ; 7) 

x
yy

sin
1

=′+′′ ; 

8) 
x

eyyy
x

=+′−′′ 2 ; 9) 
1

23
2

+
=+′−′′ x

x

e
eyyy ; 10) 3

2
44

x
eyyy

x-
=+′+′′ ;  

11) 
24e

12
x

yyy
x −

=+′+′′ ; 12) 24
2

x
eyyy

x

+
=+′−′′ ; 13) 

x
yy

cos
1

=+′′ ; 

Домашние задания 

34.4 Решить уравнение: 

1) 02 =+′−′′ yyy ; 2) 043 =−′+′′ yyy ; 3) ,096 =+′+′′ yyy  

4) 022 =+′−′′ yyy , ( ) ( ) 100 ==′ yy ; ( ) ( ) 100 =′= yy ; 5) 0=′−′′′ yy , ( ) ,30 =y   

6) 043 =−′′− ууyIV ; ( ) ( ) 10,10 =′′−=′ yy ; 7) 02 =+′′+ ууyIV ; 8) 045 =+′′+ ууyIV ; 

9) 033 =′′+′′′++ ууyy IVV ; 10) 054 =+′+′′ yyy ; 11) xxe
yyy 12 =+′+′′ ; 

12) 
x

yy
2cos

14 =+′′ ; 13) xyy 3tg39 =+′′ ; 14) xyy 2ctg4 =+′′ ; 15) 
x

eyyy
x

cos
54

2
=+′−′′ . 

Ответы: 34.1 1) xeCCy 2
21 += ; 2) )( 21

3 xCCey x += ; 3) xx eCeCy 2
2

1 += − ;  

4) xCxCy 2sin2cos 21 += ; 5) xexy −+= ; 6) xeCCy 4
21 += ; 7)

xx eCeCy 3
4

2
2

1
−

+= ; 

8) )31(
2

)31(
1

xx eCeCy +− += ; 9) 2
2

2
1

xx eCeCy += ; 10) xxey x 2sin22cos += ; 

11) ( )xCxCeCy -xx 3sin3cose 32
2

1 ++= ; 12) xey xsin= . 

34.2. 1) ( ) ( )[ ] ( ) 765432
3 2sin2cos CexCCxxCCxxCey xx ++++++= 1C ; 
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2) xCxCexCxСxCCy x sincos)( 65
53

4
2

321 +++++= ;  

3) ( ) ( )[ ]xxCCxxCCexCxCxCxCxCCy x 4sin4cos 10987
5

6
4

5
3

4
2

321 +++++++++= − ; 

4) [ ] ( ) xxx exCCxCxCeeÑy 8
5432

5
1 7sin7cos −++++= ; 

5) ( )xCxCeexСxCCy xx sin2cos)( 54
742

321 ++++= ; 

34.3. 1) ( ) xxxCxxCy 2sinctg
2
12cos 21 






 −−+−= sinln ;  

2) ( ) ( ) xxxxx eCeCeeey 2
21

2 1ln −−−− ++++= ;  

3) ( ) ( ) xexCxexСy xx sinsinlncos 21
−− ++−= ; 4) xexxxxCCy 22

2

21 4
3

2
ln −











−++= ; 

5)
2

tglnsincos 21
xxxCxCy sin++= ; 6) 






 +−++=

2
arcsin4 2

21
xxxxCCy xe ;  

7) ( ) ( ) xxCxxCy sinsinlncos 21 ++−= ; 8) )ln( 21 CxCxxey x += ;  

9) ( )( ) ( )( ) xxxx eeCeexCy 1ln1ln 2
2

1 ++++−+= ; 10) xey 2−= 





 ++

x
xСС

2
1

21 ;  

11) xexxxxCCy −





 +−++=

2
arcsin4 2

21 ; 12) ( ) xexxxxCCy 





 ++−+=

2
arctg

2
1ln

2
1 2

21 ;  

13) ( ) ( ) xxCxxCy sincoscosln 21 +++= . 34.4. 1) ( )xCCey x
21 += ; 2) xx eCeCy 4

21
−+= ;  

3) ( )xey x 413 += − ; 4) ( )xxey x sincos += ; 5) xey −+= 2 ;  

6) xCxCeCeCy xx cossin 43
2

2
2

1 +++= − ; 7) ( )xCxCxxCxCy sincossincos 4321 +++= ; 

8) xCxCxCxCy 2sin2cossincos 4321 +++= ; 9) ( )2
54321 xCxCCexCCy x ++++= − ; 

10) ( )xCCey
x

21
2
1

+= ; 11) ( ) xxeexCCy xx ln21
−− ++= ; 

12) xCxCxxxxy 2cos2sin2cosln
4
2cos2sin

2 21 +++= ;  

13) xCxxCy 3sin3cos
2
3

4
tgln

3
1

21 +





















 +
π

−= ; 14) xxxCxCy 2tgln2sin
4
12sin2cos 21 ++= ; 

15) ( ) ( )[ ] xexxCxxCy 2
21 sincoscosln +++= . 
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Занятие 35. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

с постоянными коэффициентами с правой частью специального вида  

Аудиторные задания 

35.1 Решить уравнения: 

1) ( ) ( ) 01,11,22 =′−==′−′′ yyeyy x ; 2) xyy 88 =′+′′ ; 3) ( ) ( ) 30,40,4 =′==+′′ yyeyy x ; 

4) ( ) ( ) 00,10,cos2 =′==+′′ yyxyy ; 5) xxeyyy =+′−′′ 23 ; 6) xyy 5cos505 =′+′′ ; 

7) xexyyy 22445 =+′−′′ ; 8) xeyyy x 2sin84 2 +=+′−′′ ; 

9) xeyyy x cos422 =+′−′′ ; ( ) ( ) ππ =π′π=π eyey , ; 10) ( ) ( ) 100,sin4 =′==+′′ yyxyy ; 

11) xxyyy sin23 =+′+′′ ; 12) xeyy x cos9 3=−′′ ; 13) xxyy sin2=+′′ ; 

14) xxyyy cos23 =+′−′′ ; 15) ,212996 2 +−=+′−′′ xxyyy  ( ) ( ) 30,10 =′= yy ; 

16) ( )xxeyyy x sincos254 2 +=+′−′′ ; 17) 32 xyyy =+′−′′ ; 18) xexyyy x cos2 2 −=+′+′′ ; 

19) ( ) xexxyyy 3223 +=+′−′′ ; 20) ( )xxxeyy x sincos22 −=−′′ . 

35.2 Дана правая часть уравнения и известны характеристические числа соответствующе-

го однородного линейного уравнения, требуется записать общее решение. 

1) ( ) ikxxexf x ±=+−= 4,3,2,1,8cos53 , 0,1 7 == kk5,6 ; 

2) ( ) 5,7cos43 2,1
322 =+−= kxxexxf x , 0,2 654 ==== kkkк3 ; 

3) ( ) ( ) 0,cos21 2,1 =−−−= kxexxf x , ikkk ±=== 1,1,2 6,543 ; 

4) ( ) ikikxxexf x 9,1,9sin 4,32,1 ±=±=+= ; 

5) ( ) 1,252 2,1
32 =−+−= kxexxf x ; ikк ±== 4,03 ; 

6) ( ) ikikkkxxexf x 7,71,7,5,7cos32 7,65,432,1
7 ±=±===−−= ; 

7) ( ) ikkxxxf 41,0,4sin25 6,54,3,2,1 ±==−= ; 

8) ( ) ikkxxexf x 23,4,5sin2cos 6,53,2,1
3 ±==−= ; 

9) ( ) ikkxxf ±==−= 5,43,2,1
2 ,1,5 ; 

10) ( ) ikkxxxxf 2,0,6cossin4 3,21 ±==−+−= . 
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35.3 Определить к какому виду (I–XI) относятся дифференциальные уравнения (1–33): 

I. Уравнение с разделяющимися переменными: 

( ) ( ) ( ) ( ) 02211 =+ dyyNxMdxyNxM . 

II. Уравнение однородное первого порядка: 

( ) 





ϕ==′

x
yyxfy , , где ( )yxf , – однородная функция нулевого измерения uxy = . 

III. Уравнение в полных дифференциалах: 

( ) ( ) ,0,, =+ dyyxQdxyxP  
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂ . 

IV. Линейное уравнение первого порядка: 

( ) ( )xqyxPy =+′ . 

V. Уравнение Бернулли: ( ) ( ) α=+′ yxqyxPy . 

VI. Линейное однородное уравнение с постоянными коэффициентами: 
( ) ( ) 01

1 =+++ − yayay n
nn  . 

VII. Линейное неоднородное уравнение, решаемое только методом Лагранжа: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfyxayxay n

nn =+++ − 1
1 . 

VIII. Линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффициентами со специ-

альной правой частью: 
( ) ( ) ( )xfyayay n

nn =+++ − 1
1 , где ( ) ( ) ( )( )xxQxxPexf mn

x β+β= α sincos . 

IX.Уравнение высших порядков вида: ( ) ( )xfy n = . 

X. Уравнение высших порядков вида:  
( ) ( )( ) 0,,, =nk yyxF  , nk < . 

XI. Уравнение высших порядков вида: 
( )( ) 0,,, =′ nyyyF  . 

XII. Уравнение высших порядков вида: 
( )( ) 0,, =′ nyyx,y,F  . 

1) xeyy =′+′′ ; 2) ( )( ) 011 =−++ dyyxdxyex ; 3) 22 +=+′ xyxy ; 4) ( ) yyx ′′=′′′+ 2 ; 

5) ( )dyyxxydx 22 += ; 6) 31 xyy
x

y =+′ ; 7) xexyyy 23 =+′−′′ ; 8) ( ) 0222 =++ yxdydxyx ; 

9) 03 =+′−′′ yyy ; 10) ( ) xy cosIV = ; 11) xyy tg=−′′ ; 12) 1=′′yy ; 

13) 05 =′−′′ yy ; 14) 33 24 −=+′ xyxy ; 15) ( )dyyxdxxy 4422 += ; 16) 25 yexyy x=−′ ; 
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17) 53 +=′′′ xy ; 18) yyyy ′=′+′′ 3 ; 19) ( ) 01 =−− dyedxye xx ; 20) xexyyy x cos2 2=+′−′′ ; 

21) 22
2

yx
xyy
−

=′ ; 22) ( )( ) 023 32 =++− dyyxdxyx ; 23) 03 =′−′′ yyy ; 24) ( ) xV xey = ; 

25) ( ) 0sin1cos =++ dyxxdxy ; 26) x

x

e
eyyy 5

5

1−
=−′+′′ ; 27) ( ) 04 =′++′−′′ yyyy ; 

28) ( ) 332 17 yxyxy −=−′ ; 29) xyyxy =′−′′ ; 30) 0tgsincos =+ ydxxydyx ; 

31) 
x

yy
cos

43 =′+′′ ; 32) ( ) ( ) yxyy IIIIV =−3 ; 33) 053 =+′−′′ yyy ;  

34) ( ) ( ) 0=++− dyyxdxyx ; 35) 0232 =+′−′′ xyxyy . 

Домашние задания 

35.4 Решить уравнения: 

1) xуyy 43216 =+′′ , ( ) ( ) 00,20 =′= yy ; 2) xeyy 24 =−′′ , ( ) ( ) 80,10 −=′= yy ; 

3) ,2sin92cos122 xxyyy −−=+′−′′  ( ) ( ) 10,00 =′= yy ; 4) 134 +=′−′′ xyy , ( ) ( ) 00,20 =′−= yy ; 

5) xyy 3cos39 =′+′′ , ( ) ( ) 20,10 =′= yy ; 6) xexуy 243sin13 ++=′+′′ ; 

7) ( ) xexуyу −−=+′−′′ 123423 ; 8) 12 −=′+′′ xyy ; 9) xyy 2cos2+=+′′ ; 

10) xexyyy 4106 2 +=+′+′′ ; 11) xyyy sin543 =−′+′′ ; 12) xeyyy −=+′+′′ 82 ; 

13) 1324 2 ++=+′′ xxyy ; 14) ( ) xexyyy 23234 +=+′−′′ ; 15) xxyy 2cossin24 +=−′′ . 

Ответы: 35.1 1) 1212 −+−= − eeey xx ; 2) ( )
8
3

24

2
2

21 ++++=
xxexCCy x ; 

3) xexxy 2sin5cos2 +−= ; 4) xxxy sincos += ; 5) xxx exxeCeCy 









+−+=

2

2

2
2

1 ;  

6) xxeCCy x 5cos5sin5
21 −++= − ; 7) ( ) xxx exxeCeCy 224

21 322 +−−+= ; 

8) ( ) xxexCxCey xx 2sin
20
12cos

10
1

4
12sin2cos 2

21
2 ++++= ; 9) ( )[ ]xxxey x cossin12 π−−π−= ;  

10) ( )xxxy sin2sin
3
12cos ++= ; 11) xxxxeCeCy xx sin

25
3

10
1cos

50
17

10
32

21 





 ++






 +−++= −− ; 

12) 





 −++= −

37
cossin

37
633

2
3

1
xxeeCeCy xxx ; 13) xxCxxxCy sin

4
cos

64

2

2

3

1 









++










−+= ; 

14) ( ) ( ) xxxxeCeCy xx sin34,03,0cos12,01,02
21 +−−++= ; 
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15) xexy 32 += ; 16) xexxxxxCxCy 2
21 sincos

2
sincos 






 +−+= ; 

17) ( ) 24186 23
21 +++++= xxxexCCy x ; 18) ( ) ( )( )xxxxeexCCy xx sin4cos6 2

21 +−++= −− ; 

19) ( ) xxx exxeCeCy 322
21 12/ +−++= ; 20) xexxeeCeCy xxxx cossin2

2
2

1 +++= − . 

35.2 1) ( ) ( ) ( ) +++++++= 7654321 sincos CexCCxxCCxxCCy x  

( ) ( )[ ] xAxAxAxAxAxeAx x
65432

2
1

2 sincos ++++++ ; 

2) ( ) ( ) +++++++++= xxx eAxAxAxxCxCCeCexCCy 2
32

2
1

2
654

2
3

5
21  

( ) xAxAxAxAxAAx 7sin7cos 98
3

7
2

654
3 ++++++ ;  

3) ( )++++++= xCxCeeCeCxССy xxx sincos 543
2

321  

( ) xAxAexAAxAx x sincos 54321
2 ++++++ ; 

4) ( ) ++++= xCxCxCxCy x 9sin9cossincos 4321e ( ) ( )xAxAxeAxA x 9sin9cos 4321 +++ ; 

5) ( ) +++++= xCxCCexCCy x sin54321 cos ( ) xeAxxAxAxAxA 5
2

43
2

2
3

1 ++++ ; 

6) ( ) ( )+++++= xCxCeeCexCCy xxx 7sin7cos 54
7

3
5

21  

( )21
7

76 7sin7cos AxAxexCxC x ++++ ( )xAxAx 7sin7cos 43 ++ ; 

7) ( ) +++++++= 1
4

65
3

4
2

321 4sin4cos AxxCxCexCxCxССy x  

( ) xAxAxAxA 4sin)(4cos 4332 +++++ ; 

8) ( )+++++= xCxCeexCxССy xx 2sin2cos)( 65
342

321  

xAxAxAxAxe x 5sin5cos)2sin2cos( 4321
3 +++++ ; 

9) 32
2

154
2

321 sincos)( AxAxxCxCexCxССy x +++++++= A ; 

10) +++++= xAxxCxССy sincos2sin2cos 21321 A )( 43 AxAx + . 

35.3 1) VIII. 2) I. 3) IV. 4) X. 5) II. 6) V. 7) VIII. 8) II, III. 9) VI.  

10) X. 11) VII. 12) XI. 13) VI. 14) IV. 15) II. 16) V. 17) IX. 18) XI.  

19) III. 20)VIII. 21) II, III. 22) I. 23) XI. 24) IX. 25) III. 26) VIII.  

27) XI. 28) V. 29) XII. 30) I. 31) VII. 32) X. 33) VI. 34) II. 35) XII. 

35.4 1) xexxy 44sin4cos +−= . 2) xxx xeeey 222 223 +−= − . 3) xxeey xx 2sin342 +−−= −− .  

4) )24283925(
64
1 24 xxey x −−+= . 5) )3sin93107(

90
1 9999 xexeeey xxxx −+−−= − cos3 . 

6) )3sin3(cos
18
1

5
2

3
2

2
3

1 xxexCeCy xx +−+++= − . 7) xxx exeCeCy −−++= )24(2
21 ; 
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8) xxeCCy x 32
21 −++= − ; 9) xxxCxCy 2sin

15
42cos

15
12sincos 21 −−++= ; 

10) ( ) xx exxxCxCey
17
4

250
13

25
3

10
1sincos 2

21
3 ++−++= − ; 11) xeCeCy xx sin

34
15

2
4

1 −+= − ;  

12) xxx exxeCeCy −−− ++= 2
21 4 ; 13) xxxCxCy

4
3

2
12sin2cos 3

21 +++= ;  

14) xxx exeCeCy 23
21 )32( +++= ; 15) ( )xxeCeCy xx 2sin162cos5

40
12

2
2

1 +−+= − . 

Занятие 36. Решение систем дифференциальных уравнений  

методом Эйлера и методом исключения 

Аудиторные задания 

36.1 Решить системы: 

1) 




−=′
+=′

t.xy
t,yx

 2) 




−=′
−=′

y.xy
y,xx

65
52

 3) 






+=′

+=′

.txy

,eyx t

2

2
 4) 





+−=′
=′

y.xx
x,y

 5) 






+=′

−=′

.exy

y,xx
t2

2
 6) 





−=′
−=′

y.xy
y,xx

3
4

  

7) 




++−−=′
−+=′

t.tyxy
t,yxx

cossin2
cos

 8) 




=−−=′
−=+=′

.1)0(,3
,2)0(5

yyxy
xy,xx

 9) 






−+=′

++=′

.eyxy

,eyxx
t

t

432

22
 

10) 




=−−=′
=+−=′

.1)0(,52
,0)0(2

yyxy
xy,xx

 11) 




−−=′
+−=′

t.yxy
t,yxx

cos22
sin34

 12) 








+=′
+=′
+=′

y.xz
zxy
,yx
,

z
 

13) 




=−−=′
=−−=′

.4)0(,52
,1)0(43

yyxy
xy,xx

 14) 




−=′
−=′

y.xy
y,xx

4
3

 15) 




−=′
+=′

x.yy
y,xx
23

 16) 






++=′

−=′

.eyxy

y,xx
t  

17) 




−=′
+−=′

x.yy
,xyx

23
12

 18) 




+=′
−=′

y.xy
y,xx

3
3

 19) 




−=′
+=′

x.yy
y,xx

4
2

 20)






+−=′
−+=′

t.xy
,tyx

tg
1tg2

 

21) 




=+−=′
=+=′

.1)0(,5
,3)0(3

yyxy
xy,xx

 22) 




+=′
+−=′

y.xy
y,xx 8

 23) 




−=′
+=′

t.xy
y,xx
sin5

2
 24) 










=′

=′

.
x

y

,
y

x

1

1

 

25) 






++−=′

−+−=′

.623

,2
2

2

x

x

ezyz

ezyy
 26) 







++=′

+−=′
− .eyxy

,eyxx
t

t

5

235 3
 27) 





+=′
−=′

.2
cos5
yxy

t,yx
  

28) 






+=′
+−=′

t.xy
,tyx 2
 29) 





+−=′
−=′

t.xyy
y,xx

182
2

 30) 




−=′
+−=′

t.xy
,yx

22
32
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Домашние задания 

36.2 Решить системы: 

1) 






+−=′

+−=′
− .eyxy

,exyx
t

t

26

52
 2) 





=+−=′
==′

.5,1)0(,1
,0)0(

yxy
xy,x

 3) 




−=′
+=′

y.xy
y,xx

 4) 




+−=′
++=′

t.xy
t,yxx

sin2
cos2

 

5) 




+=′
−=′

.43
,2
yxy

yxx
 6) 





=+=′
=−=′

.0)0(,74
,1)0(23

yyxy
xy,xx

 7) 




+−−=′
++=′

.234
,

tyxy
tyxx

 

8) 




−=+−=′
=+=′

.1)0(,66
,0)0(

yyxy
xy,xx

 9) 






+−=′

+−=′

.2

,
3

3

t

t

exy

eyx
 10) 







−=′
−+=′

.2
,4 2

xyy
eyxx t

 11) 






+−=′

−=′

.33

,42
teyxy

yxx
 

12) 




+−=′
−=′

.sin22
,32

tyxy
yxx

 13) 




=+−=′
−=+=′

.1)0(,73
,1)0(3

yyxy
xy,xx

 14) 




=+=′
−=−=′

.0)0(,2
,2)0(36

yyxy
xy,xx

 

Ответы: 36.1 1) 






+−+=

−+−=
−

−

.1

,1

21

21

teCeCy

teCeCx
tt

tt
 2) 

( )

( ) ( )( )






++−=

+=

−

−

.3sin433cos34
5
1

,3sin3cos

2121
2

21
2

tCCtCCey

tCtCex

t

t

 

3) 
( )





−−+−=

−−++=
−

−

.21

,2

21

2
21

teteCeCy

tteeCeCx
ttt

ttt
 4) 







++=

+−=

.sincos

,cossin

321

321
t

t

eCtCtCx

eCtCtCy
  

5) 
( )

( )[ ]





−++−=

−+=

.2

,
2

221

2
21

t

t

etCtCCy

ettCCx
 6) 

( )
( )





+=

++=
−

−

.

,22

21

121
t

t

eCtCy

eCCtCx
 

7) ( ) ( ) ( )



+++−−=
−+=

.sincossincos
,cossincos

2112

21

ttttCCtCCy
tttCtCx

 8) 






+=

+−=
−−

−−

.3

,32
7

7

tt

tt

eey

eex
 

9) 
( )





−+−+−=

−++=

.21

,
43

21

43
21

tttt

tttt

eeteCeCy

eteeCeCx
 10) 

( )





−=

=
−

−

.21

,2
3

3

t

t

ety

tex
 

11) 






−++=

−++=

.sin2cos22

,sin2cos3
2

21

2
21

tteCeCy

tteCeCx
tt

tt
 12) 

( )








++−=

+=

+=

−

−

−

.

,

,

2
231

2
23

2
21

tt

tt

tt

eCeCCz

eCeCy

eCeCx

 13) 






+=

+−=
−−

−−

.3

,32
7

7

tt

tt

eey

eex
 

14) 
( )
( )





+−=

+=

.22

,

221

21
t

t

etCCCy

etCCx
 15) 

( )
( ) ( )[ ]





−++=

+=

.sincos

,sincos

1221
2

21
2

tCCtCCey

tCtCex
t

t
  

16) 
( )
( )





−=

−+=

.cossin

,1sincos

21

22
t

t

etCtCy

etCtCx
 17) 

( )
( )





−++=

−+=

.22

,32

221

21
t

t

etCCCy

etCCx
18) 

( )
( )





−=

+=

.3cos3sin

,3sin3cos

21

21

tCtCey

tCtCex
t

t
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19) 
( )
( )





++=

+=

.

,
3

221

3
21

t

t

etCCCy

etCCx
 20) 





++−=
++=

.2cossin
,sincos

21

21

tCtCy
tgttCtCx

 21) 






=

=

.

,3
2

2

t

t

ey

ex
  

22) 






+=

−=
−

−

.

,42
3

2
3

1

3
2

3
1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 23) 







−++−=

+−+=
−

−

.sincos2

,sin3cos2
2

21

2
21

tteCeCy

tteCeCx
tt

tt
 24) 

( )





+=

+=

.2

,2

21
2

2
2

1

CtCy

CtxC
 

25) 






++=

++=
−

−

.39

,2

21
2

21
2

xxx

xxx

eCeCez

eCeCey
 26) 







−−+=

−−+=
−

−

.22

,43
34

2
2

1

34
2

2
1

tttt

tttt

eeeCeCy

eeeCeCx
  

27) 






++−=

−−+=
−

−

.cos3sin2

,cossin2

2
2

1

2
2

1

tteCeCy

tteCeCx
tt

tt
 28) 







−++=

++−=

.1sincos

,cossin
2

21

21

ttCtCy

ttCtCx
  

29) 






−+−+−=

+++=

.2226

,23

2
23

1

2
23

1

CtteCy

CtteCx
t

t
 30) 





+−=
++=

.12cos2sin
,2sin2cos

21

21

tCtCy
ttCtCx

  

36.2 1) 










++−=

+++=

−−−

−−−

.
40
1

10
3

2
1

,
40
7

5
1

27
2

4
1

27
2

4
1

tttt

tttt

eeeCeCy

eeeCeCx
 2) 





+=
+−=

.cos5,1sin
,sin5,1cos1

tty
ttx

  

3) 
( ) ( )





+−−=

+=
−

−−

.1212

,
2

2
2

1

2
2

2
1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 4) 

( )

( )( )








−−−−=

++=

.sin
2
1cos21

,cos
2
1

12

21

tteCtCy

tetCCx

t

t

  

5) 






+−=

+=

.15

,
5

21

5
21

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 6) 

( )






=

−=

.2sin2

,2sin2cos
5

5

tey

ttex
t

t
 7) 

( )
( )





+−−−=

−++=
−

−

.14622

,95

212

21

tetCCCy

tetCCx
t

t

 

8) 






+=

+=

.32

,
4

2
3

1

4
2

3
1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 9) 










++−=

++=

−

−

.
8
5

,
8
1

3
21

3
21

ttt

ttt

eeCeCy

eeCeCx
  

10) 
( )







−−−=

+++=

.22

,1
23

2
2

1

23
2

2
1

ttt

ttt

teeCeCy

eteCeCx
 11) 

( )





−−+=

−+=
−

−

.1

,44
2

21

2
21

ttt

ttt

eteCeCy

teeCeCx
  

12) 






+−+=

++=
−

−

.sin2cos

,sin33

21

21

tteCeCy

teCeCx
tt

tt
 13) 







+=

+=

.3

,
6

2
4

1

6
2

4
1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 14) 







+=

+=

.

,3
5

2
3

1

5
2

3
1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ № 1 

«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ» 

1. Для данной функции найти: 

1) полный дифференциал в точке M при 03,0;05,0 =∆=∆ yx ; 

2) градиент в точке M; 

3) производную в точке M в направлении точки N; 

4) используя полный дифференциал, вычислить приближенное значение функции в 

точке P; 

5) экстремумы; 

6) условные экстремумы, если переменные связаны заданным условием; 

7) наименьшее и наибольшее значения функции в заданной области. 

2. В таблице приведены значения Y и X. Методом наименьших квадратов найти коэф-

фициенты ia  уравнений, полагая, что между этими величинами существует: 

1) линейная зависимость вида baxy += ; 

2) квадратичная зависимость вида cbxaxy ++= 2 . 

Вариант 1 

1. ( )yxxyz −−= 4 . 

1) ( )1,1 −M ; 2) ( )1,1 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM − ; 4) ( )98,0;02,1 −P ; 6) 052 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 3,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 1 3 4 6 7 
Y 2 2,5 3 3,5 5 

 

Вариант 2 

1. 
( ) ( )

3
4

3

9

2 22

+
+

+
−

=
yx

z . 

1) ( )1,2M ; 2) ( )1,2M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM ; 4) ( )01,1;03,1P ; 6) 052 =++ yx ;  

7) в треугольнике: 4,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 2,5 4 4,5 5 
Y 1,5 3 3,5 4 3,5 
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Вариант 3 

1. xyyxz 1233 −+= . 

1) ( )1,1M ; 2) ( )1,1M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM ; 4) ( )01,1;98,0−P ; 6) 012 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2,5 3 3,5 4,5 6 
Y 2 4 3,5 4 4,5 

 

Вариант 4 

1. 31222 +−+= xyyxz . 

1) ( )1,1 −−M ; 2) ( )1,1 −−M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM −− ; 4) ( )98,0;03,1P ; 6) 012 =++ yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 1,5 2 2,5 3,5 4 
Y 1 2 2,5 3 2,5 

 

Вариант 5 

1. 5244 22 ++−−= yxyxz . 

1) ( )2,1M ; 2) ( )2,1M ; 3) ( ) ( )3,2;2,1 NM ; 4) ( )98,0;97,0 −P ; 6) 05 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 3 3,5 4 4,5 5,5 
Y 1 1,5 2 3 3,5 

 

Вариант 6 

1. 18645 22 +−+−+= yxxyyxz . 

1) ( )1,2 −M ; 2) ( )1,2 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )03,1;95,0P ; 6) 053 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 2,5 3 3,5 5 
Y 2 3 3,5 4 4 
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Вариант 7 

1. ( ) 22 28 yxyxz −−−= . 

1) ( )0,1M ; 2) ( )0,1M ; 3) ( ) ( )3,2;0,1 NM ; 4) ( )98,0;01,1 −P ; 6) 01=+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 3,5 4 5 5,5 6 
Y 1 1,5 2 2,5 4 

 

Вариант 8 

1. 11242 22 +−+++= yxyxyxz . 

1) ( )1,0 −M ; 2) ( )1,0 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,0 NM − ; 4) ( )98,0;02,1 −P ; 6) 013 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 2,5 3 3,5 5 
Y 4 3 2,5 2 1 

 

Вариант 9 

1. 
( ) ( )

1
9

2

4

3 22

+
+

−
−

=
yx

z . 

1) ( )1,1M ; 2) ( )1,1M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM ; 4) ( )02,1;05,1P ; 6) 03 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 1 1,5 3 3,5 4 
Y 3,5 2 2,5 3 2,5 

 

Вариант 10 

1. ( )
( )

4

1
2

2
2 −
+−=

y
xz . 

1) ( )2,1 −M ; 2) ( )2,1 −M ; 3) ( ) ( )3,2;2,1 NM − ; 4) ( )98,0;96,0 −P ; 6) 012 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 1,5 2 3 3,5 4,5 
Y 2 2,5 4 3 3,5 



 

264 

Вариант 11 

1. 44234 22 ++−++= yxyxyxz . 

1) ( )1,2 −M ; 2) ( )1,2 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )05,1;02,1 −P ; 6) 0632 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 2,5 3,5 4 4,5 
Y 3 3,5 2,5 2 2,5 

 

Вариант 12 

1. 6232 22 ++−= yxxyz . 

1) ( )1,0 −M ; 2) ( )1,0 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,0 NM − ; 4) ( )95,0;03,1 −P ; 6) 0632 =−− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 3 3,5 4 4,5 6 
Y 1 1,5 2,5 2 2,5 

 

Вариант 13 

1. 34424 22 +−++−= yxyxyxz . 

1) ( )1,1 −M ; 2) ( )1,1 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM − ; 4) ( )98,0;02,1 −P ; 6) 063 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 2,5 3 3,5 4,5 
Y 2,5 3 4 3,5 4 

 

Вариант 14 

1. 562 22 +−+= xyyxz . 

1) ( )2,1 −M ; 2) ( )2,1 −M ; 3) ( ) ( )3,2;2,1 NM − ; 4) ( )98,0;05,1 −P ; 6) 012 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 5,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2,5 3 3,5 4 5 
Y 3 3,5 4 3,5 4,5 
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Вариант 15 

1. 106343 22 ++−++= yxxyyxz . 

1) ( )1,2 −M ; 2) ( )1,2 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )97,0;03,1 −P ; 6) 05 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 2 3 4 4,5 5 
Y 4 4,5 5 4,5 5,5 

 

Вариант 16 

1. 3263 22 +−++−= xxyyxz . 

1) ( )1,1M ; 2) ( )1,1M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM ; 4) ( )95,0;02,1 −P ; 6) 01 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 1 1,5 2 2,5 3 
Y 3 3,5 4,5 4 4,5 

 

Вариант 17 

1. 322 22 +−+−= xyxxyz . 

1) ( )1,3 −M ; 2) ( )1,3 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,3 NM − ; 4) ( )97,0;03,1 −P ; 6) 063 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 1,5 2 2,5 3 3,5 
Y 2 2,5 3,5 4 4,5 

 

Вариант 18 

1. 58424 22 ++−++= yxxyyxz . 

1) ( )0,1M ; 2) ( )0,1M ; 3) ( ) ( )3,2;0,1 NM ; 4) ( )95,0;02,1 −P ; 6) 042 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 3,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 1 1,5 2 3 4 
Y 3 3,5 4,5 4 5 
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Вариант 19 

1. ( )yxxyz −−= 22 . 

1) ( )1,2 −M ; 2) ( )1,2 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )02,1;98,0−P ; 6) 012 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 3 3,5 4 4,5 5 
Y 2 2,5 3 2,5 3 

 

Вариант 20 

1. 32622 +−++−= xxyyxz . 

1) ( )1,3 −M ; 2) ( )1,3 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,3 NM − ; 4) ( )95,0;05,1 −P ; 6) 012 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 3,5 4 4,5 6 6,5 
Y 1 1,5 2 3 3,5 

 

Вариант 21 

1. ( )yxxyz −−= 12 . 

1) ( )2,1M ; 2) ( )2,1M ; 3) ( ) ( )3,2;2,1 NM ; 4) ( )95,0;01,1 −P ; 6) 042 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 2,5 3 3,5 4 
Y 2,5 3 4 3,5 3,5 

 

Вариант 22 

1. 44234 22 ++−++= yxyxyxz . 

1) ( )1,1 −M ; 2) ( )1,1 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM − ; 4) ( )96,0;05,1 −P ; 6) 03 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 3 3,5 4 4,5 5 
Y 2 2,5 3,5 3 4 

 



 

267 

Вариант 23 

1. 34426 22 +−++−= yxyxyxz . 

1) ( )1,2 −M ; 2) ( )1,2 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )02,1;98,0P ; 6) 033 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 1 1,5 2 2,5 3 
Y 2 2,5 3 2,5 3,5 

 

Вариант 24 

1. 58442 22 ++−++= yxyxyxz . 

1) ( )2,1 −M ; 2) ( )2,1 −M ; 3) ( ) ( )3,2;2,1 NM − ; 4) ( )95,0;03,1 −P ; 6) 042 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 3,5 4 4,5 5 6 
Y 1,5 2 2,5 4 3,5 

 

Вариант 25 

1. 32622 +−++−= xxyyxz . 

1) ( )1,2 −M ; 2) ( )1,2 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )98,0;02,1 −P ; 6) 052 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 3,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 2,5 3 3,5 4 
Y 1,2 1,4 1,4 1,6 1,7 

 

Вариант 26 

1. 18642 22 +−+−+= yxxyyxz . 

1) ( )1,1 −−M ; 2) ( )1,1 −−M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM −− ; 4) ( )97,0;05,1 −P ; 6) 03 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 2 3 3,5 5 6 
Y 1,3 1,5 1,8 1,6 1,8 
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Вариант 27 

1. ( )yxxyz −−= 12 . 

1) ( )1,2−M ; 2) ( )1,2−M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )95,0;01,1 −P ; 6) 0122 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 1,0,0 −=+== yxyx . 

2. 

X 1 3 4 4,5 5 
Y 1,1 1,5 1,6 1,5 1,7 

 

Вариант 28 

1. 16842 22 +−+−+= yxxyyxz . 

1) ( )1,2 −M ; 2) ( )1,2 −M ; 3) ( ) ( )3,2;1,2 NM − ; 4) ( )97,0;03,1 −P ; 6) 033 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 3 3,5 5 6 
Y 1,3 1,5 1,8 1,6 1,8 

 

Вариант 29 

1. 184 22 +−+−+= yxxyyxz . 

1) ( )2,1−M ; 2) ( )2,1−M ; 3) ( ) ( )3,2;2,1 NM − ; 4) ( )96,0;05,1 −P ; 6) 063 =+− yx ;  

7) в треугольнике: 3,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 2 3 3,5 5 6 
Y 1,3 1,5 1,8 1,6 1,8 

 

Вариант 30 

1. 146126 22 +−+−+= yxxyyxz . 

1) ( )1,1 −−M ; 2) ( )1,1 −−M ; 3) ( ) ( )3,2;1,1 NM −− ; 4) ( )97,0;98,0 −P ; 6) 01=+− yx ;  

7) в треугольнике: 2,0,0 =+== yxyx . 

2. 

X 1 1,5 2 2,5 3 
Y 1,2 1,5 1,7 1,5 1,8 
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ № 2 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЫ 

В заданиях: 

1–6 – найти неопределенные интегралы; 

7 – вычислить определенный интеграл; 

8 – вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость. 

Вариант 1 

∫ +
;

12
.1

x
dxx  ∫ − ;sin)12(.2 2 dxxx  ;

42
.3 ∫

++ x
dxx  4. ;2cos2sin 23∫ dxxx  

5. ∫
−

++ ;
8

32
3

24
dx

x
xx  6. ∫

+
;

41
2arctg
2

dx
x

x  ;
1e

e.7
1

0

2

∫
+x

x dx  ∫
+∞

+0
24

.8
x

dxx . 

9. Вычислить площадь трапеции, ограниченной линиями ϕ=ρϕ=ρ cos2,cos aa . 

10. Найти длину полукубической параболы 22 )1(
3
2

−= xy , заключенную внутри параболы 

3
2 xy = . 

Вариант 2 

1. ∫ ;e
32 dxx x  2. ∫ ;ln3 dxxx  3. ∫

+ ;
sin

2sinsin
2

2
dx

xx
xxx  ∫ ;

2
3sin.4 4 dxx  

∫ −+
+ ;

)32(
32.5 2 dx
xxx

x  ∫ +
+ ;

1
1.6

3
dx

x
x  ;

ln4
.7

1
∫ +

e

xx
dx  ∫ −

1

0
3)1(

.8
x

dx . 

9. Найти площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями xyxy −== 2,2 . 

10. Найти длину кардиоиды )sin1(2 ϕ−=ρ . 

Вариант 3 

∫ +
;

cos4
sin.1 2 x

dxx  ∫ ;2cose.2 dxxx  ∫ ;cossin.3 2 dxxx  ∫ +
;

sin3cos
.4

xx
dx  

∫ +
+ ;

4
)1(.5 23

2

xx
dxx  ∫ +

;
1

.6
x

dxx  ;
1

.7
4

1
2∫

+
dy

y
y

 ∫
+∞

−

0

2
e.8 dxx x . 

9. Найти площадь криволинейной трапеции ограниченной линией )cos1( ϕ−=ρ a . 

10. Найти объем тела, полученного вращением криволинейной трапеции, ограниченной ли-

ниями ,0,2,2 =−== yxyxy  вокруг оси Ox . 
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Вариант 4 

∫ −
;

9
.1 3

2

x
dxx  ∫ ;2arctg.2 dxx  ∫ +

;
sin1

.3 2 x
dx  ∫ ;

ln2
.4

x
dxx

 

∫ ++
;

)4)(1(
.5 22

3

xx
dxx  ∫ +

;
4

.6
x
dxx  ;

cos
sin.7

4/

0
3∫

π
dx

x
x  ∫

e

xx
dx

1
2ln

.8 . 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями .7,6 =+= yxxy  

10. Найти периметр фигуры, ограниченной линиями xyxy == ,2 . 

Вариант 5 

∫
−

;
1sin

.1
2 ctgxx

dx  ∫ ;4ln.2 dxx  ∫
−

;
1arccos

.3
2xx

dx  ∫ +
+ ;

cos1
cossin6.4 dx
x

xx  

∫
+

;
1

.5
3

4

x
dxx  ∫

+

+ ;
2

1.6
3 2

dx
x

x  ;4ln.7
1

2
∫

+e
dx

x
xx  ∫

∞+

+0
22 )1(

.8
x
dxx . 

9. Найти длину дуги кривой 1−= xey  от точки )0;0(  до точки )1;1( −e . 

10. Найти объем тела, полученного вращением фигуры, ограниченной линиями 

2,0,2 === xyxy , вокруг оси Oy . 

Вариант 6 

;
sin

cos.1 4

2
∫

x
dxx  ∫ ;2arccos.2 dxxx  ∫

+

+ ;
cos2sin

3tg2.3 22 dx
xx

x  ;)31sin(.4 2∫ − dxxx  

∫
−

−+ ;
1

12.5
4

5
dx

x
xx  ∫

++

+ ;
124

12.6
x

dxx  ;sin.7
3/

0

2∫
π

dxx  .
1

.8
0

2∫
∞+

+x
dx  

9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой π≤≤+=−= ttyttx 0,cos1,sin . 

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy  криволинейной трапеции, ог-

раниченной линиями: ,3,1 == xxy .3=y  

Вариант № 7 

∫
+ ;

cos
tg1.1 2 dx

x
x  ∫

− ;
cos

12.2 2 dx
x

x  ∫ − ;31.3 32 dxxx  ∫ −
;

sin3cos
.4

xx
dx  

∫
−+

++ ;
32
13.5

23

2
dx

xxx
xx  ∫

−

+ ;1.6
33 2

dx
xx

x  ;
1
arctg.7

3

1
2

dx
x

x
∫

+
 .

ln
.8
1
∫
e

xx
dx  

9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией ϕ=ρ 3cos2 . 

10. Вычислить длину кривой tytx 33 sin,cos == . 
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Вариант 8 

∫
−

;
1

.1
4

3

x

dxx  ;)1ln(.2 2∫ + dxx  ;e.3
x

dxx
∫  ∫ ++

;
cos3sin25

.4
xx

dx  

∫
+−

+ ;
)1)(1(

2.5 2

23
dx

xx
xx  ;

)11(1
11.6

3
xd

xx
x

∫
+++

−+  ;4.7
2

0

2∫ − dxx  .
9

.8
3

0 2∫
− x

dx  

9. Вычислить длину кривой xy ln=  от точки )0;1(  до точки )1;(e . 

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, ограниченной линией 

2/0,sin3,cos π≤≤== ttytx . 

Вариант 9 

∫
+ ;)1(.1

5

x
dxx  ;e)12(.2 4 dxx x

∫ −  ∫
+

;
10

.3 7

6

x
dxx  ∫ ;2cos2sin.4 24 dxxx  

∫
+

− ;
8
34.5

23
dx

xx
x  ∫

+
;

2
.6

xx
dx  ;

1
1.7

9

4
∫

−
+ dx

y
y  .e.8

1 x
dxx−

+∞
∫  

9. Найти площадь фигуры ограниченной линией ϕ=ρ sin2a . 

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy  фигуры, ограниченной линия-

ми 4,2 == xxy . 

Вариант 10 

∫ ;sin.1 32 dxxx  ∫ ;3sin.2 2 dxxx  ;e)1(.3
32

3

dxx
xx +

∫ +  ∫ ;
cos

sin.4
5 x

dxx  

∫ ++
+ ;

32
1.5 23

2
dx

xxx
x  ∫ +

+ ;.6 6

3
dx

xx
xx  ;

1e
.7

4ln

0
∫ +x

dx  .
1

arccos.8
1

0
2∫

−
dx

x

x  

9. Найти длину кривой .sin4 ϕ=ρ  

10. Найти площадь фигуры, ограниченную линией ,cos4 tx = .sin3 ty =  

Вариант 11 

;
sin

)ctg1(.1 2
3

x
dxx∫ +  ∫ + ;ln)1(.2 2 dxxx  ∫ − ;9.3 2 dxx  ∫ +

;
3cos2

.4
x

dx  

∫
+

+ ;4.5
3

2
dx

xx
x  ∫

−+−

− ;
1212

12.6
63 xx

dxx  ;2cos.7
2/

0

sin∫
π

dxx x  .
16

.8
2

1 4

3
∫

− x

dxx  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: .4,4162 yxyxx +=−=  
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10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, ограниченной линия-

ми .2,222 axayx ==−  

Вариант № 12 

∫ ;cos.1 dx
x

x  ∫ ;ln.2 4 dx
x

x  ;e.3
443 dxx

x
∫  ;3tg.4 4 dxx∫  

∫
−−

+ ;
12

92.5
24

dx
xx

x  ∫
+

;.6
3

6

xx
dxx  ;ln.7

2

1

2
∫

e
dx

x
x  .

)1(
.8

1
43

2
∫
∞+

+x
dxx  

9. Найти длину кривой xy cosln=  от точки )0;0(  до точки .)
2
2ln;

4
(π  

10. Найти площадь фигуры, ограниченной одним витком .2ϕ=ρ  

Вариант 13 

;3tg.1 dxx∫  ∫ − ;2cos)14(.2 2 dxxx  ∫
− ;1.3 dx

x
x  ∫

−
;

cos3sin5
.4

22 xx
dx  

∫
−+

+ ;
65

43.5
23

dx
xxx

x  ∫
−

;
1

.6
4 x
dxx  ;1.7

3

0

23∫ + dxxx  .
)1(

.8
2

1
2∫

−x

dxx  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: ,52 += xy .42 xy −=  

10. Найти длину кривой )10(sine,cose ≤≤== ttytx tt . 

Вариант № 14 

∫
+

;
1

.1
2xx

dx  ∫ ;2ln.2 2 dxx  ;cosee.3 dxxx
∫  ;3ctg.4 3 dxx∫  

∫
−

+ ;83.5
3

dx
xx

x  ∫
+−+

+ ;
11

1.6
3

6
dx

xx
x  ;

1
.7

4

1
∫

+ x
dx  .ln.8

1

2
∫
∞+

dx
x

x  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией .2sin4 ϕ=ρ  

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy  фигуры, ограниченной линия-

ми .0,92 =−= xxy  

Вариант 15 

∫ − ;sin1cos.1 dxxx  ∫ ;
2sin

.2
2 x

xdx  ∫ ;4.3
2

dxx x  ∫ +
;

cos2
.4

x
dx  

∫
++

− ;
65

12.5
24

dx
xx

x  ∫
− ;1.6

2
dx

x
x  ;cossin.7

3/

0

2∫
π

dxxx  ( ) ./1sin.8
1

3

2

∫
∞+

dx
x

x  
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9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями .
2

,
1

1 2

2
xy

x
y =

+
=  

10. Найти длину кривой ,)sin(cos2 tttx +=  .0,)cos(sin2 π≤≤−= tttty  

Вариант 16 

∫
− ;ln21.1 dx

x
x  ;sine.2 22 dxxx

∫  ∫
++

+ ;
2

32.3 2 dx
xx

x  ∫ ;2cos2sin.4 44 dxxx  

∫
+

−+ ;143.5
24

2
dx

xx
xx  ∫

+

+ ;.6
6

3
dx

xx
xx  ;tg.7

3/

6/

2∫
π

π
dxx  .

1
.8

4

1
2∫

+ −x

dxx  

9. Найти длину кривой 32 )1( −= xy  от точки )0;1(  до точки .)125;6(  

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy  фигуры, ограниченной линия-

ми .0,2 =−= yxxy  

Вариант 17 

∫ + ;212.1 dxxx  ∫
+ ;

3cos
53.2

2
dx

x
x  ∫

−−

− ;
22

34.3
2

dx
xx

x  ∫
+

;
cossin4

2sin.4
22 xx

dxx  

∫
−−

++ ;
98
1.5

24

24
dx

xx
xx  ∫

−−

− ;
1

.6
63

3
dx

xx
xx  ;2sin.7

6/

0

3∫
π

dxx  .
1

.8
2

1
3

2
∫

−x

dxx  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями xyxy 3,92 == . 

10. Вычислить длину кривой )2/0(sin5,cos5 22 π≤≤== ttytx . 

Вариант 18 

;
32

14.1
2∫

+−

− dx
xx

x  ;2arctg.2 dxxx∫  ∫ ;cos2sin.3 2 dxxx  ;2tg.4 5 dxx∫  

∫
+

−+ ;
4

34.5
24

2
dx

xx
xx  ∫

+

− ;
)1(

1.6
3

dx
xx

x  ;
cos53

.7
2/

0
∫

π

+ x
dx  .

42
.8

1

0
3∫ − x

dx  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 1,4 == yxy , 0,4 == xy . 

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг осиOy  фигуры, ограниченной линия-

ми: .3,,2 === xxyxy  
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Вариант 19 

∫ ;
sin
ctg.1

2

3
dx

x
x  ∫ ;ln.2

2

2
dx

x
x  ∫

+
;

12
.3

2

2

x
dxx  ∫ +

;
cos1

sin.4
x

dxx  

∫
−

−+ ;
8

12.5
3

4
dx

x
xx  ;

11
2.6 ∫ ++

+ dx
x

x  ∫
π 4/

0

5 ;sin.7 dxx  ∫
∞+

−

1
..8

2
dxxe x  

9. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, ограниченной линия-

ми .)0(0,sin π≤≤== xyxy  

10. Найти длину кривой ,cos6sin8 ttx +=  tty cos8sin6 −=  .)2/0( π≤≤ t  

Вариант 20 

;
3cos

3.1
2

3tg

x
dxx

∫  ∫ ;.2 32 dxex x  ∫ +
+ ;
2
14.3 dx

x
x  ∫

−+
;

cos16cossin6sin
.4

22 xxxx
dx  

∫
+−

−+ ;
2

1.5
23

3
dx

xxx
xx  ∫

−
− ;

2
1.6 dx

xx
x  ;

cos4
2sin.7

2/
2∫

π

π +
dx

x
x  .

sin
4.8

4/

0
2

ctg∫
π

x
dxx  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией: .cos3 ϕ=ρ  

10. Найти длину кривой xy −= e от точки )1;0(  до точки .)e;5( 5−  

Вариант 21 

∫
++

+ ;
53

32.1
2

dx
xx

x  ∫ ;2arccos.2 dxx  ∫ ;22.3 dxtg xx  ∫ +
+− ;

cos1
cos3sin2.4 dx

x
xx  

∫
+−+

+ ;
)134)(1(

384.5
2

2
dx

xxx
x  ∫

+
;

3
.6

3 2xx

dxx  ;
3cos

.7
4/

0
2∫

π

x

dxx  .
lnlnln

.8
2e
∫
∞+

xxx
dx  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией .3cos4 ϕ=ρ  

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy  фигуры, ограниченной линия-

ми .)0(0,2,2 >=−== xxxyxy  

Вариант 22 

∫ ;ln.1
3 2

dx
x

x  ∫ + ;2)32(.2 dxx x  ∫
++

− ;
22

14.3
2

dx
xx

x  ∫ ;3ctg.4 6 dxx  

∫
−

;
1

6.5
3x

dxx  ∫
++

+ ;
31

3.6
3 x

dxx  ;3ctg.7
9/

12/
∫

π

π
dxx  .

1

arcsin.8
1

0 2∫
−

dx
x

x  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией ,cos4 tx =  .sin9 ty =  

10. Найти длину кривой .)sin1(4 ϕ−=ρ  
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Вариант 23 

∫ + ;sin12sin.1 2 dxxx  ;)13(log.2 2∫ − dxx  ;
613

1.3
2∫

+−

− dx
xx

x  ∫ ++
;

3cos3sin2
.4

xx
dx  

∫
++

− ;
3613

13.5
24

dx
xx

x  ∫
+

++ ;
)1(

.6
3

3 2
dx

xx
xxx  ∫

π

π

12/

16/

2 ;4cos.7 dxx  ∫
−

2

1 4 32
.

)1(
.8

x

dxx  

9. Найти длину кривой .)
36

(sinln π
≤≤

π
= xxy  

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, ограниченной линия-

ми: .1,,4 === xxyxy  

Вариант 24 

∫ ;
e
sin.1
cos

dxx
x

 ∫
+

;
1

arctg.2
2

dx
x

xx  ∫
++

− ;
136

43.3
2

dx
xx

x  ∫
+

;
cossin8sin4

.4
2 xxx

dx  

∫
++

;
45

.5
24

4

xx
dxx  ∫

+
;

2
.6

4 x
dxx  ;2ln.7

2e/

1
∫ dxx  .e.8

0
∫
∞+

− dxx x  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями ,9=xy  .5, == xxy  

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy  фигуры, ограниченной линия-

ми: .4,2 == xxy  

Вариант 25 

∫
+

;
1

arctg.1
2

2
dx

x
x  ∫ +− ;e)12(.2 32 dxxx x  ∫

++

− ;
54

58.3
2

dx
xx

x  ∫ ;4ctg.4 5 dxx  

∫
−

++ ;
16

32.5
4

3
dx

x
xx  ∫

+
;

4
.6

3 2xx

dxx  ;4.7
3

1

2∫ − dxxx  .
1
arcsin.8

1

0
2∫

−
dx

x
x  

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: ,2xy =  .34 2xy −=  

10. Найти длину кривой .)cos1(5 ϕ+=ρ  
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ № 3  

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Вариант 1 

1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 422 =+ yx  и ( )xy −= 142  (вне парабо-

лы). 

2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями zyxzyx 3;4 22222 =+=++ , если 

плотность в каждой точке равна аппликате точки. 

3. Вычислить ∫
+L yx

dS
22

 по отрезку прямой 2
2
1

−= xy  от точки ( )2,0 −A  до точки ( )0,4B . 

4. Вычислить ∫
L

xydx  по дуге синусоиды xy sin=  от π=x  до 0=x . 

5. Вычислить площадь части поверхности 1226 =++ zyx , лежащей в первом октанте. 

6. Вычислить поток вектора ( ) ( ) kzjxyiyxa


+−++=  через поверхность шара единичного 

радиуса с центром в начале координат. 

Вариант 2 

1. Найти массу фигуры, ограниченной линиями 2;2 =+= yxxy , если плотность ее в каждой 

точке равна ординате этой точки. 

2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 221 yxz −−= ; 3; xyxy == , располо-

женного в первом октанте. 

3. Вычислить ∫ +
L

dlyx 22 , где L – кривая, 
( )
( )




−=
+=

,cossin
,sincos

tttay
tttax

 ( )π≤≤ 20 t . 

4. Найти функцию z по ее полному дифференциалу dy
y
x

x
dx

x
y

y
zd 










−+








−= 22

11 . 

5. Вычислить ∫∫ ++
S

zdxdyzydxdzxdyd , где S положительная сторона поверхности куба, ог-

раниченного плоскостями .4;4;4;0;0;0 ====== zyxzyx  Вычислить непосредственно и с 

помощью формулы Остроградского. 

6. Найти ( )ugraddiv , где ( ).sin zyxu ++=  
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Вариант 3 

1. Найти массу фигуры, ограниченной параболой 21 xy −=  и осью Ox, если плотность 

( ) 22, yxyx =γ . 

2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями xyx 222 =+ ; 0;22 =+= zyxz . 

3. Вычислить ∫
L

xdl  по параболе 2xy =  от точки ( )1,1  до точки ( )4,2 . 

4. Вычислить ( ) ( ) dyyxdxyx
C

2222 +++∫ , применяя формулу Грина, где C – контур тре-

угольника с вершинами в точках ( ) ( ) ( )3,1,2,2,1,1 CBA , пробегаемый против часовой стрелки. 

5. Вычислить ∫∫ ++
S

dSzyx 222 , где S – поверхность конуса 222 yxz += , ограниченного 

плоскостями 0; == zhz . 

6. Найти rotF , если kzjxiyF
 222 +−= . 

Вариант 4 

1. Найти массу половины круга радиуса R с центром в начале координат, лежащей в области 

0≥y , если плотность равна квадрату полярного радиуса. 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 24 yz −= ; 0;0;
2

2
=== zxxy . 

3. Вычислить ( )∫ ++−
l

dlzyx 253 , где l – отрезок прямой между точками ( )6,1,4A  и ( )8,3,5B . 

4. Поле образовано силой jaiyF


+= . Определить работу при перемещении массы m по 

контуру, образованному осями координат и эллипсом 




=
=

tby
tax

sin
cos

, лежащим в I четверти. 

5. Найти площадь поверхности части конуса 22 yxz += , заключенного внутри цилиндра 

xyx 222 =+ . 

6. Найти [ ]vudiv , , где kzjyixu


−+= 2 ; kxjziyv


+−= 2 . 

Вариант 5 

1. Вычислить dxdyyxa
D
∫∫ −− 222 , где D – круг: axyx =+ 22 . 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями .0,0;1223;2 ===+= yzyxxz  
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3. Вычислить массу одной арки циклоиды ( )ttax sin−= ; ( )tay cos1−= , если плотность в 

каждой точке кривой равна ординате точки. 

4. Вычислить ( )∫ +−
l

xdydxyxy 2  от точки ( )0,0A  до точки ( )2,1B  по кривой xy 2= . 

5. Вычислить ∫∫ ++
S

zdxdyydxdzxdydz , где S – внешняя сторона поверхности куба, ограни-

ченного плоскостями 1,1,0 === yxx , 1,0 == zz , с помощью формулы Остроградского. 

6. Найти ( )rarrot , , где kjiakzjyixr


++=++= ; . 

Вариант 6 

1. Вычислить ( )dxdy
yx
yx

D
∫∫

+

+
22

22ln , где область D – кольцо между окружностями радиусов e и 

1 с центром в начале координат. 

2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 

0;0;0;0622 ====−++ zyxzyx , если плотность в каждой его точке равна абсциссе этой 

точки. 

3. Вычислить ∫
L

dlxx 32 cossin , где L – дуга кривой xy cosln=  





 π

≤≤
4

0 x . 

4. Найти функцию z по ее полному дифференциалу ( )( )dydxyxdz ++= sin . 

5. Вычислить ( )∫∫ +
S

dxdyzy 22 , где S – верхняя сторона поверхности 22 xaz −= , отсечен-

ная плоскостями byy == ,0 . 

6. Найти циркуляцию поля iyF


=  по контуру окружности tbbytbx sin,cos +== . 

Вариант 7 

1. Вычислить dxdye
D

yx∫∫ + 22
, где область D – круг радиуса r с центром в начале координат. 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 0;14 22 ==++ zzyx . 

3. Вычислить массу m дуги кривой L, заданной уравнениями 
2

2tx = , 20,
3

,
3

≤≤== ttzty , 

если плотность в каждой ее точке 2241 yx ++=γ . 
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4. Вычислить, ∫ +
+

l ay
dy

y
xdx  по отрезку циклоиды ( )ttax sin−= ; ( )tay cos1−=  от точки 

61
π

=t  до точки 
32
π

=t . 

5. Вычислить ∫∫ ++ dxdyzdxdzydydzx  по верхней поверхности части плоскости 

azyx =++ , лежащей в первом октанте. 

6. Доказать, что поле 
( )2

3
222 zyx

kzjyixF
++

++
=




 является потенциальным. 

Вариант 8 

1. С помощью двойного интеграла найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

2;; === − yeyey xx . 

2. Вычислить объем той части шара 2222 4Rzyx =++ , которая лежит внутри цилиндра 

222 Ryx =+ . 

3. Найти массу дуги кривой ( )10
2
1; 2 ≤≤== ttytx , если плотность равна y2 . 

4. Вычислить ( )∫ −+++
L

dzyxydyxdx 1 , где L – отрезок прямой, соединяющий точки ( )1,1,1A  

и ( )4,3,2B . 

5. Найти площадь части поверхности 22 zxy += , вырезанной цилиндром 122 =+ xz  и 

расположенной в первом октанте. 

6. Найти поток вектора kxjziya


++=  через плоскость azyx =++ , расположенную в 

первом октанте. 

Вариант 9 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

( )ϕ+=ρ cos12 ; ϕ=ρ cos2 . 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 0;2;2 ==+= zzyxy . 

3. Найти массу дуги кривой 
3

2 xxy =  от точки ( )0,0O  до точки 







3
16,4B , если плотность 

пропорциональна длине дуги. 
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4. Вычислить ∫
+

−

L yx
xdyydx

22
, где L – окружность tax cos= , tay sin=  (в положительном на-

правлении). 

5. С помощью формулы Остроградского вычислить ∫∫ ++
S

zdxdyydxdzxdydz , если S – внеш-

няя сторона цилиндра 422 =+ yx  с основаниями 0=z  и 3=z . 

6. Найти rotF , если kyxjxzizyF
 222 ++= . 

Вариант 10 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

22;2 xyxxy =−= . 

2. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 0;;2 222 ==+=++ zayxazyx , ес-

ли плотность в каждой его точке равна 22 yx + . 

3. Вычислить ( )∫ ++
L

dlzyx 222 , где L – дуга винтовой линии 

( )π≤≤=== 20;sin;cos tbtztaytax . 

4. Найти функцию z по ее полному дифференциалу ( )( )dyxdxxyedz xy 21 ++= . 

5. Применяя формулу Остроградского, вычислить ∫∫ ++
S

dxdyzdxdzydydzx 333 , где S – 

внешняя сторона поверхности сферы 2222 azyx =++ . 

6. Найти циркуляцию вектора iyF
 2=  по замкнутой кривой, составленной из верхней по-

ловины эллипса tbytax sin;cos ==  и отрезка оси Ox . 

Вариант 11 

1. Найти массу плоской фигуры, ограниченной линиями 10;3 22 =+= yx
x

y , если плот-

ность каждой ее точки равна абсциссе этой точки. 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями hzyxhz =+= ;22 . 

3. Вычислить ∫ ++
L

dlayx 222 , где L – дуга спирали Архимеда ( )0>ϕ= aar  между точ-

ками ( ) ( )aaAO ,;0,0 2 . 
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4. Вычислить с помощью формулы Грина ∫ +
C

xdydx
x
y ln2 ,  

где C – треугольник, сторонами которого являются прямые 0;1;24 ==−= yxxy . 

5. Вычислить ∫∫
S

dSz2 , где S – часть плоскости 1=++ zyx , расположенной в первом октан-

те. 

6. Найти линейный интеграл вектора jyixa
 33 −⋅=  вдоль дуги окружности 

tRytRx sin;cos == , лежащей в первой четверти. 

Вариант 12 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

1;; 2 === xeyey xx . 

2. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 222222 3;2 azyxyxaz =+++= , если 

плотность в каждой точке равна аппликате этой точки. 

3. Вычислить ∫
L

dlx2 , где L – верхняя половина окружности 222 ayx =+ . 

4. Выяснить, будет ли интеграл ( ) ( )
( )
∫ +−+−

AB
dyyxyxdxyxy 61552 223  зависеть от пути интег-

рирования, и вычислить его по линии AB, соединяющей точки ( )0,0 , ( )2,2 . 

5. Вычислить ∫∫ ++
S

ydydzxdxdzzdxdy , где S – внешняя сторона треугольника, образованно-

го пересечением плоскости 1=+− zyx  и координатными плоскостями. 

6. Найти arot , если ( ) ( )kzyxjyzxixzyxa
 2233222 3233 ++⋅++= . 

Вариант 13 

1. Двойным интегрированием найти объем тела, ограниченного поверхностями 

yzzRyx ===+ ;0;222 . 

2. Вычислить ( )∫∫∫ +
V

dxdydzzxycos , где V – область, ограниченная цилиндром xy =  и 

плоскостями 0;0;
2

==
π

=+ zyzx . 

3. Вычислить массу отрезка прямой xy −= 2 , заключенного между координатными осями, 

если линейная плотность в каждой его точке пропорциональна квадрату абсциссы в этой 

точке, а в точке ( )0,2  равна 4. 
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4. Применяя формулу Грина, вычислить ∫ +−
C

dyxyydxx 22 ,  

где C – окружность 222 ayx =+  (в положительном направлении). 

5. Найти площадь поверхности 
2

2
22 yxz +

−= , расположенной над плоскостью xOy. 

6. Найти поток вектора kxjziya


++=  через часть плоскости azyx =++ , расположенной 

в первом октанте. 

Вариант 14 

1. Переменив порядок интегрирования, записать данное выражение в виде одного двойного 

интеграла 
( )

∫ ∫ ∫ ∫

−

+
1

0 0

4

1

4
3
1

0

2x
x

dydxdydx . Вычислить площадь фигуры. 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 226 yxz −−= ; 22 yxz += . 

3. Найти массу дуги кривой ( )223ln ≤≤= xxy , если плотность в каждой точке равна 

квадрату ее абсциссы. 

4. Вычислить ( )∫ +−
L

dyxyydx 2 , где L – дуга параболы 22 xxy −= , расположенная над осью 

Ox, пробегаемая по ходу часовой стрелки. 

5. Применяя формулу Остроградского, вычислить ∫∫ ++
S

zdxdyydxdzxdydz , где S – положи-

тельная сторона поверхности, ограниченной плоскостями 12;0;0;0 =++=== zyxzyx . 

6. Найти дивергенцию градиента функции 222333 3 zyxzyxu +++= . 

Вариант 15 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

4824;816 22 +=−= xyxy . 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 2222 ;2 yxzyxz +=+=− . 

3. Вычислить ∫ +
L

dlyx 22 , где L  – окружность axyx =+ 22 . 

4. С помощью формулы Грина вычислить dy
y
x

y
d

x
y

xC
∫ + arctg2arctg1 , где C – замкнутый 

контур, составленный дугами двух окружностей ( )04;1 2222 >=+=+ yyxyx  и отрезками 

прямых xy =  и ( )03 >= yxy , заключенных между этими окружностями. 
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5. Найти массу полусферы 222 yxaz −−= , если поверхностная плотность в каждой ее 

точке равна 2z . 

6. Найти Frot


, если ( ) kjxyziyxF


+++= 222 . 

Вариант 16 

1. Вычислить ( )dxdyxyx
D
∫∫ + 22 , где область D ограничена прямыми 6;2; =+== yxxyxy . 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 222222 ; azxayx =+=+ . 

3. Вычислить массу дуги кривой ( ) ttytx −=+= arctg2;1ln 2  от 1=t , если плотность равна 

xe
y . 

4. Поле образовано силой ( ) jxiyxF


2++= . Вычислить работу по перемещению единицы 

массы по окружности taytax sin;cos == . 

5. Вычислить массу поверхности 222 yxz += , заключенной между плоскостями 

1;0 == zz , если поверхностная плотность пропорциональна 22 yx + . 

6. Найти Frot


, если kxzjzyiyxF
 3322 ++= . 

Вариант 17 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской области, ограниченной ли-

ниями .0,3,42 ≥=+= yyxxy  

2. Определить массу пирамиды, образованной плоскостями 0;0;0; ====++ zyxazyx , 

если плотность в каждой точке равна аппликате этой точки. 

3. Вычислить ∫
L

dly2 , где L – дуга кривой yx ln=  между точками ( )1,0A  и ( )eB ,1 . 

4. Применяя формулу Грина, вычислить ( )∫ ++
C

dyyxdxy 22  по контуру треугольника ABC с 

вершинами ( ) ( ) ( )aCaaBaA ,0;,;0, . 

5. Пользуясь формулой Остроградского, вычислить ∫∫ ++⋅
S

zdxdyydxdzdydzx , где S – внеш-

няя сторона поверхности пирамиды, ограниченной плоскостями 0;0;0 === zyx ; 

12432 =++ zyx . 

6. Найти циркуляции вектора jxiyF


+−=  по окружности ( ) 11 22 =−+ yx . 
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Вариант 18 

1. Изменив порядок интегрирования, записать данное выражение в виде одного двойного 

интеграла ∫ ∫ ∫ ∫
−

+
1

0 0

2

1

2

0

y y
dxdydxdy . Вычислить площадь фигуры. 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 0;14 22 ==++ zzyx . 

3. Вычислить массу дуги кривой 3
2

3
2

3
2

ayx =+  лежащей в первой четверти, если плотность в 

каждой ее точке равна абсциссе этой точки. 

4. Доказать, что dyyxdxy
AB

2sectg +∫  не зависит от пути интегрирования. Вычислить его, 

если 





 π







 π

4
;2;

6
,1 BA . 

5. Найти массу полусферы 222 zyRx −−= , если поверхностная плотность в каждой точке 

пропорциональна квадрату расстояния этой точки до начала координат. 

6. Найти циркуляцию векторного поля kxjziyF


++=  вдоль замкнутого контура, получен-

ного от пересечения сферы 2222 Rzyx =++  координатными плоскостями, расположенны-

ми в первом октанте. 

Вариант 19 

1. Построить область, площадь которой выражается интегралом 
( )

∫ ∫
−

−

1

0

1

1
2
1

2

2

x

x

dydx . Вычислить этот 

интеграл. Поменять порядок интегрирования. 

2. Определить массу тела, ограниченного поверхностями hzzyx ==−+ ;0222 , если плот-

ность в каждой точке пропорциональна аппликате этой точки. 

3. Вычислить ∫
+L x

xdl
2

2

cos1

cos , где L – дуга кривой ( )π≤≤= xxy 0sin . 

4. Доказать, что выражение ( )dyexdxex yy 13 32 +  является полным дифференциалом некото-

рой функции. Найти эту функцию. 

5. Вычислить ( )∫∫ +
S

dydzzx 22 , где S – внешняя сторона поверхности 29 yx −= , отсечен-

ной плоскостями 2;0 == zz . 

6. Найти ( ) rarrot 
⋅, , где kjiakzjyixr


+−=−+= 2,2 . 
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Вариант 20 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

( )ϕ−=ρ cos1a ; ϕ=ρ cosa . 

2. Определить массу сферического слоя между поверхностями 

22222222 4; azyxazyx =++=++ , если плотность в каждой точке обратно пропорцио-

нальна расстоянию точки от начала координат. 

3. Вычислить ∫
L

ydl , где L – дуга параболы xy 22 = , отсеченная параболой yx 22 = . 

4. Показать, что ( )∫ ++
C

dyyxydx  по любому замкнутому контуру равен нулю. Проверьте, 

вычислив интеграл по контуру фигуры, ограниченной линиями 4,2 == yxy . 

5. Вычислить массу поверхности xz = , ограниченной плоскостями 0;0;1 ===+ xyyx , 

если поверхностная плотность в каждой точке равна абсциссе этой точки. 

6. Найти циркуляцию вектора iyF
 2=  по замкнутой кривой, составленной из верхней по-

ловины эллипса tytx sin;cos4 ==  и отрезка оси Ox . 

Вариант 21 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

( )02;;2 >=== aayxyaxy . 

2. Определить массу полушара 0;2222 ==++ zazyx , если плотность его в каждой точке 

равна аппликате этой точки. 

3. Вычислить ∫
L

xdl3sin , где L – дуга кривой xy sinln=  от 
41
π

=x  до 
22
π

=x . 

4. Вычислить ( ) ( )∫ −+−
C

x dyxydxye 2122 , где C – треугольник сторонами которого являются 

прямые xyxy === ;0;2 . Доказать, что данный интеграл по любому замкнутому контуру 

равен нулю. 

5. Найти площадь части поверхности 22 zxy += , вырезанной цилиндром 122 =+ xz  и рас-

положенной в первом октанте. 

6. Найти [ ]vudiv , , где kxjziyvkzjyixu


−+=+−= 3;32 . 
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Вариант 22 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

03;42 =++= yxxy . 

2. Определить объем тела, ограниченного поверхностями 0;0;;2 222 ===+= yzaxyxaxz . 

3. Найти массу дуги винтовой линии taytax sin4,cos4 == , atz 3= , если плотность ее в 

каждой точке пропорциональна аппликате этой точки ( )π≤≤ 20 t . 

4. Вычислить 
( ) ( )( )

( )
dy

yx
yxdx

yx
x

∫
+

+
+

+

2,3

1,1
22

2 . 

5. Используя формулу Остроградского, вычислить ( ) ( )∫∫ +−++
S

zdxdydxdzxydydzyx  через 

поверхность шара 1222 =++ zyx . 

6. Найти Frot


, если kxzjzyiyxF
 22322 23 −+= . 

Вариант 23 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

xyaxxay =−= ;22 . 

2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями byzxy =+= ;22 , если плотность 

в каждой его точке пропорциональна ординате этой точки. 

3. Вычислить ∫
L

xyzdl , где L – дуга кривой tytx == ;
2
1 2 ; ( )108

3
1 3 ≤≤= ttz . 

4. Найти работу силы ( ) jyxixyF


++=  при перемещении массы m из начала координат в 

точку ( )1,1A  по параболе 2xy = . 

5. С помощью формулы Стокса показать, что ∫ ++
C

xydzxzdyyzdx  по любому замкнутому 

контуру равен нулю. Проверить, вычислив интеграл по контуру треугольника с вершинами 

( ) ( ) ( )1,1,1;0,1,1;0,0,0 BAO . 

6. Вычислить поток вектора kzjyixa


++= 33  через поверхность шара 2222 azyx =++ . 

Вариант 24 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 3;1;ln ==−= xyxxy . 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями hzaxyaxay ±==−= ;;34 222 . 
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3. Найти массу дуги полуокружности taytax sin;cos == , если плотность ее в каждой точ-

ке равна yx2 . 

4. Найти работу, производимую силой jxyixF


+= 24  при перемещении массы m вдоль дуги 

3xy =  от точки ( )0,0O  до точки ( )1,1C . 

5. Вычислить ∫∫ ++
S

zddydxdzydydzx 22 , где S  - внешняя сторона части сферы, располо-

женной в первом октанте. 

6. Доказать, что поле 
( ) 2

3222 zyx

kzjyixF
++

++
=




 является потенциальным. 

Вариант 25 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 0;2; 22 ==+= yxyxxy . 

2. Определить массу тела, ограниченного поверхностями 

( )00;;;22 2 >===+=+ yyaxyayxazx ,  если плотность в каждой его точке равна ординате 

его точки. 

3. Вычислить ∫
L

ydl , где L  - первая арка циклоиды ( ) ( )tyttx cos13;sin3 −=−= . 

4. Вычислить ∫ +
C

ydxxdy , где C – треугольник со сторонами .1;0;0 =+==
b
y

a
xyx  Дока-

зать, что данный интеграл по любому замкнутому контуру равен нулю. 

5. Вычислить ( )∫∫ −++
S

dSzyx 422 , где S – часть поверхности 2292 zxy −−= , отсеченная 

плоскостью ( )00 >= yy . 

6. Найти циркуляцию векторного поля kxjziyF


++=  вдоль замкнутого контура, полу-

ченного от пересечения сферы 4222 =++ zyx  координатными плоскостями, расположен-

ными в первом октанте. 

Вариант 26 

1. Построить область, площадь которой выражается интегралом ∫ ∫
−

−

a ya

ya
dxdy

0

22

. Вычислить этот 

интеграл. Поменять порядок интегрирования. 
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2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 0;;0;0; =====+ zayyxazx , 

если плотность его в каждой точке равна 22 yx + . 

3. Вычислить ∫
L

xdl , где L – отрезок прямой от точки ( )0,0  до точки ( )2,1 . 

4. Вычислить работу силы ( ) jxyiyF


−+⋅=  при перемещении единицы массы по дуге па-

раболы 
a
xay

2
−=  из точки ( )0;aA −  к точке ( )aB ,0 . 

5. Вычислить ∫∫ ++
S

dxdyzdxdzydydzx 222 , где S – внешняя сторона поверхности конуса 

30;
3

2
2

22 ≤≤=+ xxRyz . 

6. Найти линейный интеграл вектора jyixa
 33 −=  вдоль первой четверти окружности 

tytx sin3;cos3 == . 

Вариант 27 

1. Построить область, площадь которой выражается интегралом ∫ ∫
−a xa

x
dydx

0

2 22

. Вычислить 

этот интеграл. Поменять порядок интегрирования. 

2. Определить объем тела, ограниченного поверхностями 2222222 ;0 azyxzyx =++=−+  

(внутри конуса). 

3. Найти массу дуги параболы 
2

2xy = , лежащей между точками 







2
1,1  и ( )2,2 , если плот-

ность равна 
x
y . 

4. Вычислить zdzxdyyzdxxy
L

222 −+∫ , где L – отрезок прямой ( ) ( )5,4,2;0,0,0; −BOOB . 

5. С помощью формулы Остроградского, вычислить ∫∫ ++
S

dxdyzdxdzydydzx 222 , где S – 

внешняя сторона куба azayax ≤≤≤≤≤≤ 0;0;0 . 

6. Найти arot , если kxzjxyizxa
 333 ++= . 
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Вариант 28 

1. Построить область, площадь которой выражается интегралом ∫ ∫
−1

0

2 2x

x
dydx . Изменить поря-

док интегрирования. Вычислить интеграл. 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 2222 ; yxzyxz +=+= . 

3. Найти массу винтовой линии bztaytax === ;sin;cos  ( )π≤≤ 20 t , если плотность в каж-

дой ее точке пропорциональна квадрату расстояния этой точки до начала координат. 

4. Вычислить ( ) ( )∫ ++−
L

dyyxdxyx , где L  - отрезок прямой соединяющий точки ( )3,2A  и 

( )5,3B . 

5. Вычислить площадь поверхности той части плоскости 42 =++ zyx , которая расположе-

на в первом октанте. 

6. Найти Frot


, если kxyjxzizyF
 2223 4 −+= . 

Вариант 29 

1. Построить область, площадь которой выражается интегралом ∫ ∫
− −

0

2

0

4y
dxdy . Изменить поря-

док интегрирования. Вычислить интеграл. 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

0;0;0;4;22 ====++= zyxyxyxz . 

3. Вычислить ∫ +
L

dlyx 22 , где L – верхняя половина кардиоиды ( )ϕ+=ρ cos1a . 

4. Поле образовано силой ( ) ( ) jxyiyxF


82 −++= . Найти работу поля при перемещении 

материальной точки массы m  по дуге окружности от точки ( )0,a  до точки ( )a,0 . 

5. Вычислить массу поверхности 222 yxz += , заключенной между плоскостями 0=z  и 

1=z , если поверхностная плотность пропорциональна 22 yx + . 

6. Найти циркуляцию поля iyF


=  по контуру окружности tytx sin22;cos2 +== . 
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Вариант 30 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 0;22 =+−= yxayyax . 

2. Определить массу тела, ограниченного поверхностями 0;222 =−−= zyxaaz , если плот-

ность его в каждой точке пропорциональна аппликате этой точки. 

3. Вычислить ∫
L

xydl  по периметру прямоугольника, ограниченного прямыми 

2;4;0;0 ==== yxyx . 

4. Вычислить ( )∫ +−
L

dydxyx , где L – верхняя половина окружности 222 Ryx =+  (в поло-

жительном направлении). 

5. Найти площадь части поверхности 42 =++ zyx , которая расположена в первом октанте. 

6. Найти дивергенцию градиента функции ( )zyxu 32ln ++= . 
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ № 4 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ ДУ 

В заданиях: 

№1 – №8, №10, №11 – найти общее решение дифференциальных уравнений. Если даны 

начальные условия, то решить задачу Коши; 

№9 – решить методом Лагранжа; 

№12 – решить систему дифференциальных уравнений. 

Вариант 1 

;lnsin.1 yyxy =′  ;coscos.2 x
x
yy

x
yyx −=′  ;34)1(.3 2 =+′+ xyyx  

;4.4 yx
x
yy +=′  ;0)ln(.5 3 =++ dxxydx

x
y  ;4)(32.6 22 yyyy +′=′′  

;
1)1(

2/1)1(
,)ln1(.7




=′
=′

+
′

=′′
y
y

x
y

x
yy  ;02.8 =′′+′′′+ yyy IV  ;

2cos
1.9

x
yy =+′′  

;e)32(2.10 2xxyy +=′−′′  ;sin4122.11 xyyy +=+′+′′  .
3

3
.12




+=′
+=′

yxy
yxx

 

Вариант 2 

;tg)12(.1 xyy +=′  ;)ln(ln.2 xyyyx −=′  ;01.3 2 =++′ xyyx  

;22.4 2xyyyx =+′  ;0e)1()e2(.5 // =−++ dy
y
xdxx yxyx  ;2))((e.6 2 =′+′′ yyy  

;
0)0(
1)0(

,1)e(e.7




=′
=

=′′
y
y

y xx  ;043.8 =−′′− yyy IV  ;e44.9
3

2

x
yyy

x−
=+′+′′  

;1.10 2 +=′+′′ xyy  ;cos9e32.11 2 xyyy x +=−′+′′  .
23

12
.12




−=
+−=
xyy

xyx



 

Вариант 3 

;
ln
e.1

2

y
y

x
=′  ;)2(.2 dxxydyy −=  ;0e.3

2
=++′ −xxyyx  

;e22.4 22
yxxyy x−=+′  ;)(.5 22 yyyyy ′=′′+′  ;0)385()1810(.6 2 =+−++− dyxxdxyxy  

;
e)1(
e)1(

,ln.7




=′
=′′

=′′
y
y

x
y

x
yy  ;032.8 =′−′′+′′′ yyy  ;

cos
e54.9

2

x
yyy

x
=+′−′′  

;2cos344.10 xyyy =+′+′′  ;e3254.11 xxxyyy ++=+′+′′  






+−=

−=

.e33

42
.12 tyxy

yxx
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Вариант 4 

;0cos)e1()(sine3.1 =++ dyydxy xx  ;
2

.2 22 xyy
dy

xxy
dx

−
=

−
 ;)(2.3 2 yxxy +=′  

;22.4 33 yxxyy =+′  ;0)2()2(.5 2323 =−+− dyyxydxxyx  6. ;e)( 3yyy ′=′′  

;
2)(

1)(
,cos.7




π=π′
+π=π

+
′

=′′
y
y

xx
x
yy  ;0.8 =′′− yyIV  ;1e32.9 +=+′+′′ − xyyy x  

;3cos49.10 xyy =+′′  ;e4124.11 2xxyy ++=′−′′  .
e22

364
.12






−−=

−+=
txyy

tyxx




 

Вариант 5 

;3.1
22

x
yyxy ′

=−  ;.2
y
x

x
yy −=′  ;ctgcos2ctg.3 2 xxyxy =−′  

;ln.4 2 xyyyx =+′  ;0)2e(e.5 =−+ dyyxdx yy  ;)(.6 2 yyyy ′=′+′′  

;1)1()1(,)(.7 =′=′=−′′ yyyxyx  ;0.8 =′′′− yyIV  ;tg.9 xyy =+′′  

;sine3136.10 2 xyyy x=+′+′′  ;1e22.11 −+=+′−′′ xyyy x  .
e823

532
.12






++=

++=
tyxy

tyxx




 

Вариант 6 

;0cos1.1 22 =−−′ yxy  ;)(4.2 22 dxyxdyxy −=  ;0e3.3
322 =−−′ xxyxy  

;)(9.4 3/2252 yxxyxy +=−′  ;1.5 2222 dx
yx

y
yx

dyx










−

+
=

+
 ;.6 xyy +′=′′  

;1)5,0()5,0(,1.7 3 =′==′′ yyyy  ;098.8 =−′′+ yyyIV  ;
1e

e.9
2

−
=−′′ x

x
yy  

;e54.10 2xyy =−′′  ;3cos324.11 xxyy +−=′−′′  .
cos22

sin34
.12




+−=
+−=

tyxy
tyxx
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Вариант 7 

;e)1(.1 33 dydxxe yy =+  ;ln.2
x
yyyyx +=′  ;)1(.3 32 xxxyyx −=−′−  

;.4 2xyyyx =+′  ;0.5 =+ dyydxx  ;)()1(.6 2yyyy ′=−′+′′  

;2)1()1(,.7 =′=′=′′ yyyyx  ;022.8 =′′+′′′+ yyyIV  ;tg24.9 xyy =+′′  

;e344.10 2xyyy =+′−′′  ;cos2sin4136.11 xxyyy −=+′−′′  .

2
1

.12

2










=′

=′

yz

z
yy

 

Вариант 8 

;0)1()2(.1 2 =+++ dyxdxxyx  ;)2(.2 dyxxydxy −=  ;e2.3 3xyy =+′  

;.4 2yyyx =−′  ;0.5 2 =− dy
y
x

y
dx  ;)(2.6 22 yyyy ′=+′′  

;
2
5)1(,

2
1)1(,2)1(.7 =′==′++′′ yyyyx  ;0168.8 =+′′+ yyyIV  ;

1e
1.9
+

=′−′′ xyy  

;e)13(2610.10 xxyyy −=+′+′′  ;cos414.11 4 xyy +=′+′′  .
sin

cos
.12




+−=
−=

txy
tyx




 

Вариант 9 

;0)1)(12()1(.1 2/322 =+++−+ dyxyydxy  ;033.2 22 =′+− yxxyy  ;1ln2.3 +=+′ x
x
yy  

;
cos
22.4 2 x

y
x
yy =+′  ;)1(.5 +′′=′′ yyyy  ;0)cos(e)sin(e.6 =⋅+++++ dyxyxdxyy yx  

;1)2(,0)2(,.7 =′=
′

−=′′ yy
y
xy  ;0.8 =′′+ yyIV  ;2ctg4.9 xyy =+′′  

;cos3.10 xyy =′+′′  ;e444.11 22 xxyyy +=+′−′′  .
e96

e4025
.12






+−=′

++−=′
−x

x

zyx

zyy
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Вариант 10 

;0)3()2(.1 22 =−++ dyyxydxxxy  ;0)()(.2 =++− dyyxdxyx  ;)1(e
1

2.3 2+=
+

+′ x
x

yy x  

;
1

.4 2 yx
x

xyy =
−

−′  ;01.5 =+′′−′′
x

yyx  ;0)2sin2(cos2.6 22 =−+ dyyxydxyx  

;1)0()0(,2.7 =′=′=′′ yyyyy  ;08.8 =−′′′ yy  ;
2cos

14.9
x

yy =+′′  

;e26294.10 xyyy −++′+′′  ;e524.11 3xxxyy ++=′+′′  .
43

.12




+=
−=

yxy
yx




 

Вариант 11 

;0)(.1 =+− dxydyxxy  ;tg.2
x
yxyyx =−′  ;e.3 xyyx =+′  

;0cos.4 2 =+−′ xyyy  ;0)2(2.5 22 =+++ dxxyxdyxy  ;0
1

)(.6
2
=

−
′

+′′
y

yy  

;1)4/(,0)4/(,sinctg2.7 3 =π′=π=′−′′ yyxyxy  ;044.8 =′′+′′′+ yyyIV  ;
sin

1.9
x

yy =+′′  

;2cos323612.10 xyyy =+′−′′  ;e)14(322.11 2xxxyyy −+=+′−′′  .
2
32

.12




+−=
−=

txyy
xyx




 

Вариант 12 

;4)2(.1 2 +=′+ yyxx  ;ln)(.2
x

yxyxyyx +
+=−′  ;

1
.3 x

x
yyx =
+

−′  

;
sin

ctg.4
3

x
yxyy +=′  ;2.5 yyy ′′=′  ;0)3()23(.6 2223 =−−+− dyyyxdxxyx  

;045.7 =+′′− yyy IV  ;3)0(,1)0(,2)1(.8 2 =′=′=+′′ yyyxxy  ;2.9
x

eyyy
x−

=+′+′′  

;e.10 xxyy −=′+′′  ;cos3sin103.11 xxyyy −=+′+′′  .
5

18
.12




−=
+−=
yxy

tyxx
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Вариант 13 

;0.1 22 =′+ xyy  ;lncos.2
x
yyyx =′  ;cos.3 xyy =+′  ;.4

2

y
x

x
yy =−′  

;)1()(2.5 2 −′′=′ yyy  ;0)e2()(.6 22 =+++++ dyxxydxyyx y  

;2)1(,1)1(,ln.7 =′==′+′′ yyxyxy  ;033.8 =+′+′′+′′′ yyyy  ;
4

e2.9
2x

yyy
x

−
=+′−′′  

;1296.10 2 −=+′+′′ xyyy  ;cose454.11 2 xxyyy x+=+′+′′  .
e34

2
.12 3





+−=

−=
txyy

xyx




 

Вариант 14 

;0)1(e)1(e2.1 2 =+−+ dxxdyx yy  ;.2 22 dxyxdxydyx +=−  ;.3 x
x
yy =−′  

;e2.4 2 xyyy =+′  ;0)1
2

()ln(.5
2

=++++ dyx
y

xdxyxy  ;1)(2.6 2 +′=′′′ yyyx  

;1)0(,0)0(,e.7 =′=′=′′ yyyy y  ;054.8 =′′−′′′+ yyyIV  ;tg.9 2 xyy =+′′  

;3cos594.10 xyy =+′′  ;
e32

e22
.11

4





−+=

++=
t

t

yxy

yxx




 .e3132178.12 22 xxxyyy +++=+′+′′  

Вариант 15 

;ln.1 yyxx =′  ;.2
22

xy
yxy +

=′  ;1
1

.3
2

x
x

yy +=
−

−′  

;024.4 2 =−−′ yxyyx  ;)1(
1

.5 −=
−
′

−′′ xx
x

yy  ;0)cos()sin3(.6 32 =−++ dyyxdxxyx  

;
3
1)0(,2)0(,0)(2.7 3 =′==′+′′ yyyyy  ;08126.8 =−′+′′−′′′ yyyy  ;

1e
2e23.9

+

+
=+′−′′

x

x
yyy  

;3cose454.10 xyyy x=+′+′′  ;4cos3e544.11 2 xyyy x+=+′−′′  .
e2

2
.12






+=

−=
txy

yxx
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Вариант 16 

;0161)4(.1 22 =−−+ dxydyx  ;.2 222 yxyxyx ′=++  ;2.3 3x
x
yy =−′  

;.4 322 yxyxy +=′  ;0)cos
3

1(sin.5
3

2 =++ dyyxdxyx  ;24.6 2xyy =′+′′  

;2)0(,2)0(,2.7 =′=−=′′ yyyy  ;0.8 =′′+ yyIV  ;
sin

14.9 2 x
yy =+′′  

;3cos39.10 xyy =+′′  ;e434.11 2xxyy ++=′−′′  .
sin5

2
.12




−=
+=

txy
yxx




 

Вариант 17 

;e.1 2 yxyy −=′  ;)(.2 2222 yxyyxxyxyx ++−=′+  ;1tg.3 =−′ yxy  

;.4 xyyx =+′  ;0)2e(e.5 =−+ dxxydy xx  ;)(.6 22 yyx ′=′′  

;0)0(,1)0(,1.7 3 =′==′′ yy
y

y  ;02.8 =′′+′′′+ yyyIV  ;e2.9
x

yyy
x

=+′−′′  

;e352.10 2xxyyy =+′+′′  ;3cos51344.11 xxyyy ++=+′+′′  .
182

2
.12




+−=
−=

txyy
yxx




 

Вариант 18 

;.1 2yyyx =+′  ;44.2 2

22

x
xyy +

=′  ;2cos.3 xx
x
yy =−′  

;e.4 22 y
x

yy x=−′  ;0)()(ln.5 =−+− dyy
y
xdxxy  ;)(2)32(.6 2yyy ′=+′′  

;2)1(,1)1(,1.7 23 =′==′+′′ yyyxyx  ;033.8 =′−′′+′′′− yyyy IV  ;ctg.9 xyy =+′′  

;e316.10 4xxyy =−′′  ;2cos345.11 xxyy ++=′+′′  .
3cos

.12




+−=
−=

txyy
yxx
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Вариант 19 

;
1
1.1

+
−

=′
x
yy  ;arctg)(.2 x

x
yyyx =−′  ;e.3 xyyx =+′  

;
1

arctg4
1

2.4
22

y
x

x
x

xyy
+

=
+

−′  ;ln.5 xyyx =′+′′  ;0sin2sin.6
2

2
=










−+








+ dy

y
xydxx

y
x  

;2)0(,1)0(,0)(.7 3 =′==′+′′ yyyyy  ;08118.8 =+′′+ yyy IV  ;
cos

1.9
2 x

yy =+′′  

;e)32(65.10 xxyyy +=−′+′′  ;e5)13(4.11 2 xxxyy ++=′−′′  .
2

1
.12




+=
−+−=

txy
tyx




 

Вариант 20 

;0coscossinsin.1 =+ dyyxdxyx  ;.2 22 yyxyxy ′=′+  ;012.3 2 =−+′ xyyx  

;.4 42 yx
x
yy =+′  ;021.5 2

2
=−










+ dy

x
ydx

x
y  ;ctg)1(2.6 xyy −′=′′  

;02.7 =′′′+ yy IV  ;2)0(,1)0(,)(.8 22 =′=′=′′+′ yyyyyyy  ;lne44.9 2 xyyy x−=+′+′′  

;sincos2.10 xxxyyy −=−′−′′  ;e959.11 42 xxyy −+=+′′  .
e32

e43
.12

2

2







−−=

−−=
−

−

t

t

yxy

yxx




 

Вариант 21 

;0)2(.1 2 =+− dyxdxy  ;3.2
x
y

y
xy +=′  ;e.3 2 xxyyx =−′  

;0e2.4 35 =++′ xyxyyx  ;0)4()5(.5 22 =+++ dyyxydxxyx  ;23.6 yyy =′′′  

;0)0(,1)0(,)(.7 =′−=′=′+′′ yyyyyx  ;02.8 =′′′+− yyy IVV  ;
e1
165.9 2xyyy
+

=+′+′′  

;e)3(32.10 xxyyy +=−′+′′  ;3cos614.11 xyy +=+′′  .
2

cos5
.12




+=
−=

yxy
tyx




 

Вариант 22 

;3.1 22 dyyxdyydxy =−+  ;)2(.2 dxxydyy −=  ;
1

.2 x
x

yyx =
+

−′  

;
1

2.4 2 y
x

x
xyy =
−

−′  ;)(.5 yxyx ′=−′′  ;0)1cos
2
3()1sin3(.6 2 =+++ dyyxdxyx  

;05.7 =′′′− yy IV  ;0)0(,2)0(,1)(3.8 3 =′−=+′+=′′′ yyyyyy  ;3tg39.9 xyy =+′′  

;)1(4.10 2+=′+′′ xyy  ;e123cos43.11 2xxyyy +=+′−′′  .
e2

.12
2





+=

+=

txy

yx t
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Вариант 23 

;)1(.1 xyyx =′+  ;)(.2 2 yxyyx +=′  ;e))(1(.3 xyyx −=+′−  ;.4 2 yy
y
x

+′=  

;01.5 2 =
+

− dy
x

xydx
x
y  ;)()1(.6 2 yyxyx ′=′+′′+  ;03613.7 =+′′+ yyy IV  

;2)2(,1)2(;3))(1(.8 2 =′=′′=′+′ yyyyy  ;)sin(cose496.9 xxyyy x −=+′+′′  

;e44.10 3

2

x
yyy

x−
=+′+′′  ;e5324.11 32 xxxyy +−+=′+′′  ..12







+=′

=′

zyz
x
yy

 

Вариант 24 

;0ln2.1 =−′ xyy  ;0)34()34(.2 2222 =+++++ dyxxyydxyxyx  ;cossincos.3 xxxyy =+′  

;3.4 3 yxyy =−′  ;03121.5 4

2

23 =









−+










+ dy

y
x

y
dx

y
x  ;ln2)ln1(.6 x

x
yxy +=
′

++′′  

;1)2(,1)2(,32.7 2 =−′=−=′′ yyyy  ;054.8 =′′+′′′+ yyyIV  ;lne2.9 xyyy x−=+′+′′  

;3cos3sin492.10 xxyy +=′+′′  ;e53496.11 3xxyyy −−+=+′+′′  .
234

.12




+−−=
++=

tyxy
tyxx




 

Вариант 25 

;0)3()4(.1 22 =−++ dyyxydxxyx  ;e.2 xyy x
y














−′=  ;

cos
1tg.3

x
xyy =−′  

;e.4
23 xyxyy −−=−′  ;0)(cos)43(.5 3

2
2 =++− dyxydx

x
yx  ;)()1(.6 2yyy ′=+′′  

;2(e),1(e),2ln.7 =′=′=′′ yyyxxy  ;01615.8 =−′′− yyyIV  ;
4

44.9 2

2

x
eyyy

x

+
=+′−′′  

;5444.10 2 xxyyy +=+′−′′  ;e2sin4208.11 2xxxyyy +=+′−′′  .
e2

e
.12

3

3







+−=

+−=
t

t

xy

yx
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ТЕСТ «ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ» 

Вариант 1  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения функции 

( , ) 1 1z x y y= + . 
 

2. Найдите частные производные функции 
2 2 3z xy x y= − + . 

1) 2' 2; ' 2 3x yz y z xy= − = + ; 

2) 2' 2; ' 2 3.x yz y z xy= − = − ; 

3) ' 2 2; ' 2 3x yz xy z xy= − = + ; 

4) 2' 2; ' 2 2x yz y z xy x= − = − ; 

5) 2' 3 ; ' 2 3x yz y y z xy= + = + . 
3. 

Найдите 
2

2
z

x
∂
∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной функции 

2z xy= , если sin ; .tx t y e= =  
1) 2d dt (1 2tg ) cos ;tz t e t= +   

2) 2d dt (1 tg ) cos ;tz t e t= −  

3) 2d dt (1 2ctg ) cos ;tz t e t= +  

4) d dt (1 tg ) cos ;tz t e t= +  

5) 3d dt (4 tg ) cosz t t t t= − . 
5. Для функции 2u x yz=  найдите полный 

дифференциал du . 
1) 2 22 d d d ;xyz x x z y x y z− +  

2) 2 22 d d d ;xyz x x z y x y z+ +  

3) 2 2d d d ;xyz x x z y x y z+ +  

4) 2 22 d d d ;xyz x x yz y x y z+ +  

5) 22 d d dxyz x x z y xy z+ + . 
6. В точке А(1, 1, 2) уравнение касательной 

плоскости к поверхности 2 2 4x y z+ = −  
имеет вид. 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ; 
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 23 6z x y x xy y= + + − + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-4, -5);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2u y x= + в точке А по направлению 

вектора , (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 0) градиент скалярного поля 
tgu x y=  равен… 

1) k


;   2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;   3) j


; 
4) 2 1i e j+

 
; 5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в области 
0; 0; 3x y x y≤ ≤ + ≥ −  имеет наибольшее 1z  

и наименьшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 7,5z z= = − ;  4) 1 20, 8z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 2  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , ) ln( )z x y x y= + . 
 

2. Найдите частные производные функ-
ции arctg( ) 2z xy x= + . 

1) ( ) ( )2 2' 1 ( ) 2; ' 1 ( )x yz y xy z y xy= + + = + ; 

2) ( ) ( )2 2' 1 1 ( ) 2; ' 1 1 ( )x yz xy z xy= + + = + ; 

3) ( ) ( )2 2' 1 ( ) 2; ' 1 ( )x yz y xy z x xy= + + = + ; 

4) ( ) ( )2 2' 1 2; ' 1x yz y x z y y= + + = + ; 

5) ( ) ( )2 2' 1 2; ' 1x yz y x z x y= + + = + . 

3. 
Найдите 

2

2
z

y
∂
∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z xy= , если 
2cos ; .x t y t= =  

1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 2(1 2ctg ) cos ;tt e t+   4) 3(4 tg ) cost t t t− ; 

5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 
5. Для функции yzu xe=  найдите пол-

ный дифференциал du . 
1) d d d ;yz yz yze x xze y xye z+ +  

2) d d d ;yz yz yze x xye y xye z+ +  

3) d d d ;yz yz yzxe x xze y xye z+ +  

4) d d d ;yz yz yze x xze y xyze z+ +  

5) d d dyz yz yze x xze y e z+ + . 
6. В точке А(0, 1, 1) уравнение касатель-

ной плоскости к поверхности 2z y=  
имеет вид. 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 1 1z x y xy= + − имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Максимум в точке (-1, -1); 
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Минимум в точке (5, 5); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2lnu x y= в точке А по направлению 

вектора , (1,1), (3, 2)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 0) градиент скалярного 
поля u xz y=  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в об-
ласти 3 0; 3 0x y− ≤ ≤ − ≤ ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 2z зна-
чения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 3  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные функ-
ции 2 ln( )z x xy= . 

1) ' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

2) 2' 2 ln( ); 'x yz x xy z x y= = ; 

3) 2' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

4) ' ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

5) 2' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = . 
3. 

Найдите 
2z

x y
∂
∂ ∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z xy= , если ln ; .x t y t= =  
1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 1 ln ;t+   4) 1 ln t+ ;  5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 
5. Для функции 2lnu y x=  найдите пол-

ный дифференциал du . 
1) 22 d ln d ;y x x y

x
+   2) 22 d ln d ;y x y x y

x
+  

3) 2
2

2 d ln d ;y x x y
x

+   4) 2d ln d ;y x x y
x

+  

5) 2 d ln dy x x y
x

+ . 

6. В точке А(1, 1, 0) уравнение касатель-
ной плоскости к поверхности 

2 2 22x y z+ = −  имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2( )xz e x y= + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2 2 2u x y z= + + в точке А по на-

правлению вектора 
, (1,1,0), (0,1,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, e) градиент скалярного 
поля 2 lnu x y=  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в об-
ласти 4 0; 4 0x y− ≤ ≤ − ≤ ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 2z зна-
чения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование фунций нескольких переменных» 

Вариант 4  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения функ-

ции ( , ) 2z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные функции 
y xz e−= . 

1) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= = − ; 

2) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e− −= = − ; 

3) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= = ; 

4) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= − = − ; 

5) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= − = . 

3. 
Найдите 

2z
y x
∂
∂ ∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите частные производные сложной 

функции 2z xy= , если ; .x uv y u v= =  
1) 2 3 2' 3 ; ' ;u vz u v z u v= = −   

2) 2 3 2' ; ' ;u vz u v z u v= = −  

3) 2 3 2' 3 ; ' ;u vz u v z u v= =  

 4) 2 3' 3 ; ' ;u vz u v z u v= = −  

5) 2 2 2' ; 'u vz u v z u v= = − . 
5. Для функции sinu yz x=  найдите полный 

дифференциал du . 
1) cos d sin d sin d ;yz x x x y y x z+ +    
2) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
3) cos d cos d sin d ;yz x x z x y y x z+ +    
4) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z− + +  
5) sin d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ + . 

6. В точке А(2, -3, 0) уравнение касательной 
плоскости к поверхности 2 2 1x z y+ = −  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 3 3 15z x y xy= + − имеет локаль-
ный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);   
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
u xyz= в точке А по направлению векто-
ра , (1,1,1), (1, 2, 2)AB A B


. 

1) 2 ;   2) 1 10; ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 2,-1) градиент скалярного 
поля zu ye x=  равен… 

1) k


;  2) 1 6 5 3i j k+ +
  

;  3) j


;   
4) 2 1i e j+

 
; 5) 1 ( 2 2 )e i j k− + +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в области 
0; 0; 4x y x y≤ ≤ + ≥ −  имеет наиболь-

шее 1z  и наименьшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 
Вариант 5 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определе-

ния функции 
( , ) ln(2 )z x y x y= − . 

 

2. Найдите частные производные 
функции arcsin 1z xy= − . 

1) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

2) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

3) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

4) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

5) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − . 
3. 

Найдите 
2z

y x
∂
∂ ∂

, если 

2 .xyz ye=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e+   2) 2 (1 2 ) xyy xy e+ ; 

3) 22 (1 2 ) xyx xy e+ ;  4) 24 (1 ) xyy xy e+ ;  5) 3 2xyy e . 

4. Найдите частные производные 
сложной функции 2z xy= , ес-
ли sin ; ln .x u v y v u= =  

1) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2);u vz v u v u z u vu v v= + = +   

2) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( 2sin );u vz v u v u z u vu v v= + = +  

3) 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin );u vz v u v u z uv u v v v= + = +   

4) 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin );u vz v u v u z uv u v v v= + = +  

5) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin )u vz v u v u z u vu v v v= + = + . 
5. Для функции ln( )u x xy=  най-

дите полный дифференциал 
du . 

1) (1 ln( ))d d ;xy x x y y+ +   2) ln( )d d ;xy x x y y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x y y+ +   4) d d ;x x x y y+  
5) ln( )d 1 d ;xy x y y+ . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение 
касательной плоскости к по-
верхности 2 2 2( 1)z x y= − +  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2z x y= + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (0, 0); 4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функ-
ции arctg( )u xy= в точке А по 
направлению вектора 

, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент 
скалярного поля 

2 2 21 2 2 3 5u x y z= + + +  ра-
вен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  
в области 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наи-
меньшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 221, 0z z= = ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 6 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определе-

ния функции 
( , ) ln( 2 )z x y x y= − . 

 

2. Найдите частные производ-
ные функции 

arccos 1z xy= − . 

1) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

2) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

3) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

4) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

5) ( ) ( )2' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − . 
3. 

Найдите 
2

2
z

y
∂
∂

, если 

2 .xyz ye=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e+   2) 2(1 ) xyxy e+ ; 

3) 24 (1 ) xyx xy e+ ;  4) 2(2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 2xyy e . 

4. Найдите производную слож-
ной функции 3z xy= , если 

sin ; tx t y e= =  

1) 3(1 3tg ) cos ;tt e t+    2) 3(1 tg ) cos ;tt e t+  

3) 3(1 sin ) cos ;tt e t+    4) 3(1 3tg ) cos ;tt e t−  

5) 3(1 3tg ) sin ;tt e t+ . 
5. Для функции ln( )u y xy=  най-

дите полный дифференциал 
du . 

1) ln( )d 1 d ;xy x y y+  2) ln( )d d ;xy x y x y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x x y+ +   4) d d ;x x x y y+  
5) d (1 ln( ))dy x x xy y+ + . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение 
касательной плоскости к по-
верхности 2 2 2( 1)z x y= + +  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2 1z x y= − − + име-
ет локальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);   
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Максимум в точке (0, 0); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функ-
ции arcctg( )u xy= в точке А по 
направлению вектора 

, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) -1 10;    2) - 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент 
скалярного поля 

2 2 23 5u x y z= + +  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 3 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + − −  
в области 0; 0; 4x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наи-
меньшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 28, 0.z z= =  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 7 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , ) ln(2 )z x y x y= + . 
 

2. Найдите частные производные 
функции 2 ln( ) 2z x xy x= + . 

1) ' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = ; 

2) 2' 2 ln( ); 'x yz x xy z x y= = ; 

3) 2' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = ; 

4) ' ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

5) 3' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = . 
3. 

Найдите 
2z

x y
∂
∂ ∂

, если 2 .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) 24 (1 ) xyy xy e+ ; 

3) 24 (1 ) xyx xy e+ ;  4) 2(2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 3z xy= , если 

cos ; tx t y e= =  

1) 3(1 3tg ) cos ;tt e t+    2) 3(1 tg ) cos ;tt e t+  

3) 3(1 sin ) cos ;tt e t+    4) 3(3 tg ) cos ;tt e t−  

5) 3(1 3tg ) sin ;tt e t+ . 
5. Для функции cosu yz x=  найди-

те полный дифференциал du . 
1) cos d sin d sin d ;yz x x x y y x z+ +  
2) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
3) cos d cos d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
4) sin d cos d cos d ;yz x x z x y y x z− + +  
5) sin d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ + . 

6. В точке А(0, 1, 1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2z y x= +  имеет вид. 

1) 2 1 0x y z+ − + = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 3 3 8z x y xy= + − имеет 
локальный... 

1) Не имеет экстремума; 
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Минимум в точке (8/3, 8/3). 

8. Найдите производную функции 
2 2u y x= + + в точке А по 

направлению вектора 
, (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 3 12 ;   4) -0,5;  5) 3 4 . 

9. В точке А(1, 2π ) градиент ска-
лярного поля ctgu x y=  равен… 

1) - j


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) k


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в 
области 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наимень-
шее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 216, 0z z= = ;  4) 1 215, 0z z= = ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 8 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 2( , )
3

z x y
x y

=
−

. 

 

2. Найдите частные производные 
функции arctgz xy= . 

1) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= − = + ; 

2) ( )( ) ( )( )2' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y x y= + = + ; 

3) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= + = + ; 

4) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= + = + ; 

5) ( )( ) ( )( )' 1 2 1 ; ' 1 2 1x yz x xy z y xy= + = + . 

3. 
Найдите 

2z
y x
∂
∂ ∂

, если 

2 .xyz ye−=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e−+   2) 2(1 ) xyxy e−+ ; 

3) 24 (1 ) xyx x e−− + ;  4) 24 (1 ) xyy xy e−− − ;  5) 3 24 xyy e− . 

4. Найдите производную сложной 
функции 3z xy= , если 

ln ; 2 .x t y t= =  

1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 28 (1 3ln );t t+   4) 1 ln t+ ;  5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 

5. Для функции 2 ln( )u x xy=  най-
дите полный дифференциал du . 

1) (2 2ln( ))d 2 d ;xy x x y y+ +  2) 2 ln( )d 2 d ;xy x x y y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x y y+ +   4) 2 d 2 d ;x x x y y+  
5) ln( )d 1 d ;xy x y y+ . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2 2 2( 3)z x y= + −  имеет 
вид… 

1) 0y z+ = ;         2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 2 0x y z− + + = . 

7. Функция 
3 3 8 6z x y xy= + − + имеет ло-

кальный... 

1) Минимум в точке (8/3, 8/3); 
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1);  
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2arctg( )u xy= в точке А по на-

правлению вектора 
, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 2,-1) градиент ска-
лярного поля 2zu ye x=  равен… 

1) k


;  2) 2 ( 2 4 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в 
области 0; 0; 3x y x y≤ ≤ + ≥ −  
имеет наибольшее 1z  и наимень-
шее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 216, 0z z= = ;   
4) 1 215, 1,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 9 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 3( , ) log (2 )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные 
функции: ( )2arcsinz x y= . 

1) 4 2 4 2' 1 1 ; ' 1x yz x y z x x y= − = − ; 

2) 4 2 4 2' 1 ; ' 1x yz y x y z x x y= − = − ; 

3) 4 2 2 4 2' 1 ; ' 1x yz y x y z x x y= − = − ; 

4) 4 2 4 2' 1 1 ; ' 1 1x yz x y z x y= − = − ; 

5) 2 2 2' 1 ; ' 1x yz y y z x y= − = − . 
3. 

Найдите 
2

2
z

y
∂
∂

, если 

2( 2) .xyz y e−= +  

1) 24 (1 2 ) ;xyx xy x e−− − −   2) 24 (1 2 ) ;xyx x e−− −  
3) 2(1 2 ) ;xyxy x e−− − ;  4) 24 (1 ) ;xyx xy e−− −   

5) 24 ;xyxe−− . 
4. Найдите частные производные 

сложной функции: ln( )z xy= , если 

sin ; .uvx u y e= =  

1) ' cos ; ' ;u vz u v z u= + =  2) ' ctg ; ' ;u vz u v z u= + =  
3) ' ctg ; ' ;u vz v v z u= + =  4) ' ctg ; ' ;u vz u v z v= + =  
5) ' sin ; ' ;u vz u v z u= + = . 

5. Для функции 2 2xyu xe= +  найдите 
полный дифференциал du . 

1) 2 2((1 )d 2 d );xye xy x x y+ +    

2) 2 2((1 2 )d d );xye xy x x y+ +  

3) 2 2( d 2 d );xye xy x x y+   4) 2 2((1 2 )d 2 d );xye y x x y+ +  

5) 2 2((1 2 )d 2 d );xye xy x x y+ + . 
6. В точке А(1, 1, -1) уравнение каса-

тельной плоскости к поверхности 
2 2 2( 3) ( 1)z x y+ = − +  имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 3 0y z− − = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2( )xz e x y= − имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
3u xyz= в точке А по направле-

нию вектора , (1,1,1), (1, 2, 2)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 3 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент скаляр-

ного поля 2 2 21 2 2 3u x y z= + + −  
равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 3 6 3 3 3i j k+ −

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в об-
ласти 0; 0; 2x y x y≥ ≥ + ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 

2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 28, 0z z= = ;   
4) 1 215, 1,5z z= = − ;  
5) 1 26, 0.z z= =  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 
Вариант 10 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 3( , ) log (2 )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные 
функции 2 3 3cos ( )z x y= + . 

1) 
2 3 3 2 3 3' 3 sin(2 2 ); ' 3 sin(2 2 )x yz x x y z y x y= − + = − + ; 

2) 2 3 3 2 3 3' 3 sin(2 2 ); ' 3 sin(2 2 )x yz x x y z y x y= + = + ; 

3) 2 2 3 3 2 2 3 3' 3 sin ( ); ' 3 sin ( )x yz x x y z y x y= − + = − + ; 

4) 2 3 3 2 3 3' 3 sin( ); ' 3 sin( )x yz x x y z y x y= + = + ; 

5) 2 2 3 3 2 2 3 3' 3 sin ( ); ' 3 sin ( )x yz x x y z y x y= − + = − + . 
3. 

Найдите 
2

2
z

x
∂
∂

, если 
2

.x yz e−=  1) 
222(2 1) ;x yx y e−−   2) 

222(2 1) ;x yx y e−− −  

3) 2 2( 1) ;yx y e−−  4) 
222 (2 1) ;x yy x y e−−  5) 

222 x yx ye− . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z x y= , если 
2 ; 2 ln .tx e y t= =  

1) 4 (4 ln 1 )te t t+ ;   2) 42 (2 ln 1 )te t t+ ; 

3) 42 (4 ln 1 )te t t+ ;   4) 22 (4 ln 1 )te t t+ ;   5) 42 lnte t . 

5. Для функции 2 cos( )u x xy=  най-
дите полный дифференциал du . 

1) 3(2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x x xy y− −    

2) (2 cos( ))d ;x xy x     3) 3 sin( )d ;x xy y−   

4) 3(2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x x xy y− +  
5) (2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x xy y− − . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2 2 2( 1) ( 1)z x y= − + +  имеет 
вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 1 0y z+ − = . 

7. 
Функция 2 2 2z xy

x y
= + − имеет 

локальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);  
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1);  
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2 2u y x= + в точке А по на-

правлению вектора 
, (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(-1, 1, 1) градиент ска-
лярного поля 

2 2 21 2 2 3 5u x y z= + + +  ра-
вен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k− + +

  
. 

10. Функция 2 2z x y x y= + − −  в об-
ласти 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 

2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20,5, 6z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Вариант 11  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения функции 

( , ) 1 1z x y y= + . 
 

2. Найдите частные производные функции 
2 2 3z xy x y= − + . 

1) 2' 2; ' 2 3x yz y z xy= − = + ; 

2) 2' 2; ' 2 3.x yz y z xy= − = − ; 

3) ' 2 2; ' 2 3x yz xy z xy= − = + ; 

4) 2' 2; ' 2 2x yz y z xy x= − = − ; 

5) 2' 3 ; ' 2 3x yz y y z xy= + = + . 
3. 

Найдите 
2

2
z

x
∂
∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной функции 

2z xy= , если sin ; .tx t y e= =  
1) 2d dt (1 2tg ) cos ;tz t e t= +   

2) 2d dt (1 tg ) cos ;tz t e t= −  

3) 2d dt (1 2ctg ) cos ;tz t e t= +  

4) d dt (1 tg ) cos ;tz t e t= +  

5) 3d dt (4 tg ) cosz t t t t= − . 
5. Для функции 2u x yz=  найдите полный 

дифференциал du . 
1) 2 22 d d d ;xyz x x z y x y z− +  

2) 2 22 d d d ;xyz x x z y x y z+ +  

3) 2 2d d d ;xyz x x z y x y z+ +  

4) 2 22 d d d ;xyz x x yz y x y z+ +  

5) 22 d d dxyz x x z y xy z+ + . 
6. В точке А(1, 1, 2) уравнение касательной 

плоскости к поверхности 2 2 4x y z+ = −  
имеет вид. 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ; 
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 23 6z x y x xy y= + + − + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-4, -5);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2u y x= + в точке А по направлению 

вектора , (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 0) градиент скалярного поля 
tgu x y=  равен… 

1) k


;   2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;   3) j


; 
4) 2 1i e j+

 
; 5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в области 
0; 0; 3x y x y≤ ≤ + ≥ −  имеет наибольшее 1z  

и наименьшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 7,5z z= = − ;  4) 1 20, 8z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Вариант 12  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , ) ln( )z x y x y= + . 
 

2. Найдите частные производные функ-
ции arctg( ) 2z xy x= + . 

1) ( ) ( )2 2' 1 ( ) 2; ' 1 ( )x yz y xy z y xy= + + = + ; 

2) ( ) ( )2 2' 1 1 ( ) 2; ' 1 1 ( )x yz xy z xy= + + = + ; 

3) ( ) ( )2 2' 1 ( ) 2; ' 1 ( )x yz y xy z x xy= + + = + ; 

4) ( ) ( )2 2' 1 2; ' 1x yz y x z y y= + + = + ; 

5) ( ) ( )2 2' 1 2; ' 1x yz y x z x y= + + = + . 

3. 
Найдите 

2

2
z

y
∂
∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z xy= , если 
2cos ; .x t y t= =  

1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 2(1 2ctg ) cos ;tt e t+   4) 3(4 tg ) cost t t t− ; 

5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 
5. Для функции yzu xe=  найдите пол-

ный дифференциал du . 
1) d d d ;yz yz yze x xze y xye z+ +  

2) d d d ;yz yz yze x xye y xye z+ +  

3) d d d ;yz yz yzxe x xze y xye z+ +  

4) d d d ;yz yz yze x xze y xyze z+ +  

5) d d dyz yz yze x xze y e z+ + . 
6. В точке А(0, 1, 1) уравнение касатель-

ной плоскости к поверхности 2z y=  
имеет вид. 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 1 1z x y xy= + − имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Максимум в точке (-1, -1); 
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Минимум в точке (5, 5); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2lnu x y= в точке А по направлению 

вектора , (1,1), (3, 2)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 0) градиент скалярного 
поля u xz y=  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в об-
ласти 3 0; 3 0x y− ≤ ≤ − ≤ ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 2z зна-
чения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Вариант 13  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные функ-
ции 2 ln( )z x xy= . 

1) ' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

2) 2' 2 ln( ); 'x yz x xy z x y= = ; 

3) 2' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

4) ' ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

5) 2' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = . 
3. 

Найдите 
2z

x y
∂
∂ ∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z xy= , если ln ; .x t y t= =  
1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 1 ln ;t+   4) 1 ln t+ ;  5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 
5. Для функции 2lnu y x=  найдите пол-

ный дифференциал du . 
1) 22 d ln d ;y x x y

x
+   2) 22 d ln d ;y x y x y

x
+  

3) 2
2

2 d ln d ;y x x y
x

+   4) 2d ln d ;y x x y
x

+  

5) 2 d ln dy x x y
x

+ . 

6. В точке А(1, 1, 0) уравнение касатель-
ной плоскости к поверхности 

2 2 22x y z+ = −  имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2( )xz e x y= + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2 2 2u x y z= + + в точке А по на-

правлению вектора 
, (1,1,0), (0,1,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, e) градиент скалярного 
поля 2 lnu x y=  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в об-
ласти 4 0; 4 0x y− ≤ ≤ − ≤ ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 2z зна-
чения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Вариант 14  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения функ-

ции ( , ) 2z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные функции 
y xz e−= . 

1) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= = − ; 

2) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e− −= = − ; 

3) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= = ; 

4) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= − = − ; 

5) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= − = . 

3. 
Найдите 

2z
y x
∂
∂ ∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите частные производные сложной 

функции 2z xy= , если ; .x uv y u v= =  
1) 2 3 2' 3 ; ' ;u vz u v z u v= = −   

2) 2 3 2' ; ' ;u vz u v z u v= = −  

3) 2 3 2' 3 ; ' ;u vz u v z u v= =  

 4) 2 3' 3 ; ' ;u vz u v z u v= = −  

5) 2 2 2' ; 'u vz u v z u v= = − . 
5. Для функции sinu yz x=  найдите полный 

дифференциал du . 
1) cos d sin d sin d ;yz x x x y y x z+ +    
2) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
3) cos d cos d sin d ;yz x x z x y y x z+ +    
4) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z− + +  
5) sin d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ + . 

6. В точке А(2, -3, 0) уравнение касательной 
плоскости к поверхности 2 2 1x z y+ = −  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 3 3 15z x y xy= + − имеет локаль-
ный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);   
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
u xyz= в точке А по направлению векто-
ра , (1,1,1), (1, 2, 2)AB A B


. 

1) 2 ;   2) 1 10; ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 2,-1) градиент скалярного 
поля zu ye x=  равен… 

1) k


;  2) 1 6 5 3i j k+ +
  

;  3) j


;   
4) 2 1i e j+

 
; 5) 1 ( 2 2 )e i j k− + +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в области 
0; 0; 4x y x y≤ ≤ + ≥ −  имеет наиболь-

шее 1z  и наименьшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 
Вариант 15 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определе-

ния функции 
( , ) ln(2 )z x y x y= − . 

 

2. Найдите частные производные 
функции arcsin 1z xy= − . 

1) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

2) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

3) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

4) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

5) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − . 
3. 

Найдите 
2z

y x
∂
∂ ∂

, если 

2 .xyz ye=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e+   2) 2 (1 2 ) xyy xy e+ ; 

3) 22 (1 2 ) xyx xy e+ ;  4) 24 (1 ) xyy xy e+ ;  5) 3 2xyy e . 

4. Найдите частные производные 
сложной функции 2z xy= , ес-
ли sin ; ln .x u v y v u= =  

1) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2);u vz v u v u z u vu v v= + = +   

2) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( 2sin );u vz v u v u z u vu v v= + = +  

3) 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin );u vz v u v u z uv u v v v= + = +   

4) 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin );u vz v u v u z uv u v v v= + = +  

5) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin )u vz v u v u z u vu v v v= + = + . 
5. Для функции ln( )u x xy=  най-

дите полный дифференциал 
du . 

1) (1 ln( ))d d ;xy x x y y+ +   2) ln( )d d ;xy x x y y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x y y+ +   4) d d ;x x x y y+  
5) ln( )d 1 d ;xy x y y+ . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение 
касательной плоскости к по-
верхности 2 2 2( 1)z x y= − +  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2z x y= + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (0, 0); 4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функ-
ции arctg( )u xy= в точке А по 
направлению вектора 

, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент 
скалярного поля 

2 2 21 2 2 3 5u x y z= + + +  ра-
вен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  
в области 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наи-
меньшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 221, 0z z= = ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 16 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определе-

ния функции 
( , ) ln( 2 )z x y x y= − . 

 

2. Найдите частные производ-
ные функции 

arccos 1z xy= − . 

1) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

2) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

3) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

4) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

5) ( ) ( )2' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − . 
3. 

Найдите 
2

2
z

y
∂
∂

, если 

2 .xyz ye=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e+   2) 2(1 ) xyxy e+ ; 

3) 24 (1 ) xyx xy e+ ;  4) 2(2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 2xyy e . 

4. Найдите производную слож-
ной функции 3z xy= , если 

sin ; tx t y e= =  

1) 3(1 3tg ) cos ;tt e t+    2) 3(1 tg ) cos ;tt e t+  

3) 3(1 sin ) cos ;tt e t+    4) 3(1 3tg ) cos ;tt e t−  

5) 3(1 3tg ) sin ;tt e t+ . 
5. Для функции ln( )u y xy=  най-

дите полный дифференциал 
du . 

1) ln( )d 1 d ;xy x y y+  2) ln( )d d ;xy x y x y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x x y+ +   4) d d ;x x x y y+  
5) d (1 ln( ))dy x x xy y+ + . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение 
касательной плоскости к по-
верхности 2 2 2( 1)z x y= + +  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2 1z x y= − − + име-
ет локальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);   
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Максимум в точке (0, 0); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функ-
ции arcctg( )u xy= в точке А по 
направлению вектора 

, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) -1 10;    2) - 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент 
скалярного поля 

2 2 23 5u x y z= + +  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 3 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + − −  
в области 0; 0; 4x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наи-
меньшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 28, 0.z z= =  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 17 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , ) ln(2 )z x y x y= + . 
 

2. Найдите частные производные 
функции 2 ln( ) 2z x xy x= + . 

1) ' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = ; 

2) 2' 2 ln( ); 'x yz x xy z x y= = ; 

3) 2' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = ; 

4) ' ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

5) 3' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = . 
3. 

Найдите 
2z

x y
∂
∂ ∂

, если 2 .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) 24 (1 ) xyy xy e+ ; 

3) 24 (1 ) xyx xy e+ ;  4) 2(2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 3z xy= , если 

cos ; tx t y e= =  

1) 3(1 3tg ) cos ;tt e t+    2) 3(1 tg ) cos ;tt e t+  

3) 3(1 sin ) cos ;tt e t+    4) 3(3 tg ) cos ;tt e t−  

5) 3(1 3tg ) sin ;tt e t+ . 
5. Для функции cosu yz x=  найди-

те полный дифференциал du . 
1) cos d sin d sin d ;yz x x x y y x z+ +  
2) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
3) cos d cos d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
4) sin d cos d cos d ;yz x x z x y y x z− + +  
5) sin d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ + . 

6. В точке А(0, 1, 1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2z y x= +  имеет вид. 

1) 2 1 0x y z+ − + = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 3 3 8z x y xy= + − имеет 
локальный... 

1) Не имеет экстремума; 
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Минимум в точке (8/3, 8/3). 

8. Найдите производную функции 
2 2u y x= + + в точке А по 

направлению вектора 
, (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 3 12 ;   4) -0,5;  5) 3 4 . 

9. В точке А(1, 2π ) градиент ска-
лярного поля ctgu x y=  равен… 

1) - j


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) k


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в 
области 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наимень-
шее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 216, 0z z= = ;  4) 1 215, 0z z= = ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 18 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 2( , )
3

z x y
x y

=
−

. 

 

2. Найдите частные производные 
функции arctgz xy= . 

1) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= − = + ; 

2) ( )( ) ( )( )2' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y x y= + = + ; 

3) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= + = + ; 

4) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= + = + ; 

5) ( )( ) ( )( )' 1 2 1 ; ' 1 2 1x yz x xy z y xy= + = + . 

3. 
Найдите 

2z
y x
∂
∂ ∂

, если 

2 .xyz ye−=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e−+   2) 2(1 ) xyxy e−+ ; 

3) 24 (1 ) xyx x e−− + ;  4) 24 (1 ) xyy xy e−− − ;  5) 3 24 xyy e− . 

4. Найдите производную сложной 
функции 3z xy= , если 

ln ; 2 .x t y t= =  

1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 28 (1 3ln );t t+   4) 1 ln t+ ;  5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 

5. Для функции 2 ln( )u x xy=  най-
дите полный дифференциал du . 

1) (2 2ln( ))d 2 d ;xy x x y y+ +  2) 2 ln( )d 2 d ;xy x x y y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x y y+ +   4) 2 d 2 d ;x x x y y+  
5) ln( )d 1 d ;xy x y y+ . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2 2 2( 3)z x y= + −  имеет 
вид… 

1) 0y z+ = ;         2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 2 0x y z− + + = . 

7. Функция 
3 3 8 6z x y xy= + − + имеет ло-

кальный... 

1) Минимум в точке (8/3, 8/3); 
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1);  
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2arctg( )u xy= в точке А по на-

правлению вектора 
, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 2,-1) градиент ска-
лярного поля 2zu ye x=  равен… 

1) k


;  2) 2 ( 2 4 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в 
области 0; 0; 3x y x y≤ ≤ + ≥ −  
имеет наибольшее 1z  и наимень-
шее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 216, 0z z= = ;   
4) 1 215, 1,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 19 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 3( , ) log (2 )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные 
функции: ( )2arcsinz x y= . 

1) 4 2 4 2' 1 1 ; ' 1x yz x y z x x y= − = − ; 

2) 4 2 4 2' 1 ; ' 1x yz y x y z x x y= − = − ; 

3) 4 2 2 4 2' 1 ; ' 1x yz y x y z x x y= − = − ; 

4) 4 2 4 2' 1 1 ; ' 1 1x yz x y z x y= − = − ; 

5) 2 2 2' 1 ; ' 1x yz y y z x y= − = − . 
3. 

Найдите 
2

2
z

y
∂
∂

, если 

2( 2) .xyz y e−= +  

1) 24 (1 2 ) ;xyx xy x e−− − −   2) 24 (1 2 ) ;xyx x e−− −  
3) 2(1 2 ) ;xyxy x e−− − ;  4) 24 (1 ) ;xyx xy e−− −   

5) 24 ;xyxe−− . 
4. Найдите частные производные 

сложной функции: ln( )z xy= , если 

sin ; .uvx u y e= =  

1) ' cos ; ' ;u vz u v z u= + =  2) ' ctg ; ' ;u vz u v z u= + =  
3) ' ctg ; ' ;u vz v v z u= + =  4) ' ctg ; ' ;u vz u v z v= + =  
5) ' sin ; ' ;u vz u v z u= + = . 

5. Для функции 2 2xyu xe= +  найдите 
полный дифференциал du . 

1) 2 2((1 )d 2 d );xye xy x x y+ +    

2) 2 2((1 2 )d d );xye xy x x y+ +  

3) 2 2( d 2 d );xye xy x x y+   4) 2 2((1 2 )d 2 d );xye y x x y+ +  

5) 2 2((1 2 )d 2 d );xye xy x x y+ + . 
6. В точке А(1, 1, -1) уравнение каса-

тельной плоскости к поверхности 
2 2 2( 3) ( 1)z x y+ = − +  имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 3 0y z− − = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2( )xz e x y= − имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
3u xyz= в точке А по направле-

нию вектора , (1,1,1), (1, 2, 2)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 3 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент скаляр-

ного поля 2 2 21 2 2 3u x y z= + + −  
равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 3 6 3 3 3i j k+ −

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в об-
ласти 0; 0; 2x y x y≥ ≥ + ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 

2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 28, 0z z= = ;   
4) 1 215, 1,5z z= = − ;  
5) 1 26, 0.z z= =  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 
Вариант 20 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 3( , ) log (2 )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные 
функции 2 3 3cos ( )z x y= + . 

1) 
2 3 3 2 3 3' 3 sin(2 2 ); ' 3 sin(2 2 )x yz x x y z y x y= − + = − + ; 

2) 2 3 3 2 3 3' 3 sin(2 2 ); ' 3 sin(2 2 )x yz x x y z y x y= + = + ; 

3) 2 2 3 3 2 2 3 3' 3 sin ( ); ' 3 sin ( )x yz x x y z y x y= − + = − + ; 

4) 2 3 3 2 3 3' 3 sin( ); ' 3 sin( )x yz x x y z y x y= + = + ; 

5) 2 2 3 3 2 2 3 3' 3 sin ( ); ' 3 sin ( )x yz x x y z y x y= − + = − + . 
3. 

Найдите 
2

2
z

x
∂
∂

, если 
2

.x yz e−=  1) 
222(2 1) ;x yx y e−−   2) 

222(2 1) ;x yx y e−− −  

3) 2 2( 1) ;yx y e−−  4) 
222 (2 1) ;x yy x y e−−  5) 

222 x yx ye− . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z x y= , если 
2 ; 2 ln .tx e y t= =  

1) 4 (4 ln 1 )te t t+ ;   2) 42 (2 ln 1 )te t t+ ; 

3) 42 (4 ln 1 )te t t+ ;   4) 22 (4 ln 1 )te t t+ ;   5) 42 lnte t . 

5. Для функции 2 cos( )u x xy=  най-
дите полный дифференциал du . 

1) 3(2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x x xy y− −    

2) (2 cos( ))d ;x xy x     3) 3 sin( )d ;x xy y−   

4) 3(2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x x xy y− +  
5) (2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x xy y− − . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2 2 2( 1) ( 1)z x y= − + +  имеет 
вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 1 0y z+ − = . 

7. 
Функция 2 2 2z xy

x y
= + − имеет 

локальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);  
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1);  
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2 2u y x= + в точке А по на-

правлению вектора 
, (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(-1, 1, 1) градиент ска-
лярного поля 

2 2 21 2 2 3 5u x y z= + + +  ра-
вен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k− + +

  
. 

10. Функция 2 2z x y x y= + − −  в об-
ласти 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 

2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20,5, 6z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 21  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения функции 

( , ) 1 1z x y y= + . 
 

2. Найдите частные производные функции 
2 2 3z xy x y= − + . 

1) 2' 2; ' 2 3x yz y z xy= − = + ; 

2) 2' 2; ' 2 3.x yz y z xy= − = − ; 

3) ' 2 2; ' 2 3x yz xy z xy= − = + ; 

4) 2' 2; ' 2 2x yz y z xy x= − = − ; 

5) 2' 3 ; ' 2 3x yz y y z xy= + = + . 
3. 

Найдите 
2

2
z

x
∂
∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной функции 

2z xy= , если sin ; .tx t y e= =  
1) 2d dt (1 2tg ) cos ;tz t e t= +   

2) 2d dt (1 tg ) cos ;tz t e t= −  

3) 2d dt (1 2ctg ) cos ;tz t e t= +  

4) d dt (1 tg ) cos ;tz t e t= +  

5) 3d dt (4 tg ) cosz t t t t= − . 
5. Для функции 2u x yz=  найдите полный 

дифференциал du . 
1) 2 22 d d d ;xyz x x z y x y z− +  

2) 2 22 d d d ;xyz x x z y x y z+ +  

3) 2 2d d d ;xyz x x z y x y z+ +  

4) 2 22 d d d ;xyz x x yz y x y z+ +  

5) 22 d d dxyz x x z y xy z+ + . 
6. В точке А(1, 1, 2) уравнение касательной 

плоскости к поверхности 2 2 4x y z+ = −  
имеет вид. 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ; 
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 23 6z x y x xy y= + + − + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-4, -5);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2u y x= + в точке А по направлению 

вектора , (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 0) градиент скалярного поля 
tgu x y=  равен… 

1) k


;   2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;   3) j


; 
4) 2 1i e j+

 
; 5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в области 
0; 0; 3x y x y≤ ≤ + ≥ −  имеет наибольшее 1z  

и наименьшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 7,5z z= = − ;  4) 1 20, 8z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 22  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , ) ln( )z x y x y= + . 
 

2. Найдите частные производные функ-
ции arctg( ) 2z xy x= + . 

1) ( ) ( )2 2' 1 ( ) 2; ' 1 ( )x yz y xy z y xy= + + = + ; 

2) ( ) ( )2 2' 1 1 ( ) 2; ' 1 1 ( )x yz xy z xy= + + = + ; 

3) ( ) ( )2 2' 1 ( ) 2; ' 1 ( )x yz y xy z x xy= + + = + ; 

4) ( ) ( )2 2' 1 2; ' 1x yz y x z y y= + + = + ; 

5) ( ) ( )2 2' 1 2; ' 1x yz y x z x y= + + = + . 

3. 
Найдите 

2

2
z

y
∂
∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z xy= , если 
2cos ; .x t y t= =  

1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 2(1 2ctg ) cos ;tt e t+   4) 3(4 tg ) cost t t t− ; 

5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 
5. Для функции yzu xe=  найдите пол-

ный дифференциал du . 
1) d d d ;yz yz yze x xze y xye z+ +  

2) d d d ;yz yz yze x xye y xye z+ +  

3) d d d ;yz yz yzxe x xze y xye z+ +  

4) d d d ;yz yz yze x xze y xyze z+ +  

5) d d dyz yz yze x xze y e z+ + . 
6. В точке А(0, 1, 1) уравнение касатель-

ной плоскости к поверхности 2z y=  
имеет вид. 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 1 1z x y xy= + − имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Максимум в точке (-1, -1); 
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Минимум в точке (5, 5); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2lnu x y= в точке А по направлению 

вектора , (1,1), (3, 2)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 0) градиент скалярного 
поля u xz y=  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в об-
ласти 3 0; 3 0x y− ≤ ≤ − ≤ ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 2z зна-
чения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 23  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные функ-
ции 2 ln( )z x xy= . 

1) ' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

2) 2' 2 ln( ); 'x yz x xy z x y= = ; 

3) 2' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

4) ' ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

5) 2' 2 ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = . 
3. 

Найдите 
2z

x y
∂
∂ ∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z xy= , если ln ; .x t y t= =  
1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 1 ln ;t+   4) 1 ln t+ ;  5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 
5. Для функции 2lnu y x=  найдите пол-

ный дифференциал du . 
1) 22 d ln d ;y x x y

x
+   2) 22 d ln d ;y x y x y

x
+  

3) 2
2

2 d ln d ;y x x y
x

+   4) 2d ln d ;y x x y
x

+  

5) 2 d ln dy x x y
x

+ . 

6. В точке А(1, 1, 0) уравнение касатель-
ной плоскости к поверхности 

2 2 22x y z+ = −  имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2( )xz e x y= + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2 2 2u x y z= + + в точке А по на-

правлению вектора 
, (1,1,0), (0,1,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, e) градиент скалярного 
поля 2 lnu x y=  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в об-
ласти 4 0; 4 0x y− ≤ ≤ − ≤ ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 2z зна-
чения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 24  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения функ-

ции ( , ) 2z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные функции 
y xz e−= . 

1) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= = − ; 

2) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e− −= = − ; 

3) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= = ; 

4) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= − = − ; 

5) 2' ; 'y x y x
x yz ye x z e x− −= − = . 

3. 
Найдите 

2z
y x
∂
∂ ∂

, если .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) (1 ) xyxy e+ ; 

3) (2 ) xyx xy e+ ;  4) (2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите частные производные сложной 

функции 2z xy= , если ; .x uv y u v= =  
1) 2 3 2' 3 ; ' ;u vz u v z u v= = −   

2) 2 3 2' ; ' ;u vz u v z u v= = −  

3) 2 3 2' 3 ; ' ;u vz u v z u v= =  

 4) 2 3' 3 ; ' ;u vz u v z u v= = −  

5) 2 2 2' ; 'u vz u v z u v= = − . 
5. Для функции sinu yz x=  найдите полный 

дифференциал du . 
1) cos d sin d sin d ;yz x x x y y x z+ +    
2) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
3) cos d cos d sin d ;yz x x z x y y x z+ +    
4) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z− + +  
5) sin d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ + . 

6. В точке А(2, -3, 0) уравнение касательной 
плоскости к поверхности 2 2 1x z y+ = −  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 3 3 15z x y xy= + − имеет локаль-
ный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);   
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
u xyz= в точке А по направлению векто-
ра , (1,1,1), (1, 2, 2)AB A B


. 

1) 2 ;   2) 1 10; ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 2,-1) градиент скалярного 
поля zu ye x=  равен… 

1) k


;  2) 1 6 5 3i j k+ +
  

;  3) j


;   
4) 2 1i e j+

 
; 5) 1 ( 2 2 )e i j k− + +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  в области 
0; 0; 4x y x y≤ ≤ + ≥ −  имеет наиболь-

шее 1z  и наименьшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 
Вариант 25 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определе-

ния функции 
( , ) ln(2 )z x y x y= − . 

 

2. Найдите частные производные 
функции arcsin 1z xy= − . 

1) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

2) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

3) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

4) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

5) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − . 
3. 

Найдите 
2z

y x
∂
∂ ∂

, если 

2 .xyz ye=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e+   2) 2 (1 2 ) xyy xy e+ ; 

3) 22 (1 2 ) xyx xy e+ ;  4) 24 (1 ) xyy xy e+ ;  5) 3 2xyy e . 

4. Найдите частные производные 
сложной функции 2z xy= , ес-
ли sin ; ln .x u v y v u= =  

1) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2);u vz v u v u z u vu v v= + = +   

2) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( 2sin );u vz v u v u z u vu v v= + = +  

3) 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin );u vz v u v u z uv u v v v= + = +   

4) 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin );u vz v u v u z uv u v v v= + = +  

5) 2 2' ln sin (ln 2); ' ln ( cos 2sin )u vz v u v u z u vu v v v= + = + . 
5. Для функции ln( )u x xy=  най-

дите полный дифференциал 
du . 

1) (1 ln( ))d d ;xy x x y y+ +   2) ln( )d d ;xy x x y y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x y y+ +   4) d d ;x x x y y+  
5) ln( )d 1 d ;xy x y y+ . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение 
касательной плоскости к по-
верхности 2 2 2( 1)z x y= − +  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2z x y= + имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (0, 0); 4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функ-
ции arctg( )u xy= в точке А по 
направлению вектора 

, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент 
скалярного поля 

2 2 21 2 2 3 5u x y z= + + +  ра-
вен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + + +  
в области 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наи-
меньшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 221, 0z z= = ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 26 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определе-

ния функции 
( , ) ln( 2 )z x y x y= − . 

 

2. Найдите частные производ-
ные функции 

arccos 1z xy= − . 

1) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

2) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

3) ( ) ( )' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − ; 

4) ( ) ( )' (1 ) ; ' (1 )x yz y x xy z x y xy= − = − ; 

5) ( ) ( )2' 0,5 (1 ) ; ' 0,5 (1 )x yz y x xy z x y xy= − − = − − . 
3. 

Найдите 
2

2
z

y
∂
∂

, если 

2 .xyz ye=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e+   2) 2(1 ) xyxy e+ ; 

3) 24 (1 ) xyx xy e+ ;  4) 2(2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 2xyy e . 

4. Найдите производную слож-
ной функции 3z xy= , если 

sin ; tx t y e= =  

1) 3(1 3tg ) cos ;tt e t+    2) 3(1 tg ) cos ;tt e t+  

3) 3(1 sin ) cos ;tt e t+    4) 3(1 3tg ) cos ;tt e t−  

5) 3(1 3tg ) sin ;tt e t+ . 
5. Для функции ln( )u y xy=  най-

дите полный дифференциал 
du . 

1) ln( )d 1 d ;xy x y y+  2) ln( )d d ;xy x y x y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x x y+ +   4) d d ;x x x y y+  
5) d (1 ln( ))dy x x xy y+ + . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение 
касательной плоскости к по-
верхности 2 2 2( 1)z x y= + +  
имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2 1z x y= − − + име-
ет локальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);   
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Максимум в точке (0, 0); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функ-
ции arcctg( )u xy= в точке А по 
направлению вектора 

, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) -1 10;    2) - 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент 
скалярного поля 

2 2 23 5u x y z= + +  равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 3 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 24 4z x y x y= + − −  
в области 0; 0; 4x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наи-
меньшее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20, 7,5z z= = − ;  
5) 1 28, 0.z z= =  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 27 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции ( , ) ln(2 )z x y x y= + . 
 

2. Найдите частные производные 
функции 2 ln( ) 2z x xy x= + . 

1) ' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = ; 

2) 2' 2 ln( ); 'x yz x xy z x y= = ; 

3) 2' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = ; 

4) ' ln( ) ; 'x yz x xy x z x y= + = ; 

5) 3' 2 ln( ) 2; 'x yz x xy x z x y= + + = . 
3. 

Найдите 
2z

x y
∂
∂ ∂

, если 2 .xyz ye=  1) 2 (3 ) ;xyy xy e+   2) 24 (1 ) xyy xy e+ ; 

3) 24 (1 ) xyx xy e+ ;  4) 2(2 ) xyy xy e+ ;  5) 3 xyy e . 
4. Найдите производную сложной 

функции 3z xy= , если 

cos ; tx t y e= =  

1) 3(1 3tg ) cos ;tt e t+    2) 3(1 tg ) cos ;tt e t+  

3) 3(1 sin ) cos ;tt e t+    4) 3(3 tg ) cos ;tt e t−  

5) 3(1 3tg ) sin ;tt e t+ . 
5. Для функции cosu yz x=  найди-

те полный дифференциал du . 
1) cos d sin d sin d ;yz x x x y y x z+ +  
2) cos d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
3) cos d cos d sin d ;yz x x z x y y x z+ +  
4) sin d cos d cos d ;yz x x z x y y x z− + +  
5) sin d sin d sin d ;yz x x z x y y x z+ + . 

6. В точке А(0, 1, 1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2z y x= +  имеет вид. 

1) 2 1 0x y z+ − + = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 3 3 8z x y xy= + − имеет 
локальный... 

1) Не имеет экстремума; 
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1); 
5) Минимум в точке (8/3, 8/3). 

8. Найдите производную функции 
2 2u y x= + + в точке А по 

направлению вектора 
, (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 3 12 ;   4) -0,5;  5) 3 4 . 

9. В точке А(1, 2π ) градиент ска-
лярного поля ctgu x y=  равен… 

1) - j


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) k


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в 
области 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  
имеет наибольшее 1z  и наимень-
шее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 216, 0z z= = ;  4) 1 215, 0z z= = ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 28 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 2( , )
3

z x y
x y

=
−

. 

 

2. Найдите частные производные 
функции arctgz xy= . 

1) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= − = + ; 

2) ( )( ) ( )( )2' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y x y= + = + ; 

3) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= + = + ; 

4) ( )( ) ( )( )' 2 1 ; ' 2 1x yz y x xy z x y xy= + = + ; 

5) ( )( ) ( )( )' 1 2 1 ; ' 1 2 1x yz x xy z y xy= + = + . 

3. 
Найдите 

2z
y x
∂
∂ ∂

, если 

2 .xyz ye−=  

1) 2 2(3 ) ;xyy xy e−+   2) 2(1 ) xyxy e−+ ; 

3) 24 (1 ) xyx x e−− + ;  4) 24 (1 ) xyy xy e−− − ;  5) 3 24 xyy e− . 

4. Найдите производную сложной 
функции 3z xy= , если 

ln ; 2 .x t y t= =  

1) 2(1 2tg ) cos ;tt e t+   2) 2(1 tg ) cos ;tt e t−  

3) 28 (1 3ln );t t+   4) 1 ln t+ ;  5) 3(4 tg ) cost t t t+ . 

5. Для функции 2 ln( )u x xy=  най-
дите полный дифференциал du . 

1) (2 2ln( ))d 2 d ;xy x x y y+ +  2) 2 ln( )d 2 d ;xy x x y y+  
3) (1 ln( ))d 1 d ;xy x y y+ +   4) 2 d 2 d ;x x x y y+  
5) ln( )d 1 d ;xy x y y+ . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2 2 2( 3)z x y= + −  имеет 
вид… 

1) 0y z+ = ;         2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 2 0x y z− + + = . 

7. Функция 
3 3 8 6z x y xy= + − + имеет ло-

кальный... 

1) Минимум в точке (8/3, 8/3); 
2) Минимум в точке (5, 5); 
3) Минимум в точке (2, 0);  
4) Минимум в точке (-1, -1);  
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2arctg( )u xy= в точке А по на-

правлению вектора 
, (1, 2), (2,5)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 2,-1) градиент ска-
лярного поля 2zu ye x=  равен… 

1) k


;  2) 2 ( 2 4 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k+ +

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в 
области 0; 0; 3x y x y≤ ≤ + ≥ −  
имеет наибольшее 1z  и наимень-
шее 2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 216, 0z z= = ;   
4) 1 215, 1,5z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Вариант 29 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 3( , ) log (2 )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные 
функции: ( )2arcsinz x y= . 

1) 4 2 4 2' 1 1 ; ' 1x yz x y z x x y= − = − ; 

2) 4 2 4 2' 1 ; ' 1x yz y x y z x x y= − = − ; 

3) 4 2 2 4 2' 1 ; ' 1x yz y x y z x x y= − = − ; 

4) 4 2 4 2' 1 1 ; ' 1 1x yz x y z x y= − = − ; 

5) 2 2 2' 1 ; ' 1x yz y y z x y= − = − . 
3. 

Найдите 
2

2
z

y
∂
∂

, если 

2( 2) .xyz y e−= +  

1) 24 (1 2 ) ;xyx xy x e−− − −   2) 24 (1 2 ) ;xyx x e−− −  
3) 2(1 2 ) ;xyxy x e−− − ;  4) 24 (1 ) ;xyx xy e−− −   

5) 24 ;xyxe−− . 
4. Найдите частные производные 

сложной функции: ln( )z xy= , если 

sin ; .uvx u y e= =  

1) ' cos ; ' ;u vz u v z u= + =  2) ' ctg ; ' ;u vz u v z u= + =  
3) ' ctg ; ' ;u vz v v z u= + =  4) ' ctg ; ' ;u vz u v z v= + =  
5) ' sin ; ' ;u vz u v z u= + = . 

5. Для функции 2 2xyu xe= +  найдите 
полный дифференциал du . 

1) 2 2((1 )d 2 d );xye xy x x y+ +    

2) 2 2((1 2 )d d );xye xy x x y+ +  

3) 2 2( d 2 d );xye xy x x y+   4) 2 2((1 2 )d 2 d );xye y x x y+ +  

5) 2 2((1 2 )d 2 d );xye xy x x y+ + . 
6. В точке А(1, 1, -1) уравнение каса-

тельной плоскости к поверхности 
2 2 2( 3) ( 1)z x y+ = − +  имеет вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 3 0y z− − = ;  
5) 2 0x y+ − = . 

7. Функция 2 2( )xz e x y= − имеет ло-
кальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);    
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1); 
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
3u xyz= в точке А по направле-

нию вектора , (1,1,1), (1, 2, 2)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 3 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;   
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(1, 1, 1) градиент скаляр-

ного поля 2 2 21 2 2 3u x y z= + + −  
равен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 3 6 3 3 3i j k+ −

  
. 

10. Функция 2 22 2z x y x y= + + +  в об-
ласти 0; 0; 2x y x y≥ ≥ + ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 

2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 28, 0z z= = ;   
4) 1 215, 1,5z z= = − ;  
5) 1 26, 0.z z= =  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 
Вариант 30 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Изобразить область определения 

функции 3( , ) log (2 )z x y x y= − . 
 

2. Найдите частные производные 
функции 2 3 3cos ( )z x y= + . 

1) 
2 3 3 2 3 3' 3 sin(2 2 ); ' 3 sin(2 2 )x yz x x y z y x y= − + = − + ; 

2) 2 3 3 2 3 3' 3 sin(2 2 ); ' 3 sin(2 2 )x yz x x y z y x y= + = + ; 

3) 2 2 3 3 2 2 3 3' 3 sin ( ); ' 3 sin ( )x yz x x y z y x y= − + = − + ; 

4) 2 3 3 2 3 3' 3 sin( ); ' 3 sin( )x yz x x y z y x y= + = + ; 

5) 2 2 3 3 2 2 3 3' 3 sin ( ); ' 3 sin ( )x yz x x y z y x y= − + = − + . 
3. 

Найдите 
2

2
z

x
∂
∂

, если 
2

.x yz e−=  1) 
222(2 1) ;x yx y e−−   2) 

222(2 1) ;x yx y e−− −  

3) 2 2( 1) ;yx y e−−  4) 
222 (2 1) ;x yy x y e−−  5) 

222 x yx ye− . 
4. Найдите производную сложной 

функции 2z x y= , если 
2 ; 2 ln .tx e y t= =  

1) 4 (4 ln 1 )te t t+ ;   2) 42 (2 ln 1 )te t t+ ; 

3) 42 (4 ln 1 )te t t+ ;   4) 22 (4 ln 1 )te t t+ ;   5) 42 lnte t . 

5. Для функции 2 cos( )u x xy=  най-
дите полный дифференциал du . 

1) 3(2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x x xy y− −    

2) (2 cos( ))d ;x xy x     3) 3 sin( )d ;x xy y−   

4) 3(2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x x xy y− +  
5) (2 cos( ) sin( ))d sin( )d ;x xy y xy x xy y− − . 

6. В точке А(1, 1, -1) уравнение ка-
сательной плоскости к поверхно-
сти 2 2 2( 1) ( 1)z x y= − + +  имеет 
вид… 

1) 0y z+ = ;  2) 2 2 6 0x y z+ + − = ; 
3) 4 5 0x y+ − = ;  4) 2 1 0y z− + = ;  
5) 2 1 0y z+ − = . 

7. 
Функция 2 2 2z xy

x y
= + − имеет 

локальный... 

1) Минимум в точке (-2, 0);  
2) Минимум в точке (5, 5);  
3) Минимум в точке (2, 0); 
4) Максимум в точке (-1, -1);  
5) Не имеет экстремума. 

8. Найдите производную функции 
2 2u y x= + в точке А по на-

правлению вектора 
, (2,0), (3,1)AB A B


. 

1) 1 10;    2) 2 2 ;   3) 5 2 8 ;   4) -0,5;  
5) 2 5 5 . 

9. В точке А(-1, 1, 1) градиент ска-
лярного поля 

2 2 21 2 2 3 5u x y z= + + +  ра-
вен… 

1) k


;  2) 1 ( 2 2 )e i j k− + +
  

;  3) j


;  4) 2 1i e j+
 

;  
5) 1 6 5 3i j k− + +

  
. 

10. Функция 2 2z x y x y= + − −  в об-
ласти 0; 0; 3x y x y≥ ≥ + ≤  имеет 
наибольшее 1z  и наименьшее 

2z значения… 

1) 1 20, 6z z= = − ; 2) 1 23, 8z z= = − ;  
3) 1 20, 8z z= = − ;  4) 1 20,5, 6z z= = − ;  
5) 1 23, 9.z z= = −  
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Тест «Дифференцирование функций нескольких переменных» 

Ответы 

 
Вариант Задания 

 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 1 5 1 2 2 1 3 3 4 
2 3 3 4 1 4 2 5 1 3 
3 3 4 3 1 5 1 4 4 3 
4 1 4 1 2 3 2 1 5 3 
5 3 4 5 1 1 3 1 5 4 
6 1 3 1 5 2 4 1 5 5 
7 3 2 4 4 1 5 3 1 4 
8 3 4 3 1 5 1 2 2 4 
9 3 1 2 5 4 5 2 5 3 
10 1 4 3 1 5 4 2 5 4 
11 1 5 1 2 2 1 3 3 4 
12 3 3 4 1 4 2 5 1 3 
13 3 4 3 1 5 1 4 4 3 
14 1 4 1 2 3 2 1 5 3 
15 3 4 5 1 1 3 1 5 4 
16 1 3 1 5 2 4 1 5 5 
17 3 2 4 4 1 5 3 1 4 
18 3 4 3 1 5 1 2 2 4 
19 3 1 2 5 4 5 2 5 3 
20 1 4 3 1 5 4 2 5 4 
21 1 5 1 2 2 1 3 3 4 
22 3 3 4 1 4 2 5 1 3 
23 3 4 3 1 5 1 4 4 3 
24 1 4 1 2 3 2 1 5 3 
25 3 4 5 1 1 3 1 5 4 
26 1 3 1 5 2 4 1 5 5 
27 3 2 4 4 1 5 3 1 4 
28 3 4 3 1 5 1 2 2 4 
29 3 1 2 5 4 5 2 5 3 
30 1 4 3 1 5 4 2 5 4 
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ТЕСТ  

«ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. ПРИЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА» 

Вариант 1 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Если )(xF – какая либо первообразная функ-

ции )(xf , то чему равен интеграл ∫
b

a

dxxf )(  

1) )()( bFaF − ; 2) )()( aFbF − ; 
3) )(aF ; 4) )(bF ;5) )()( bFaF ± . 

2. Вычислите: 

 ∫
3

0

2 dxe x  
1) )1(

3
1 3 +xe ; 2) )1(

2
1 3 −xe ; 

3) )1(
3
1 6 −e ;4) )1(

2
1 6 −e ; 5) )(

2
1 3e . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

16

1 1
dx

x
x  

1) 225 e+ ; 2) 259 ln
4

− ; 3) 
2
5ln ; 

4) ∞ ; 5) 
4
5ln3+ . 

4. Вычислите: 

∫
4

0
2cos

sin
π

dx
x

x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 225+  ; 

4) ln sin
4
π

; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
4

1

2 )ln( dxx  

1) 616ln4 − ; 2) 1ln16ln − ; 3) 4 ; 
4) 1ln +e ; 5) интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +

2

2
2

3

2
dx

x
x  

1) 22+ ; 2) 4ln1− ; 3) 21 e+ ; 

4) 
3
2ln1+ ; 5) 3.1428571π =  . 

7. Вычислите: 

∫ −
2

0

)
2

sin(5cos

π

π dxxx  

1) 3 ; 2) 0 ; 3) 49π  ;4) sin
4
π

; 

5) 2 2− π  

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 

графиком фнункции xy cos= , 



−∈

2
3;

2
ππx  

1)
2
π

; 2)
2
1 ; 3) 0 ; 4) 3π ; 5) 4 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Оx фигуры 2xy =  ограниченной 
линиями [ ]5;0∈x . 

1) 4π ; 2) 13π ; 3) 7π ; 4) 625π ; 

5) 
3
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой )1ln( += xy , 
между прямыми 0=x  и 3=x . 

1) 20 ; 2) 3π ; 3) 
3
20 ; 4) 23− ; 

5) 21 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 2 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
1

0

)( dxxf , подстановка tx sin= . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите:  

 ∫
2

0

2sin

π

xdx  

1) 
3
1 ; 2) 1; 3) 

3
π

; 4) 0 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

 ∫
64

0
3

dx
x
x  

1) 72
7
6 ; 2) 9 ; 3) 82

6
7 ; 4) ∞ ;  

5) 
2

512 . 

4. Вычислите: 

∫
2

4

6

2

sin
cos

π

π

dx
x
x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

8
15

 ;4) ∞ ;  

5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫ −
2ln

0

dxxe x  
1) 

2
2ln1− ; 2) 1ln2ln − ; 3) 4 ; 

4) 1ln +e ; 5) интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫
+−

− ++

102

2
2 144xx

dx  
1) 22+ ; 2) ∞ ; 3) 21 e+ ; 4) 

3
10
π

; 

5) 
4 10
π

 . 

7. Вычислите: 
1

0
sin( )sin( )

2
x x dxπ
π∫  

1) π ; 2) 
4

3π
; 3) 3π −  ;4) 

4
π

; 5) 0  

8. Найти площадь фигуры ограниченную пара-
болой 22 xxy −= , и прямыми 1=x , 

2, 0x y= =  

1) 16 ; 2)
5
2 ; 3) 40 ; 4) 

3
2 ; 5) 2 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Ох фигуры xey =  ограниченной 
линиями [ ]5;0∈x . 

1) 2π ; 2) 10π ; 3) 10( 1)
2

eπ
− ; 

4) 5( 1)
2

eπ
− ; 5) 

1
8
π . 

10. Вычислить длину дуги кривой 12 += xy , 
между прямыми 0=x  и 3=x . 

1) 53 ; 2) 3 ; 3) 
3
20 ; 4) 23− ; 

5) 21 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 3 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
8

1

)( dxxf , подстановка 3tx = . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫ +
3

2

35 dxe x  
1) )1(

3
1 35 ++ xe ; 2) )1(

2
1 3 −e ; 

3) )1(
3
1 6 −e ;4) )1(

3
3

11

−ee ; 5) )(
2
1 3e . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

1

0 1 x
dx  

1) 225 e+ ; 2) 2ln22− ; 3) 
2
5ln ;                

4) ∞ ; 5) 3ln2 + . 

4. Вычислите: 

∫
4

0
6

2

cos
sin

π

dx
x
x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

10
7  ;4) ∞ ; 5) 

15
8 . 

5. Вычислите: 

∫
2

0

sin

π

xdxx  

1)1; 2) 25 ; 3) π4 ; 4) 1ln +e ; 
5)интеграл не может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +−
+6

5
2 127

32 dx
xx

x  

1) 3ln92ln20 − ; 2) 4ln1− ; 3) 45 ; 

4)
3
2ln1ln + ; 5) 0  . 

7. Вычислите: 

∫
1

0

)
2

cos()
4

cos( dxxx ππ  
1) π2 ; 2) 2π ; 3) 

π3
24 ;4) 

π5
48 ; 5) 

3
4π . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕcos3=r , 
22
πϕπ

≤≤− . 
1) 134 ; 2) 

3
10π ; 3) 

4
9π ; 4) 

3
2π ; 

 5) 23. 
9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси ОХ фигуры 2
3

xy =  ограниченной 
линиями ]4;2[∈x . 

1) π15 ; 2) π130 ; 3) 
4

39π
; 4) π63 ; 5) 

π
8
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой 

)3(
3
1

−= xxy , между прямыми 0=x  и 

3=x . 

1) 2 ; 2) 32 ; 3)
7
20 ; 4) 23− ; 

5) 2 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 4 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
π

0

)( dxxf , подстановка tx
=

2
tg . 

1) ∫
−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫ +
1

0

4)13( dxx  
1) 1024 ; 2) ∞ ; 3) 

3
π ;4) )140(

2
1

− ; 

5) 
5

341 . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

8

0
31 x

dx  

1) 25 ; 2) 3ln8− ; 3) 3ln3 ; 4) 

4
5ln3+ ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
π

0

6sin xdx  
1) 

16
5π ; 2) 0 ; 3) π+25  ;4) ∞ ; 

5) 12 − . 
5. Вычислите: 

∫ +
1

0

)1ln( dxxx  
1) 616ln4 − ; 2) 

4
1 ; 3) 4 ; 4) 1ln +e ; 

5) интеграл не может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +
+2

1
2

2

)3(
2 dx

xx
xx  

1) 2 ; 2) 4ln1− ; 3) 21 e+ ; 4) 5ln
3
1 ; 

5) 20 . 

7. Вычислите: 

∫
− −

0

2
3

2

41
dx

x
x  

1) 33ln
12
1 ; 2) 

21
3 ; 3) 2ln16 ;4) 2ln ; 

5) 0 . 

8. Найти площадь фигуры ограниченную лини-
ей )cos1(2 ϕ−=r , πϕ 20 ≤≤  1) 

2
3π ; 2) 

2
3 ; 3) 0 ; 4) π6 ; 5) π . 

9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси ОХ фигуры 2
1
x

y =  ограниченной 

линиями ]4;2[ 33∈x . 

1) π ; 2) π2 ; 3) 
2
π ; 4) 

12
π ; 5) 

16
π . 

10. Вычислить длину дуги кривой заданной па-
раметрически tey t cos= , tex t sin= , ];0[ π∈t  1) πe+1 ; 2) π10 ; 3) πe

3
20 ; 4) π23− ; 

5) )1(2 −πe . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 5 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
−

2

1

)( dxxf , подстановка )1(
2
1

+= tx . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

∫ −

4

3 2 x
dx  

1)
2
1ln ; 2) 2ln ; 3) 

2
3ln ;4) 2ln2 ; 5) e . 

3. Вычислите: 

∫ −

310
1

0
31 x

dx  

1) 25 ; 2)
200
63

10
9ln3 − ; 3) 63ln3 ; 

4) 
200
63 ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
π

0

6cos xdx  
1)

2
π ; 2) 0 ; 3) 25+ π  ;4)∞ ; 5) 

5
16
π

. 

5. Вычислите: 

∫
1

0

arctgxdx  
1) 6 ; 2) eln16ln − ; 3)

1 ( ln 2)
2 2

π
− ; 

4) 1ln ; 5)интеграл не может быть вы-
числен. 

6. Вычислите: 

∫
− ++

0

2
2 126xx

dx  
1) 22+ ; 2) 36 ; 3) 1; 4) 

3
2ln1+ ; 

5)
3

18
π

. 

7. Вычислите  

dx
x

e x

∫
1

0

2

 

1) 2e ; 2) 53 −e ; 3) 12 −e ;4) e ; 
5) 0 . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕ2cos5=r , 
44
πϕπ

≤≤− . 
1) 

4
π

; 2) 
4
25 ; 3) 

3
2
π

; 4) 3π ; 5) 41. 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Ох фигуры 21 xy −=  ограни-
ченной линиями [ ]1;0∈x . 

1) 
2
3
π

; 2) π ; 3) ∞ ; 4) 312π ;  

5) 
3
eπ

. 

10. Вычислить длину дуги кривой заданной па-
раметрически ttty cossin −= , 

tttx sincos += , ];0[ π∈t . 
1) 

3
π

; 2) 2π ; 3) ln eπ ; 4) 
2

2
π

; 

5) 2π . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 6 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
2e

1

)( dxxf , подстановка tx =ln . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 
2

2
0 4

dx
x+

∫  
1)

3
1 ; 2)

1
2
π ; 3) 

2
1 ;4)

1 ( 1)
2
π − ; 5) 4 . 

3. Вычислите: 

∫
−

−
2

2

24 dxx  
1) 2e ; 2)

4
25ln9 − ; 3) 2π ; 4)∞ ; 5)3π . 

4. Вычислите: 

∫
4

0

3

π

xdxtg  

1)
2
2ln

2
1
+ ; 2) 0 ; 3) 225+ ; 

4) ln sin
4
π

; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫ −
1

0

2 dxx x  
1) 102ln4 + ; 2) )2ln1(

2ln2
1

2 − ; 3) e ; 

4) 1ln +e ; 5)интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +

1

0

4

1
dx

x
x  

1)3π ; 2) eln1+ ; 3) e+1 ; 4) 2ln
12
7
+− ; 

5)∞  . 

7. Вычислите  

dx
e

e
x

x

∫ +

1

0
2

2

1
 

1) )1ln( −e ; 2) 
2

1ln
2
1 2 +e ; 

3) 
2

ln
4
1 2e ;4) e ; 5) 3ln2 e . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
xy =3 , и прямыми 0=x , 8=x  

1) 10 ; 2)9 ; 3) 12 ; 4) 32 ; 5) 2π . 

9. Вычислите объем тела, образованного вра-
щением фигуры, ограниченной линиями 

xy 22 =  и 4=x . 

1) 12 2π + ; 2) ∞ , т.к. фигура не-
замкнутая; 3) 16π ;4) 48 ; 5) 0 . 

10. Вычислить длину дуги кривой ϕer = , 
πϕ 40 ≤≤ . 1) 42( 1)e π − ; 2) 22 ( )

2
e eπ − ; 

3) 
20
3

eπ ; 4) 3 2π − π ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 7 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫ =
−

aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫ +
3

0

3 )1( dxe
x

 

1) e ; 2) 2ln ; 3) e31+ ;4) 2ln2 ; 5) e3 . 

3. Вычислите: 

∫
− −

1

1 45 x
xdx  

1) 25 ; 2) 
6
1 ; 3) π ; 4) 

200
63 ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
4

4

3

π

π

xdxctg  

1) 0; 2) 
2
2ln

2
1
+ ; 3) 225+ ; 

4) 
4

sinln π ; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
3

1
2

ln dx
x

x  
1) eln3 ; 2) ∞ ; 3) 

3
2ln3+ ; 4) 

)3ln2(
3
1

− ; 5) интеграл не может 

быть вычислен. 
6. Вычислите: 

∫ +

2

1
2)1(xx

dx  
1) 

6
1

3
4ln − ; 2) 0 ; 3) e ; 4) 2ln

6
1
+ ; 

5) 3  . 

7. Вычислите  

dxee xx

∫
−+1

0 2
 

1) 1ch ; 2) )1(
2
1 2e− ; 

3) )(
2
1 11 −− ee ;4) e ; 5) 

2
1 . 

8. Найти площадь фигуры ограниченную лини-

ей ϕ3sin2=r , 
3

0 πϕ ≤≤  
1) 

2
π ; 2) 

3
π ; 3) 

4
π ; 4) π6 ; 5) 

8
π . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси ОХ фигуры 29 xy −=  ограни-
ченной линиями [ ]3;3−∈x . 

1) ∞ ; 2) π ; 3) π29 ; 4) 124 ; 5) π36 . 

10. Вычислить длину дуги кривой )ln(sin xy = , 

между прямыми 0=x  и 
2
π

=x . 
1) e2 ; 2) 0 ; 3) 10ln ; 4) 3ln

2
1 ; 

5) 
4
3ln

2
1 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 8 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что 0)( =∫
−

a

a

dxxf  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

 ∫
2

0

2cos

π

xdx  

1) 
3
1 ; 2) 1; 3) 

3
π ;4) 0 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

∫ −
2ln

0

1dxex  
1) 

2
2 π
− ; 2) 

6
1 ; 3) π ; 4) 

2
3π ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
2

6

4sin

π

π x
dx  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 225  ;4) 

4
ln π ; 

5) 
27

38
− . 

5. Вычислите: 

∫
3

0
2cos

π

dx
x

x  

1) 616ln −π ; 2) 2ln
3

3
−

π ; 3) 4 ; 

4) ∞ ; 5) интеграл не может быть вы-
числен. 

6. Вычислите: 

∫ +−
+4

3 )5)(2(
42 dx

xx
x  

1) 3 ; 2) 5ln ; 3) )
8
9ln62ln8(

7
1

+ ; 

4) )3ln
9
8(ln

7
1

− ; 5)π . 

7. Вычислите  

dx
e

e
x

x

∫
−1

0

4  

1) 212 ; 2) ∞ ; 3) )1(16 2 −e ; 
4) 143 −− e ; 5) 0 . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
синусоидой xy sin= , [ ]π;0∈x  1) 

2
π ; 2) 3 ; 3) 4 ; 4) π3 ; 5) 2 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси ОХ косинусоиды xy cos= , 

[ ]π;0∈x  

1)
2

2π ; 2) 
6
π ; 3)π ; 4) 310π ; 5)

3
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой ϕ2er = , 
πϕ 40 ≤≤ . 1) )1(

2
5 4 −πe ; 2) )(

2
2 ee −ππ ; 

3) 3

5
22 e ; 4) 22π ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 9 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫
−

−

=
a

a

a

a

dxxfdxxf )()(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫
+2

1
2

4 1 dx
x

x  
1)

3
1 ; 2)1; 3) 

6
17 ;4) 0 ; 5)∞ . 

3. Вычислите: 

∫ +

1

0

2

1
dx

x
x  

1) 
3

125 ; 2) 
6
1 ; 3) π ; 4) 

2
3 ; 5) 

16
15

. 

4. Вычислите: 

∫
3

0
4cos

π

x
dx  

1) 32 ; 2) 4 ; 3) 225  ;4)∞ ; 

5) 
27

38
− . 

5. Вычислите: 

∫
π

0

cos xdxx  
1)∞ ; 2) 4 ; 3) 2− ; 4)

2
5 ; 5)интеграл не 

может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫
− ++

1

1
2 52xx

dx  
1) 

8
π

; 2) 
4
π

; 3) 
3
2
π

; 4) 
5
12
π

; 5) π  . 

7. Вычислите  

∫
π

0

cos xdxex . 

1) 12 2π − π ; 2) 22 −e ; 3) 16π ; 

4) 
1 ( 1 )
2

eπ− − ; 5) 21 ( )
2

e eπ− . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕ3cos3=r , 
66
πϕπ

≤≤− . 
1) 

3
4
π

; 2)
5
4
π

; 3) 
3
2
π

; 4) 3π ; 

5) 41. 
9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси Ох фигуры 2
1

)(ln xy =  ограничен-
ной линиями ]4;2[ 33∈x . 

1) π ; 2) (2ln 2 1)π − ; 3) 
2ln

2 3
π

;  

4) 
12
π

; 5) 
3
16
π

. 

10. Вычислить длину дуги кривой 32 )1( += xy , 

между прямыми 
3
1

=x  и 
9

12
=x . 

1) 
3
20 ; 2) 23 ; 3)

26
1 ; 4) 223+ ; 

5) 
61
27

. 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 10 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫
−

−

−=
a

a

a

a

dxxfdxxf )()(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫
9

4 x
dx  

1) 
3
1 ; 2) 10 ; 3) 

6
17 ;4) 2 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

∫ +

1

0
2 1

dx
x

x  
1) 

2
32 + ; 2) 12 − ; 3) 

35
96 ; 4) 

2
3 ; 

5) 22 + . 
4. Вычислите: 

∫
4

0
8cos

π

x
dx  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

35
96  ;4) 

4
sinln π ; 

5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
1

0

arcsin xdx  
1) 1

2
−

π ; 2) ∞ ; 3) π ; 4) 4 ; 5) 23 −π . 

6. Вычислите: 

∫ +

2

1
2 2xx
dx  

1) 210 + ; 2) 2ln4 ; 3) 
2
5 ; 4) ∞ ; 

5) 
2
3ln

2
1 . 

7. Вычислите  

∫
π

0

5 sincos xdxx  

1) 212 +π ; 2) 0 ; 3) π16 ;4) 4 ; 5)3 . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
спиралью Архимеда ϕ3=r , πϕ 20 << . 1) 4 ; 2) π13 ; 3)π ; 4) 312π ; 5)

3
1 . 

9. Вычислите объем тела, образованного вра-
щением фигуры, ограниченной линиями 

3

1
x

y = , [ ]8;1∈x . 

1) 212 +π ; 2) ∞ , т.к. фигура незамк-
нутая; 3) π3 ;4) 22 ; 5) π5 . 

10. Вычислить длину дуги кривой 3ty = , 2tx = , 
]1,0[∈t . 1) )24(

27
20 3

2

− ; 2) )813(
27
1 2

3

− ; 3) ин-

теграл не может быть вычислен; 

4) )24(
27
20 3

2

− ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 11 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Если )(xF – какая либо первообразная функ-

ции )(xf , то чему равен интеграл ∫
b

a

dxxf )(  

1) )()( bFaF − ; 2) )()( aFbF − ; 
3) )(aF ; 4) )(bF ;5) )()( bFaF ± . 
 

2. Вычислите: 

 ∫
3

0

2 dxe x  
1) )1(

3
1 3 +xe ; 2) )1(

2
1 3 −xe ; 

3) )1(
3
1 6 −e ;4) )1(

2
1 6 −e ; 5) )(

2
1 3e . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

16

1 1
dx

x
x  

1) 225 e+ ; 2) 
4
25ln9 − ; 3) 

2
5ln ; 

4) ∞ ; 5) 
4
5ln3+ . 

4. Вычислите: 

∫
4

0
2cos

sin
π

dx
x

x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 225+  ; 

4) ln sin
4
π

; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
4

1

2 )ln( dxx  

1) 616ln4 − ; 2) 1ln16ln − ; 3) 4 ; 
4) 1ln +e ; 5) интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +

2

2
2

3

2
dx

x
x  

1) 22+ ; 2) 4ln1− ; 3) 21 e+ ; 

4) 
3
2ln1+ ; 5) 3.1428571π =  . 

7. Вычислите: 

∫ −
2

0

)
2

sin(5cos

π

π dxxx  

1) 3 ; 2) 0 ; 3) 49π  ;4) sin
4
π

; 

5) 2 2− π  

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 

графиком фнункции xy cos= , 



−∈

2
3;

2
ππx  

1)
2
π

; 2)
2
1 ; 3) 0 ; 4) 3π ; 5) 4 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Оx фигуры 2xy =  ограниченной 
линиями [ ]5;0∈x . 

1) 4π ; 2) 13π ; 3) 7π ; 4) 625π ; 

5) 
3
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой )1ln( += xy , 
между прямыми 0=x  и 3=x . 

1) 20 ; 2) 3π ; 3) 
3
20 ; 4) 23− ; 

5) 21 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 12 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
1

0

)( dxxf , подстановка tx sin= . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫
2

0

2sin

π

xdx  

1) 
3
1 ; 2) 1; 3) 

3
π

; 4) 0 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

 ∫
64

0
3

dx
x
x  

1) 72
7
6 ; 2) 9 ; 3) 82

6
7 ; 4) ∞ ;  

5) 
2

512 . 

4. Вычислите: 

∫
2

4

6

2

sin
cos

π

π

dx
x
x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

8
15

 ;4) ∞ ;  

5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫ −
2ln

0

dxxe x  
1) 

2
2ln1− ; 2) 1ln2ln − ; 3) 4 ; 

4) 1ln +e ; 5) интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫
+−

− ++

102

2
2 144xx

dx  
1) 22+ ; 2) ∞ ; 3) 21 e+ ; 4) 

3
10
π

; 

5) 
4 10
π

 . 

7. Вычислите: 
1

0
sin( )sin( )

2
x x dxπ
π∫  

1) π ; 2) 
4

3π
; 3) 3π −  ;4) 

4
π

; 5) 0  

8. Найти площадь фигуры ограниченную пара-
болой 22 xxy −= , и прямыми 1=x , 2=x  1) 16 ; 2)

5
2 ; 3) 40 ; 4) 

3
2 ; 5) 2 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Ох фигуры xey =  ограниченной 
линиями [ ]5;0∈x . 

1) 2π ; 2) 10π ; 3) 10( 1)
2

eπ
− ; 

4) 5( 1)
2

eπ
− ; 5) 

1
8
π . 

10. Вычислить длину дуги кривой 12 += xy , 
между прямыми 0=x  и 3=x . 

1) 53 ; 2) 3 ; 3) 
3
20 ; 4) 23− ; 

5) 21 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 13 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
8

1

)( dxxf , подстановка 3tx = . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫ +
3

2

35 dxe x  
1) )1(

3
1 35 ++ xe ; 2) )1(

2
1 3 −e ; 

3) )1(
3
1 6 −e ;4) )1(

3
3

11

−ee ; 5) )(
2
1 3e . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

1

0 1 x
dx  

1) 225 e+ ; 2) 2ln22− ; 3) 
2
5ln ;                

4) ∞ ; 5) 3ln2 + . 

4. Вычислите: 

∫
4

0
6

2

cos
sin

π

dx
x
x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

10
7  ;4) ∞ ; 5) 

15
8 . 

5. Вычислите: 

∫
2

0

sin

π

xdxx  

1)1; 2) 25 ; 3) π4 ; 4) 1ln +e ; 
5)интеграл не может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +−
+6

5
2 127

32 dx
xx

x  

1) 3ln92ln20 − ; 2) 4ln1− ; 3) 45 ; 

4)
3
2ln1ln + ; 5) 0  . 

7. Вычислите: 

∫
1

0

)
2

cos()
4

cos( dxxx ππ  
1) π2 ; 2) 2π ; 3) 

π3
24 ;4) 

π5
48 ; 5) 

3
4π . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕcos3=r , 
22
πϕπ

≤≤− . 
1) 134 ; 2) 

3
10π ; 3) 

4
9π ; 4) 

3
2π ; 5) 23. 

9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси ОХ фигуры 2
3

xy =  ограниченной 
линиями ]4;2[∈x . 

1) π15 ; 2) π130 ; 3) 
4

39π
; 4) π63 ; 5) 

π
8
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой 

)3(
3
1

−= xxy , между прямыми 0=x  и 

3=x . 

1) 2 ; 2) 32 ; 3)
7
20 ; 4) 23− ; 

5) 2 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 14 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
π

0

)( dxxf , подстановка tx
=

2
tg . 

1) ∫
−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫ +
1

0

4)13( dxx  
1) 1024 ; 2) ∞ ; 3) 

3
π ;4) )140(

2
1

− ; 

5) 
5

341 . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

8

0
31 x

dx  

1) 25 ; 2) 3ln8− ; 3) 3ln3 ; 4) 

4
5ln3+ ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
π

0

6sin xdx  
1) 

16
5π ; 2) 0 ; 3) π+25  ;4) ∞ ; 

5) 12 − . 
5. Вычислите: 

∫ +
1

0

)1ln( dxxx  
1) 616ln4 − ; 2) 

4
1 ; 3) 4 ; 4) 1ln +e ; 

5) интеграл не может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +
+2

1
2

2

)3(
2 dx

xx
xx  

1) 2 ; 2) 4ln1− ; 3) 21 e+ ; 4) 5ln
3
1 ; 

5) 20 . 

7. Вычислите: 

∫
− −

0

2
3

2

41
dx

x
x  

1) 33ln
12
1 ; 2) 

21
3 ; 3) 2ln16 ;4) 2ln ; 

5) 0 . 

8. Найти площадь фигуры ограниченную лини-
ей )cos1(2 ϕ−=r , πϕ 20 ≤≤  1) 

2
3π ; 2) 

2
3 ; 3) 0 ; 4) π6 ; 5) π . 

9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси ОХ фигуры 2
1
x

y =  ограниченной 

линиями ]4;2[ 33∈x . 

1) π ; 2) π2 ; 3) 
2
π ; 4) 

12
π ; 5) 

16
π . 

10. Вычислить длину дуги кривой заданной па-
раметрически tey t cos= , tex t sin= , ];0[ π∈t  1) πe+1 ; 2) π10 ; 3) πe

3
20 ; 4) π23− ; 

5) )1(2 −πe . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 15 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
−

2

1

)( dxxf , подстановка )1(
2
1

+= tx . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

∫ −

4

3 2 x
dx  

1)
2
1ln ; 2) 2ln ; 3) 

2
3ln ;4) 2ln2 ; 5) e . 

3. Вычислите: 

∫ −

310
1

0
31 x

dx  

1) 25 ; 2)
200
63

10
9ln3 − ; 3) 63ln3 ; 

4) 
200
63 ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
π

0

6cos xdx  
1)

2
π ; 2) 0 ; 3) 25+ π  ;4)∞ ; 5) 

5
16
π

. 

5. Вычислите: 

∫
1

0

arctgxdx  
1) 6 ; 2) eln16ln − ; 3)

1 ( ln 2)
2 2

π
− ; 

4) 1ln ; 5)интеграл не может быть вы-
числен. 

6. Вычислите: 

∫
− ++

0

2
2 126xx

dx  
1) 22+ ; 2) 36 ; 3) 1; 4) 

3
2ln1+ ; 

5)
3

18
π

. 

7. Вычислите  

dx
x

e x

∫
1

0

2

 

1) 2e ; 2) 53 −e ; 3) 12 −e ;4) e ; 
5) 0 . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕ2cos5=r , 
44
πϕπ

≤≤− . 
1) 

4
π

; 2) 
4
25 ; 3) 

3
2
π

; 4) 3π ; 5) 41. 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Ох фигуры 21 xy −=  ограни-
ченной линиями [ ]1;0∈x . 

1) 
2
3
π

; 2) π ; 3) ∞ ; 4) 312π ;  

5) 
3
eπ

. 

10. Вычислить длину дуги кривой заданной па-
раметрически ttty cossin −= , 

tttx sincos += , ];0[ π∈t . 
1) 

3
π

; 2) 2π ; 3) ln eπ ; 4) 
2

2
π

; 

5) 2π . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 16 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
2e

1

)( dxxf , подстановка tx =ln . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 
2

2
0 4

dx
x+

∫  
1)

3
1 ; 2)

1
2
π ; 3) 

2
1 ;4)

1 ( 1)
2
π − ; 5) 4 . 

3. Вычислите: 

∫
−

−
2

2

24 dxx  
1) 2e ; 2)

4
25ln9 − ; 3) 2π ; 4)∞ ; 5)3π . 

4. Вычислите: 

∫
4

0

3

π

xdxtg  

1)
2
2ln

2
1
+ ; 2) 0 ; 3) 225+ ; 

4) ln sin
4
π

; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫ −
1

0

2 dxx x  
1) 102ln4 + ; 2) )2ln1(

2ln2
1

2 − ; 3) e ; 

4) 1ln +e ; 5)интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +

1

0

4

1
dx

x
x  

1)3π ; 2) eln1+ ; 3) e+1 ; 4) 2ln
12
7
+− ; 

5)∞  . 

7. Вычислите  

dx
e

e
x

x

∫ +

1

0
2

2

1
 

1) )1ln( −e ; 2) 
2

1ln
2
1 2 +e ; 

3) 
2

ln
4
1 2e ;4) e ; 5) 3ln2 e . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
xy =3 , и прямыми 0=x , 8=x  

1) 10 ; 2)9 ; 3) 12 ; 4) 32 ; 5) 2π . 

9. Вычислите объем тела, образованного вра-
щением фигуры, ограниченной линиями 

xy 22 =  и 4=x . 

1) 12 2π + ; 2) ∞ , т.к. фигура не-
замкнутая; 3) 16π ;4) 48 ; 5) 0 . 

10. Вычислить длину дуги кривой ϕer = , 
πϕ 40 ≤≤ . 1) 42( 1)e π − ; 2) 22 ( )

2
e eπ − ; 

3) 
20
3

eπ ; 4) 3 2π − π ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 17 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫ =
−

aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫ +
3

0

3 )1( dxe
x

 

1) e ; 2) 2ln ; 3) e31+ ;4) 2ln2 ; 5) e3 . 

3. Вычислите: 

∫
− −

1

1 45 x
xdx  

1) 25 ; 2) 
6
1 ; 3) π ; 4) 

200
63 ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
4

4

3

π

π

xdxctg  

1) 0; 2) 
2
2ln

2
1
+ ; 3) 225+ ; 

4) 
4

sinln π ; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
3

1
2

ln dx
x

x  
1) eln3 ; 2) ∞ ; 3) 

3
2ln3+ ; 4) 

)3ln2(
3
1

− ; 5) интеграл не может 

быть вычислен. 
6. Вычислите: 

∫ +

2

1
2)1(xx

dx  
1) 

6
1

3
4ln − ; 2) 0 ; 3) e ; 4) 2ln

6
1
+ ; 

5) 3  . 

7. Вычислите  

dxee xx

∫
−+1

0 2
 

1) 1ch ; 2) )1(
2
1 2e− ; 

3) )(
2
1 11 −− ee ;4) e ; 5) 

2
1 . 

8. Найти площадь фигуры ограниченную лини-

ей ϕ3sin2=r , 
3

0 πϕ ≤≤  
1) 

2
π ; 2) 

3
π ; 3) 

4
π ; 4) π6 ; 5) 

8
π . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси ОХ фигуры 29 xy −=  ограни-
ченной линиями [ ]3;3−∈x . 

1) ∞ ; 2) π ; 3) π29 ; 4) 124 ; 5) π36 . 

10. Вычислить длину дуги кривой )ln(sin xy = , 

между прямыми 0=x  и 
2
π

=x . 
1) e2 ; 2) 0 ; 3) 10ln ; 4) 3ln

2
1 ; 

5) 
4
3ln

2
1 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 18 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что 0)( =∫
−

a

a

dxxf  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

 ∫
2

0

2cos

π

xdx  

1) 
3
1 ; 2) 1; 3) 

3
π ;4) 0 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

∫ −
2ln

0

1dxex  
1) 

2
2 π
− ; 2) 

6
1 ; 3) π ; 4) 

2
3π ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
2

6

4sin

π

π x
dx  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 225  ;4) 

4
ln π ; 

5) 
27

38
− . 

5. Вычислите: 

∫
3

0
2cos

π

dx
x

x  

1) 616ln −π ; 2) 2ln
3

3
−

π ; 3) 4 ; 

4) ∞ ; 5) интеграл не может быть вы-
числен. 

6. Вычислите: 

∫ +−
+4

3 )5)(2(
42 dx

xx
x  

1) 3 ; 2) 5ln ; 3) )
8
9ln62ln8(

7
1

+ ; 

4) )3ln
9
8(ln

7
1

− ; 5)π . 

7. Вычислите  

dx
e

e
x

x

∫
−1

0

4  

1) 212 ; 2) ∞ ; 3) )1(16 2 −e ; 
4) 143 −− e ; 5) 0 . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
синусоидой xy sin= , [ ]π;0∈x  1) 

2
π ; 2) 3 ; 3) 4 ; 4) π3 ; 5) 2 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси ОХ косинусоиды xy cos= , 

[ ]π;0∈x  

1)
2

2π ; 2) 
6
π ; 3)π ; 4) 310π ; 5)

3
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой ϕ2er = , 
πϕ 40 ≤≤ . 1) )1(

2
5 4 −πe ; 2) )(

2
2 ee −ππ ; 

3) 3

5
22 e ; 4) 22π ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 19 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫
−

−

=
a

a

a

a

dxxfdxxf )()(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫
+2

1
2

4 1 dx
x

x  
1)

3
1 ; 2)1; 3) 

6
17 ;4) 0 ; 5)∞ . 

3. Вычислите: 

∫ +

1

0

2

1
dx

x
x  

1) 
3

125 ; 2) 
6
1 ; 3) π ; 4) 

2
3 ; 5) 

16
15

. 

4. Вычислите: 

∫
3

0
4cos

π

x
dx  

1) 32 ; 2) 4 ; 3) 225  ;4)∞ ; 

5) 
27

38
− . 

5. Вычислите: 

∫
π

0

cos xdxx  
1)∞ ; 2) 4 ; 3) 2− ; 4)

2
5 ; 5)интеграл не 

может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫
− ++

1

1
2 52xx

dx  
1) 

8
π

; 2) 
4
π

; 3) 
3
2
π

; 4) 
5
12
π

; 5) π  . 

7. Вычислите  

∫
π

0

cos xdxex . 

1) 12 2π − π ; 2) 22 −e ; 3) 16π ; 

4) 
1 ( 1 )
2

eπ− − ; 5) 21 ( )
2

e eπ− . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕ3cos3=r , 
66
πϕπ

≤≤− . 
1) 

3
4
π

; 2)
5
4
π

; 3) 
3
2
π

; 4) 3π ; 

5) 41. 
9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси Ох фигуры 2
1

)(ln xy =  ограничен-
ной линиями ]4;2[ 33∈x . 

1) π ; 2) (2ln 2 1)π − ; 3) 
2ln

2 3
π

;  

4) 
12
π

; 5) 
3
16
π

. 

10. Вычислить длину дуги кривой 32 )1( += xy , 

между прямыми 
3
1

=x  и 
9

12
=x . 

1) 
3
20 ; 2) 23 ; 3)

26
1 ; 4) 223+ ; 

5) 
61
27

. 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 20 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫
−

−

−=
a

a

a

a

dxxfdxxf )()(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫
9

4 x
dx  

1) 
3
1 ; 2) 10 ; 3) 

6
17 ;4) 2 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

∫ +

1

0
2 1

dx
x

x  
1) 

2
32 + ; 2) 12 − ; 3) 

35
96 ; 4) 

2
3 ; 

5) 22 + . 
4. Вычислите: 

∫
4

0
8cos

π

x
dx  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

35
96  ;4) 

4
sinln π ; 

5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
1

0

arcsin xdx  
1) 1

2
−

π ; 2) ∞ ; 3) π ; 4) 4 ; 5) 23 −π . 

6. Вычислите: 

∫ +

2

1
2 2xx
dx  

1) 210 + ; 2) 2ln4 ; 3) 
2
5 ; 4) ∞ ; 

5) 
2
3ln

2
1 . 

7. Вычислите  

∫
π

0

5 sincos xdxx  

1) 212 +π ; 2) 0 ; 3) π16 ;4) 4 ; 5)3 . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
спиралью Архимеда ϕ3=r , πϕ 20 << . 1) 4 ; 2) π13 ; 3)π ; 4) 312π ; 5)

3
1 . 

9. Вычислите объем тела, образованного вра-
щением фигуры, ограниченной линиями 

3

1
x

y = , [ ]8;1∈x . 

1) 212 +π ; 2) ∞ , т.к. фигура незамк-
нутая; 3) π3 ;4) 22 ; 5) π5 . 

10. Вычислить длину дуги кривой 3ty = , 2tx = , 
]1,0[∈t . 1) )24(

27
20 3

2

− ; 2) )813(
27
1 2

3

− ; 3) ин-

теграл не может быть вычислен; 

4) )24(
27
20 3

2

− ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 21 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Если )(xF – какая либо первообразная функ-

ции )(xf , то чему равен интеграл ∫
b

a

dxxf )(  

1) )()( bFaF − ; 2) )()( aFbF − ; 
3) )(aF ; 4) )(bF ;5) )()( bFaF ± . 
 

2. Вычислите: 

 ∫
3

0

2 dxe x  
1) )1(

3
1 3 +xe ; 2) )1(

2
1 3 −xe ; 

3) )1(
3
1 6 −e ;4) )1(

2
1 6 −e ; 5) )(

2
1 3e . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

16

1 1
dx

x
x  

1) 225 e+ ; 2) 
4
25ln9 − ; 3) 

2
5ln ; 

4) ∞ ; 5) 
4
5ln3+ . 

4. Вычислите: 

∫
4

0
2cos

sin
π

dx
x

x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 225+  ; 

4) ln sin
4
π

; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
4

1

2 )ln( dxx  

1) 616ln4 − ; 2) 1ln16ln − ; 3) 4 ; 
4) 1ln +e ; 5) интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +

2

2
2

3

2
dx

x
x  

1) 22+ ; 2) 4ln1− ; 3) 21 e+ ; 

4) 
3
2ln1+ ; 5) 3.1428571π =  . 

7. Вычислите: 

∫ −
2

0

)
2

sin(5cos

π

π dxxx  

1) 3 ; 2) 0 ; 3) 49π  ;4) sin
4
π

; 

5) 2 2− π  

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 

графиком фнункции xy cos= , 



−∈

2
3;

2
ππx  

1)
2
π

; 2)
2
1 ; 3) 0 ; 4) 3π ; 5) 4 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Оx фигуры 2xy =  ограниченной 
линиями [ ]5;0∈x . 

1) 4π ; 2) 13π ; 3) 7π ; 4) 625π ; 

5) 
3
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой )1ln( += xy , 
между прямыми 0=x  и 3=x . 

1) 20 ; 2) 3π ; 3) 
3
20 ; 4) 23− ; 

5) 21 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 22 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
1

0

)( dxxf , подстановка tx sin= . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫
2

0

2sin

π

xdx  

1) 
3
1 ; 2) 1; 3) 

3
π

; 4) 0 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

 ∫
64

0
3

dx
x
x  

1) 72
7
6 ; 2) 9 ; 3) 82

6
7 ; 4) ∞ ;  

5) 
2

512 . 

4. Вычислите: 

∫
2

4

6

2

sin
cos

π

π

dx
x
x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

8
15

 ;4) ∞ ;  

5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫ −
2ln

0

dxxe x  
1) 

2
2ln1− ; 2) 1ln2ln − ; 3) 4 ; 

4) 1ln +e ; 5) интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫
+−

− ++

102

2
2 144xx

dx  
1) 22+ ; 2) ∞ ; 3) 21 e+ ; 4) 

3
10
π

; 

5) 
4 10
π

 . 

7. Вычислите: 
1

0
sin( )sin( )

2
x x dxπ
π∫  

1) π ; 2) 
4

3π
; 3) 3π −  ;4) 

4
π

; 5) 0  

8. Найти площадь фигуры ограниченную пара-
болой 22 xxy −= , и прямыми 1=x , 2=x  1) 16 ; 2)

5
2 ; 3) 40 ; 4) 

3
2 ; 5) 2 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси Ох фигуры xey =  ограниченной 
линиями [ ]5;0∈x . 

1) 2π ; 2) 10π ; 3) 10( 1)
2

eπ
− ; 

4) 5( 1)
2

eπ
− ; 5) 

1
8
π . 

10. Вычислить длину дуги кривой 12 += xy , 
между прямыми 0=x  и 3=x . 

1) 53 ; 2) 3 ; 3) 
3
20 ; 4) 23− ; 

5) 21 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 23 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
8

1

)( dxxf , подстановка 3tx = . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫ +
3

2

35 dxe x  
1) )1(

3
1 35 ++ xe ; 2) )1(

2
1 3 −e ; 

3) )1(
3
1 6 −e ;4) )1(

3
3

11

−ee ; 5) )(
2
1 3e . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

1

0 1 x
dx  

1) 225 e+ ; 2) 2ln22− ; 3) 
2
5ln ;                

4) ∞ ; 5) 3ln2 + . 

4. Вычислите: 

∫
4

0
6

2

cos
sin

π

dx
x
x  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

10
7  ;4) ∞ ; 5) 

15
8 . 

5. Вычислите: 

∫
2

0

sin

π

xdxx  

1)1; 2) 25 ; 3) π4 ; 4) 1ln +e ; 
5)интеграл не может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +−
+6

5
2 127

32 dx
xx

x  

1) 3ln92ln20 − ; 2) 4ln1− ; 3) 45 ; 

4)
3
2ln1ln + ; 5) 0  . 

7. Вычислите: 

∫
1

0

)
2

cos()
4

cos( dxxx ππ  
1) π2 ; 2) 2π ; 3) 

π3
24 ;4) 

π5
48 ; 5) 

3
4π . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕcos3=r , 
22
πϕπ

≤≤− . 
1) 134 ; 2) 

3
10π ; 3) 

4
9π ; 4) 

3
2π ; 5) 23. 

9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси ОХ фигуры 2
3

xy =  ограниченной 
линиями ]4;2[∈x . 

1) π15 ; 2) π130 ; 3) 
4

39π
; 4) π63 ; 5) 

π
8
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой 

)3(
3
1

−= xxy , между прямыми 0=x  и 

3=x . 

1) 2 ; 2) 32 ; 3)
7
20 ; 4) 23− ; 

5) 2 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 24 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
π

0

)( dxxf , подстановка tx
=

2
tg . 

1) ∫
−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

 ∫ +
1

0

4)13( dxx  
1) 1024 ; 2) ∞ ; 3) 

3
π ;4) )140(

2
1

− ; 

5) 
5

341 . 

3. Вычислите: 

 ∫ +

8

0
31 x

dx  

1) 25 ; 2) 3ln8− ; 3) 3ln3 ; 4) 

4
5ln3+ ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
π

0

6sin xdx  
1) 

16
5π ; 2) 0 ; 3) π+25  ;4) ∞ ; 

5) 12 − . 
5. Вычислите: 

∫ +
1

0

)1ln( dxxx  
1) 616ln4 − ; 2) 

4
1 ; 3) 4 ; 4) 1ln +e ; 

5) интеграл не может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +
+2

1
2

2

)3(
2 dx

xx
xx  

1) 2 ; 2) 4ln1− ; 3) 21 e+ ; 4) 5ln
3
1 ; 

5) 20 . 

7. Вычислите: 

∫
− −

0

2
3

2

41
dx

x
x  

1) 33ln
12
1 ; 2) 

21
3 ; 3) 2ln16 ;4) 2ln ; 

5) 0 . 

8. Найти площадь фигуры ограниченную лини-
ей )cos1(2 ϕ−=r , πϕ 20 ≤≤  1) 

2
3π ; 2) 

2
3 ; 3) 0 ; 4) π6 ; 5) π . 

9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси ОХ фигуры 2
1
x

y =  ограниченной 

линиями ]4;2[ 33∈x . 

1) π ; 2) π2 ; 3) 
2
π ; 4) 

12
π ; 5) 

16
π . 

10. Вычислить длину дуги кривой заданной па-
раметрически tey t cos= , tex t sin= , ];0[ π∈t  1) πe+1 ; 2) π10 ; 3) πe

3
20 ; 4) π23− ; 

5) )1(2 −πe . 



 

354 

Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 25 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
−

2

1

)( dxxf , подстановка )1(
2
1

+= tx . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 

∫ −

4

3 2 x
dx  

1)
2
1ln ; 2) 2ln ; 3) 

2
3ln ;4) 2ln2 ; 5) e . 

3. Вычислите: 

∫ −

310
1

0
31 x

dx  

1) 25 ; 2)
200
63

10
9ln3 − ; 3) 63ln3 ; 

4) 
200
63 ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
π

0

6cos xdx  
1)

2
π ; 2) 0 ; 3) π+25  ;4)∞ ; 5) 

16
5π . 

5. Вычислите: 

∫
1

0

arctgxdx  
1) 6 ; 2) eln16ln − ; 3) )2ln

2
(

2
1

−
π ; 

4) 1ln ; 5)интеграл не может быть вы-
числен. 

6. Вычислите: 

∫
− ++

0

2
2 126xx

dx  
1) 22+ ; 2) 36 ; 3) 1; 4) 

3
2ln1+ ; 

5)
9
π

− . 

7. Вычислите  

dx
x

e x

∫
1

0

2

 

1) 2e ; 2) 53 −e ; 3) 12 −e ;4) e ; 5) 0 . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕ2cos5=r , 
44
πϕπ

≤≤− . 
1) 

4
π ; 2) 

4
25 ; 3) 

2
3π ; 4) π3 ; 5) 41. 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси ОХ фигуры 21 xy −=  ограни-
ченной линиями [ ]1;0∈x . 

1) 
3

2π ; 2) π ; 3) ∞ ; 4) 312π ; 5) 
3
eπ . 

10. Вычислить длину дуги кривой заданной па-
раметрически ttty cossin −= , 

tttx sincos += , ];0[ π∈t  

1) 
3
π ; 2) π2 ; 3) πeln ; 4) 

2

2π ; 

5) π2 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 26 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Найдите новые пределы интегрирования 

∫
2e

1

)( dxxf , подстановка tx =ln . 
1) ∫

−

3

3

)( dttϕ ; 2) ∫
∞

0

)( dttϕ ; 3) ∫
2

1

)( dttϕ ; 

4) ∫
2

0

)(

π

ϕ dtt ;5) ∫
2

0

)( dttϕ . 

2. Вычислите: 
2

2
0 4

dx
x+

∫  
1)

3
1 ; 2)

1
2
π ; 3) 

2
1 ;4)

1 ( 1)
2
π − ; 5) 4 . 

3. Вычислите: 

∫
−

−
2

2

24 dxx  
1) 2e ; 2)

4
25ln9 − ; 3) 2π ; 4)∞ ; 5)3π . 

4. Вычислите: 

∫
4

0

3

π

xdxtg  

1)
2
2ln

2
1
+ ; 2) 0 ; 3) 225+ ; 

4) ln sin
4
π

; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫ −
1

0

2 dxx x  
1) 102ln4 + ; 2) )2ln1(

2ln2
1

2 − ; 3) e ; 

4) 1ln +e ; 5)интеграл не может быть 
вычислен. 

6. Вычислите: 

∫ +

1

0

4

1
dx

x
x  

1)3π ; 2) eln1+ ; 3) e+1 ; 4) 2ln
12
7
+− ; 

5)∞  . 

7. Вычислите  

dx
e

e
x

x

∫ +

1

0
2

2

1
 

1) )1ln( −e ; 2) 
2

1ln
2
1 2 +e ; 

3) 
2

ln
4
1 2e ;4) e ; 5) 3ln2 e . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
xy =3 , и прямыми 0=x , 8=x  

1) 10 ; 2)9 ; 3) 12 ; 4) 32 ; 5) 2π . 

9. Вычислите объем тела, образованного вра-
щением фигуры, ограниченной линиями 

xy 22 =  и 4=x . 

1) 12 2π + ; 2) ∞ , т.к. фигура не-
замкнутая; 3) 16π ;4) 48 ; 5) 0 . 

10. Вычислить длину дуги кривой ϕer = , 
πϕ 40 ≤≤ . 1) 42( 1)e π − ; 2) 22 ( )

2
e eπ − ; 

3) 
20
3

eπ ; 4) 3 2π − π ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 27 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫ =
−

aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫ +
3

0

3 )1( dxe
x

 

1) e ; 2) 2ln ; 3) e31+ ;4) 2ln2 ; 5) e3 . 

3. Вычислите: 

∫
− −

1

1 45 x
xdx  

1) 25 ; 2) 
6
1 ; 3) π ; 4) 

200
63 ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
4

4

3

π

π

xdxctg  

1) 0; 2) 
2
2ln

2
1
+ ; 3) 225+ ; 

4) 
4

sinln π ; 5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
3

1
2

ln dx
x

x  
1) eln3 ; 2) ∞ ; 3) 

3
2ln3+ ; 4) 

)3ln2(
3
1

− ; 5) интеграл не может 

быть вычислен. 
6. Вычислите: 

∫ +

2

1
2)1(xx

dx  
1) 

6
1

3
4ln − ; 2) 0 ; 3) e ; 4) 2ln

6
1
+ ; 

5) 3  . 

7. Вычислите  

dxee xx

∫
−+1

0 2
 

1) 1ch ; 2) )1(
2
1 2e− ; 

3) )(
2
1 11 −− ee ;4) e ; 5) 

2
1 . 

8. Найти площадь фигуры ограниченную лини-

ей ϕ3sin2=r , 
3

0 πϕ ≤≤  
1) 

2
π ; 2) 

3
π ; 3) 

4
π ; 4) π6 ; 5) 

8
π . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси ОХ фигуры 29 xy −=  ограни-
ченной линиями [ ]3;3−∈x . 

1) ∞ ; 2) π ; 3) π29 ; 4) 124 ; 5) π36 . 

10. Вычислить длину дуги кривой )ln(sin xy = , 

между прямыми 0=x  и 
2
π

=x . 
1) e2 ; 2) 0 ; 3) 10ln ; 4) 3ln

2
1 ; 

5) 
4
3ln

2
1 . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 28 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что 0)( =∫
−

a

a

dxxf  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

 ∫
2

0

2cos

π

xdx  

1) 
3
1 ; 2) 1; 3) 

3
π ;4) 0 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

∫ −
2ln

0

1dxex  
1) 

2
2 π
− ; 2) 

6
1 ; 3) π ; 4) 

2
3π ; 5) ∞ . 

4. Вычислите: 

∫
2

6

4sin

π

π x
dx  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 225  ;4) 

4
ln π ; 

5) 
27

38
− . 

5. Вычислите: 

∫
3

0
2cos

π

dx
x

x  

1) 616ln −π ; 2) 2ln
3

3
−

π ; 3) 4 ; 

4) ∞ ; 5) интеграл не может быть вы-
числен. 

6. Вычислите: 

∫ +−
+4

3 )5)(2(
42 dx

xx
x  

1) 3 ; 2) 5ln ; 3) )
8
9ln62ln8(

7
1

+ ; 

4) )3ln
9
8(ln

7
1

− ; 5)π . 

7. Вычислите  

dx
e

e
x

x

∫
−1

0

4  

1) 212 ; 2) ∞ ; 3) )1(16 2 −e ; 
4) 143 −− e ; 5) 0 . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
синусоидой xy sin= , [ ]π;0∈x  1) 

2
π ; 2) 3 ; 3) 4 ; 4) π3 ; 5) 2 . 

9. Вычислите объем полученный вращением 
вокруг оси ОХ косинусоиды xy cos= , 

[ ]π;0∈x  

1)
2

2π ; 2) 
6
π ; 3)π ; 4) 310π ; 5)

3
1 . 

10. Вычислить длину дуги кривой ϕ2er = , 
πϕ 40 ≤≤ . 1) )1(

2
5 4 −πe ; 2) )(

2
2 ee −ππ ; 

3) 3

5
22 e ; 4) 22π ; 5) ∞ . 

 



 

358 

Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 29 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫
−

−

=
a

a

a

a

dxxfdxxf )()(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫
+2

1
2

4 1 dx
x

x  
1)

3
1 ; 2)1; 3) 

6
17 ;4) 0 ; 5)∞ . 

3. Вычислите: 

∫ +

1

0

2

1
dx

x
x  

1) 
3

125 ; 2) 
6
1 ; 3) π ; 4) 

2
3 ; 5) 

16
15

. 

4. Вычислите: 

∫
3

0
4cos

π

x
dx  

1) 32 ; 2) 4 ; 3) 225  ;4)∞ ; 

5) 
27

38
− . 

5. Вычислите: 

∫
π

0

cos xdxx  
1)∞ ; 2) 4 ; 3) 2− ; 4)

2
5 ; 5)интеграл не 

может быть вычислен. 

6. Вычислите: 

∫
− ++

1

1
2 52xx

dx  
1) 

8
π

; 2) 
4
π

; 3) 
3
2
π

; 4) 
5
12
π

; 5) π  . 

7. Вычислите  

∫
π

0

cos xdxex . 

1) 12 2π − π ; 2) 22 −e ; 3) 16π ; 

4) 
1 ( 1 )
2

eπ− − ; 5) 21 ( )
2

e eπ− . 

8. Вычислите площадь сектора ограниченного 

кривой ϕ3cos3=r , 
66
πϕπ

≤≤− . 
1) 

3
4
π

; 2)
5
4
π

; 3) 
3
2
π

; 4) 3π ; 

5) 41. 
9. Вычислите объем полученный вращением 

вокруг оси Ох фигуры 2
1

)(ln xy =  ограничен-
ной линиями ]4;2[ 33∈x . 

1) π ; 2) (2ln 2 1)π − ; 3) 
2ln

2 3
π

;  

4) 
12
π

; 5) 
3
16
π

. 

10. Вычислить длину дуги кривой 32 )1( += xy , 

между прямыми 
3
1

=x  и 
9

12
=x . 

1) 
3
20 ; 2) 23 ; 3)

26
1 ; 4) 223+ ; 

5) 
61
27

. 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 

Вариант 30 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Верно ли, что ∫∫
−

−

−=
a

a

a

a

dxxfdxxf )()(  
1) верно; 2)не верно; 3) верно, если 

)(xf  четная; 4) верно, если )(xf  не 
четная;5) равенство не имеет смыс-
ла. 

2. Вычислите: 

∫
9

4 x
dx  

1) 
3
1 ; 2) 10 ; 3) 

6
17 ;4) 2 ; 5) ∞ . 

3. Вычислите: 

∫ +

1

0
2 1

dx
x

x  
1) 

2
32 + ; 2) 12 − ; 3) 

35
96 ; 4) 

2
3 ; 

5) 22 + . 
4. Вычислите: 

∫
4

0
8cos

π

x
dx  

1) 
2
3 ; 2) 0 ; 3) 

35
96  ;4) 

4
sinln π ; 

5) 12 − . 

5. Вычислите: 

∫
1

0

arcsin xdx  
1) 1

2
−

π ; 2) ∞ ; 3) π ; 4) 4 ; 5) 23 −π . 

6. Вычислите: 

∫ +

2

1
2 2xx
dx  

1) 210 + ; 2) 2ln4 ; 3) 
2
5 ; 4) ∞ ; 

5) 
2
3ln

2
1 . 

7. Вычислите  

∫
π

0

5 sincos xdxx  

1) 212 +π ; 2) 0 ; 3) π16 ;4) 4 ; 5)3 . 

8. Вычислите площадь фигуры ограниченную 
спиралью Архимеда ϕ3=r , πϕ 20 << . 1) 4 ; 2) π13 ; 3)π ; 4) 312π ; 5)

3
1 . 

9. Вычислите объем тела, образованного вра-
щением фигуры, ограниченной линиями 

3

1
x

y = , [ ]8;1∈x . 

1) 212 +π ; 2) ∞ , т.к. фигура незамк-
нутая; 3) π3 ;4) 22 ; 5) π5 . 

10. Вычислить длину дуги кривой 3ty = , 2tx = , 
]1,0[∈t . 1) )24(

27
20 3

2

− ; 2) )813(
27
1 2

3

− ; 3) ин-

теграл не может быть вычислен; 

4) )24(
27
20 3

2

− ; 5) ∞ . 
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Тест «Определенный интеграл. Приложение определенного интеграла» 
Ответы 

Вариант 
Задания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 2 4 2 5 1 4 2 5 4 4 
2 4 2 1 3 1 5 2 4 3 1 

3 3 4 2 5 1 1 3 3 4 2 

4 2 5 3 1 2 4 1 4 4 5 

5 1 1 2 5 3 5 3 2 1 4 

6 5 3 3 1 2 4 2 3 3 1 

7 1 5 2 2 4 1 3 2 5 4 

8 4 4 1 5 2 3 4 5 1 1 

9 2 3 5 1 3 1 4 1 2 5 

10 1 4 2 3 1 5 2 4 3 2 

11 2 4 2 5 1 4 2 5 4 4 

12 4 2 1 3 1 5 2 4 3 1 

13 3 4 2 5 1 1 3 3 4 2 

14 2 5 3 1 2 4 1 4 4 5 

15 1 1 2 5 3 5 3 2 1 4 

16 5 3 3 1 2 4 2 3 3 1 

17 3 5 2 2 4 1 3 2 5 4 

18 4 4 1 5 2 3 4 5 1 1 

19 2 3 5 1 3 1 4 1 2 5 

20 1 4 2 3 1 5 2 4 3 2 

21 2 4 2 5 1 4 2 5 4 4 

22 4 2 1 3 1 5 2 4 3 1 

23 3 4 2 5 1 1 3 3 4 2 

24 2 5 3 1 2 4 1 4 4 5 

25 1 1 2 5 3 5 3 2 1 4 

26 5 3 3 1 2 4 2 3 3 1 

27 3 5 2 2 4 1 3 2 5 4 

28 4 4 1 5 2 3 4 5 1 1 

29 2 3 5 1 3 1 4 1 2 5 

30 1 4 2 3 1 5 2 4 3 2 
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ТЕСТ «КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ» 

Вариант 1 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 0

( )dx x y dy+∫ ∫ . 
1) 2;   2) 3;    3) -2;   4) -3;   5) 4. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
2 4 2

0 2 2 2

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 1) -2;   2) -1;   3) -3;   4) 2;    5) 2

3
− . 

4. 
Вычислить интеграл 

2 2D

dxdy

x y+
∫∫ область D ог-

раниченна линиями: 2 2 9, 0, 0x y x x+ = = > . 

1) 3
2
π ; 2) 2

3
π ; 3) 3π  ;4) - 3π ; 5) 3,6. 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-
ниями: 2 , 1y x y= = . 1) 3

4
; 2) 2

3
; 3) - 2

3
; 4) 4

3
; 5) 5

2
. 

6. 
Вычислить интеграл 

1 2 3

0 0 0

dx dy xydz∫ ∫ ∫ . 1) 3
4

; 2) - 3
4

; 3) 3
2

; 4) -3; 5) 3. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz+ +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = . 

1) 1
8

− ; 2) 1
8

; 3) 1
4

; 4) – 1
4

; 5) 3
8

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
24 , 0, 5x y z z= − = = . 

1) 40
3

; 2) 40
3

− ; 3) 80
3

; 4) 3
80

; 5) 3
40

. 

9. Вычислить интеграл 2 2 2

V
x y z dxdydz+ +∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностями: 
2 24 , 0z x y z= − − = . 

1) 2
3
π ; 2) 4π ; 3) 3

2
π ; 4) 8π ; 5) 4− π . 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхностя-
ми 

2 2 2 225 , 16 , 0, 0z x y z x y x y= − − = − − ≥ ≥ , 

если плотность 
2 2 2

1( , , )x y z
x y z

γ =
+ +

. 

1) 4
9
π ; 2) 4

9
− π ; 3) 9π ; 4) 4π ; 5) 9

4
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 2 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 0

1 3

(3 )dx y dy
− −

−∫ ∫ . 1) 27;   2) 27
2

;    3) 9;   4) -9;   5) 6. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 1

0 2 1 2

( , ) ( , )
x

x x

dx f x y dy dx f x y dy+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , )f x y x y= + . 1) 6

5
;   2) - 6

5
;   3) 5

6
;   4)- 5

6
;    5) 3

2
. 

4. Вычислить интеграл 2 2

D
x y dxdy+∫∫ область D 

ограниченна линиями: 2 2 4.x y+ =  

1) 3
2
π ; 2) 16

3
π ; 3) 2π  ;4) 2

3
− π ; 

5) 16
3

− π . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
линиями: 2, 0, 0y x y x+ = = = . 1) 3

2
; 2) 2

3
; 3) -2; 4) 2; 5) 4. 

6. 
Вычислить интеграл 

2 4 3
2

0 0 0

dx dy z dz∫ ∫ ∫ . 
1) 27; 2) 47; 3) 72; 4) 74; 5) 57. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 2, 0x y x y z z+ = = = = = . 

1) 2
3

; 2) 3
2

; 3) 2
3

− ; 4) 4
3

; 5) 5
2

. 

8. Вычислить интеграл 
V

zdxdydz∫∫∫ , если область 

V ограничена поверхностями: 
2 2 1, 0, 2x y z z+ = = = . 

1) 3π ; 2) 3− π ; 3) 3
2
π ; 4) 2

3
π ; 5) 2π . 

9. 
Вычислить интеграл 

2 2 2V

dxdydz

x y z+ +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 29 , 0z x y z= − − − = . 

1) 9
2
π ; 2) 9π ; 3) 2π ; 4) 2

5
π ; 5) 2

9
π . 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхно-
стями 2, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = , если 
плотность ( , , )x y z x yγ = + . 

1) 3
4

− ; 2) 3
4

; 3) 2
3

; 4) 4
3

; 5) 20
3

. 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 3 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
4 3

2 0

( 5)dy x dx−∫ ∫ . 1) 22;   2) 21;    3) -21;   4) 22
5

; 

5) 6
7

. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 2 2 1

0 2 1 2 2

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= − . 1) 4;   2) 1

4
;   3) –4;   4) 3

4
;  5) 6

5
. 

4. 
Вычислить интеграл 2 2

D

dxdy
x y+

∫∫ область D ограни-

ченна линиями: 2 2 2 24, 16x y x y+ = + = . 

1) 2 ln 2π ;   2) ln 4 ;   3) 4π  ;    
4) 8 ln 2π ; 5) 4 ln 2− . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми: , 2 , 1y x y x x= = = . 1) 1;   2) –1;  3 ) 3

2
;   4) 2

3
;   5) 

1
2

. 

6. 
Вычислить интеграл 

1 3 3

0 0 0

dx dy yzdz∫ ∫ ∫ . 1) 45
2

;  2) 51
2

;  3) 40;  4) 81
4

;  

5) 91
2

. 

7. Вычислить интеграл ( 1)
V

x z dxdydz+ +∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2, 0, 2, 2, 0x z x y y z+ = = = − = = . 

1) 65
3

;  2) 44
3

; 3)  56
3

;  4) 65
2

;  

5) 43
2

. 

8. Вычислить интеграл 2

V
z dxdydz∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 2 2 4, 0, 1x z y y+ = = = . 

1) 4π ;  2) 2π ;  3) 2− π ;  4) 3π ; 
5) 5π . 

9. 
Вычислить интеграл 

( )32 2 2V

dxdydz

x y z+ +
∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 2 225 , 9 , 0, 0, 0z x y z x y z x y= − − = − − = ≥ ≥ . 

1) 5ln
3

π ;  2) 3ln
5

;  3) 3ln
2 5
π ;   

4) 5ln
3

; 5) 5ln
2 3
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
3, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = . 1) 2

9
; 2) 9

2
; 3) 9

2
− ; 4) 9; 5) 2. 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 4 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
2 2

1 1

( )dx x y dy−∫ ∫ . 
1) 1;   2) –1;    3) 2;   4) –2; 
5) 0. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 2

0 0 1 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , )f x y x y= − . 1) 3

2
;   2) – 3

2
;   3) – 2

3
;   4) 2

3
;  

5) 4
3

. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 29D

dxdy

x y− −
∫∫ область D огра-

ниченна линиями: 2 2 9, 0, 0x y y y+ = = > . 

1) 2π ;   2) 3;   3) 3π  ;    
4) 3− π ; 5) 2 . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми: 3, 0, 0y x y x+ = = = . 1) 9

2
;   2) 3

2
;  3) 2

3
;   4) 5

2
; 

5) 2
9

. 

6. 
Вычислить интеграл 

5 6 1
3

0 0 0

dx dy z dz∫ ∫ ∫ . 1) 5
2

;  2) 15
2

;  3) 5
2

− ;  4) 3
2

;  

5) 15. 
7. Вычислить интеграл ( 2)

V
y z dxdydz+ +∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
3, 1, 1, 0, 0y z x x y z+ = = − = = = . 

1) 9
4

;  2) 9; 3)  37;  4) 36;  

5) 42. 

8. Вычислить интеграл 2 2

V
x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 9, 2, 2x y z z+ = = − = . 

1) 36π ;  2) 72π ;  3) 72;  4) 36; 
5) 48π . 

9. 
Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21V

dxdydz

x y z− + +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 21 , 0z x y z= − − = . 

1) 2
3
π ;  2) 3

2
π ;  3) 4

3
π ;   

4) 5
2

; 5) 4
3

. 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 
2 2 2 24, 16, 4, 0x y x y z z+ = + = = = , если плот-

ность 2( , , )x y z xγ = . 

1) 2π ; 2) 300π ; 3) 24π ; 4) 200π ; 
5) 240π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 5 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 2

( 1)dx x dy
−

+∫ ∫ . 1) 6
5

;   2) 5
6

;    3) 5;   4) 6; 

5) 3. 
2. Изменить порядок интегрирования: 

2 32 3

0 0 2 0

( , ) ( , )
y y

dy f x y dx dy f x y dx
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= + . 1) 4

3
;   2) 25

3
;   3) 3

4
;   4) 3;  5) 4. 

4. Вычислить интеграл 2 225
D

x y dxdy− −∫∫ об-

ласть D ограниченна линиями: 
2 2 16, 0, 0x y x x+ = = < . 

1) 98
3
π ;   2) 3

98
π ;   3) 3π  ;    

4) 98π ; 5) 48π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
линиями: , , ,x a x b y c y d= = = = , если по-
верхностная плотность ( , )x y yγ = . 

1) 
2( )( )

2
d cb a −

− ;  2) 
2 2

( )
2

d cb a −
− ; 

3) 
2 2

2 2( )
2

d cb a −
− ;  4) ( )

2
d cb a −

− ; 

5) 2 2( )
2

d cb a −
− . 

6. 
Вычислить интеграл 

2 2 2

0 0 0

dx dy xyzdz∫ ∫ ∫ . 
1) 16;   2) 4;   3) 8;   4) 9;   5) 27. 

7. Вычислить интеграл ( 1)
V

x y dxdydz− +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0, 1x y x y z z− = = = = = . 

1) 5
6

;  2) 6
5

− ;   3) 6
5

;  4) 6;  

5) – 5
6

. 

8. 
Вычислить интеграл 

2 29V

dxdydz

x y− −
∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 4, 1, 1x y z z+ = = − = . 

1) 4π ;  2) 12π ;  3) 4 3π ;   
4) 4 (3 5)π − ;  5) 4 ( 3 5)π − . 

9. Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21
V

x y z dxdydz− + +∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностью: 2 2 2 1x y z+ + = . 

1) 8
9
π ;  2) 9

8
π ;  3) 9π ;   

4) 4
9
π ; 5) 8π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2, 1, 0x y z x y z+ = + = = . 

1) 
3
π ; 2) 4

3
π ; 3) 

2
π ; 4) 5

3
π ; 5) 3

2
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 6 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 1

2 2

1 1

( )dy x y dx
− −

+∫ ∫ . 1) 8
3

;   2) 8
3

− ;    3) 9
2

;   4) 4
3

; 

5) 3
2

. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 0

2 0 1 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− + −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= + . 

1) 1;   2) –1;   3) 0;   4) 2;  5) –2. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 225D

dxdy

x y− −
∫∫ область 

D ограниченна кривыми: 
2 2 2 216, 9x y x y+ = + = . 

1) 2− π ;   2) 3π ;   3) 3
2
π  ;    

4) 2π ; 5) 2
3
π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
кривой 2 2 9x y+ = , если поверхностная плот-
ность 2( , )x y xγ = . 

1) 81
2
π ;  2) 41

2
π ;  3) 81

4
π ;  4) 41

4
π ; 

5) 51
4
π . 

6. 
Вычислить интеграл 

3 4 2

0 0 0

dx dy xzdz∫ ∫ ∫ . 
1) 36;   2) 72;   3) 54;   4) 38;   5) 64. 

7. Вычислить интеграл (1 )
V

x y dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2, 0, 0, 3, 3x y x y z z+ = = = = − = . 

1) 4;  2) –4;   3) –2;  4) 2;   5) –6. 

8. 
Вычислить интеграл 

2 24V

dxdydz

x y+ +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 2 5, 4, 4x y z z+ = = − = . 

1) 8π ;  2) 6π ;  3) 12π ;  4) 18π ;  5) 16π . 

9. Вычислить интеграл 

( )3 22 2 29
V

x y z dxdydz+ + +∫∫∫ , если область 

V ограничена поверхностью: 2 2 2 4x y z+ + = . 

1) 4
9
π ;  2) 3 29 (27 17)

4
π − ;  

3) ( )9 17 27
4
π

− ;  4) 3 24 (17 27)
9
π − ;  

5) 17
4
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 2 24,x y z x y z+ + = = + (внутри 
конуса). 

1) 8 (2 2)
3
π

− ; 2) 16 (2 2)
3
π

− ;  

3) 8 (3 3)
3
π

− ; 4) 16 ( 2 2)
3
π

− ;  

5) 8 (3 3)π − . 
 



 

367 

Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 7 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 0

dx xydy∫ ∫ . 
1) –1;   2) 3;    3) 1;   4) 0;  5) 2. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2

0 2 1 2

( , ) ( , )
y y

y

dy f x y dx dy f x y dx
− −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 

1) 0;   2) 1;   3) –1;   4) 2;  5) –2. 

4. Вычислить интеграл 2 2(4 )
D

x y dxdy− −∫∫ об-

ласть D ограниченна линиями: 
2 2 4, 0, 0x y y y+ = = > . 

1) 2π ;   2) 4π ;   3) 2− π  ;   4) 4− π ; 
5) 3π . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
кривыми: 2 2 2 29, 16x y x y+ = + = . 

1) 5π ;  2) 4π ;  3) 6π ;  4) 3π ;  5) 7π . 

6. 
Вычислить интеграл 

3 1 2
2

0 0 0

dx dy y zdz∫ ∫ ∫ . 
1) –2;   2) 0;   3) 1;   4) 2;   5) 3. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz− +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0x y z x y z− + = = = = . 

1) 1
8

− ;  2) 1
8

;   3) 1
4

− ;  4) 1
4

;   5) 1
16

. 

8. Вычислить интеграл 2 2( )
V

x y dxdydz−∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 2 4, , 0, 0, 5x y x y y z z+ = = = = = . 

1) 20π ;  2) 20;  3) 40;  4) 40π ;  5) 60. 

9. 
Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21V

dxdydz

x y z+ + +
∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностью: 
2 2 2 1x y z+ + = . 

1) 4
3
π ;  2) 3 ln 2

4
;  3) 4 ln 2

3
π ;   

4) 16 ln 2
3
π ;   5) 16 ln 2

3
. 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхно-
стями 2 24 , 0z x y z− = + = , если плотность 

2 2( , , )x y z x yγ = + . 

1) 64
5
π ; 2) 64

15
π ; 3) 128

5
π ; 4) 128

15
π ;  

5) 72
15
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 8 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
2 0

2

0 3

dx xy dy
−

∫ ∫ . 1) 17
5

;   2) 18;    3) 5
2

;   4) 12;  5) 17. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
2 3 2 2 2

0 0 2 3 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= − . 1) 4;   2) 2

27
;   3) 27;   4) 4

27
;  5) 2

57
. 

4. 
Вычислить интеграл 2 225D

dxdy
x y− −

∫∫ область D 

ограниченна кривыми: 2 2 2 21, 9x y x y+ = + = . 

1) ln 2 ;   2) ln 2π ;   3) 3ln
2

 ;   4) 2ln
3

π ; 

5) 3ln
2

π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
линиями: 2, 0, 0x y x y− = = = , если поверх-
ностная плотность ( , )x y xyγ = . 

1) 2
3

;  2) 3;  3) 2;  4) 3
2

;  5) 5. 

6. 
Вычислить интеграл 

3 2 6
3

0 0 0

dx dy y dz∫ ∫ ∫ . 
1) 36;   2) 54;   3) 72;   4) 64;   5) 32. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2, 0, 0, 0x y z x y z− − = = = = . 

1) 2
3

;  2) 3
2

;   3) 2;  4) 3;   5) 4. 

8. Вычислить интеграл 2 29
V

x y dxdydz− −∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностями: 
2 2 4, 0, 2x y z z+ = = = . 

1) 2 (27 5)
3
π

− ;  2) 2
3
π ;  3) 4 ( 5 9)

3
π

− ;  

4) 3 24 (27 5 )
3
π

− ;  5) 5 (27 7)
6
π

− . 

9. Вычислить интеграл 
2 2 21

V
x y z dxdydz + + + 

 ∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 
2 24 , 0, 0, 0z x y z x y= − − = ≥ ≥ . 

1) 10
3

;  2) 9
2
π ;  3) 2

3
π ;   

4) 3
2

;   5) 10
3
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 216, 4x y z x y+ + = + =  (внутри 
цилиндра). 

1) 32 (8 3 3)
3
π

− ; 2) 52
3
π ;  

3) 3 216 (8 3 )
3
π

− ; 4) 26
3
π ;  

5) 3 28 (3 8)
3

− . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 9 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
3 4

2 3

( )dy x y dx−∫ ∫ . 1) 1
2

;   2) 3
2

;    3) 2;   4) 1;  5) 0. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 0 1 0

0 1 2 1

( , ) ( , )
y y

dy f x y dx dy f x y dx
− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 1) 1

3
;   2) 1

6
− ;   3) 1

3
− ;   4) 2

3
;  5) 1

6
. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 2 9D

dxdy

x y+ −
∫∫ область D 

ограниченна кривыми: 
2 216 , 25x y x y= − = − . 

1) 2 ( 7 8)π − ;   2) 16π ;   3) (8 7)π −  ;  
4) 2 7π ; 5) (4 7)π − . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
кривыми: 2 2 2 21, 4, 0, 0x y x y x y+ = + = ≥ ≥ , 
если поверхностная плотность ( , )x y xγ = . 

1) 4
3

;  2) 3
4

;  3) 7
3

;  4) 2
3

;  5) 7
4

. 

6. 
Вычислить интеграл 

3 3 3
2 2

0 0 0

dx dy x y dz∫ ∫ ∫ . 
1) 243;   2) 443;   3) 125;   4) 349;  5) 
228. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz+ −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
3, 0, 0, 0x y z x y z+ − = = = = . 

1) 41
8

;  2) 41
8

− ;   3) 21
4

;  4) 81
8

− ;  

5) 81
8

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz−∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
216 , 0, 2, 2y x y z z= − = = − = . 

1) 512
3

;  2) 256
3

− ;  3) 512
3

− ;  4) 256
3

; 

5) 624
5

. 

9. 
Вычислить интеграл 2 2 2

V

dxdydz
x y z+ +

∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 2 4, 0, 0, 0x y z x y z+ + = ≥ ≥ ≥ . 

1) 2π ;  2) π ;  3) 3
2
π ;  4) 2

3
π ;   5) 0. 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 , 4x y z z+ = = . 

1) 2π ;   2) 4π ;   3) 6π ;   4) 7π ;   5) 8π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 10 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 3

2 2

( 1)dx x y dy
−

+ −∫ ∫ . 
1) 0;   2) 1;    3) 5;   4) 2;  5) 3. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
22 3 1

0 3 2 3

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 2f x y y= + . 1) 11

6
;   2) 11

3
;   3) 6

11
;   4) 5

6
;  5) 7

5
. 

4. Вычислить интеграл 2 2 4
D

x y dxdy+ −∫∫ об-

ласть D ограниченна кривыми: 
2 2 2 216, 9, 0x y x y y+ = + = ≥ . 

1) 4 12π ;   2) ( )3 2 3 212 5π − ;    

3) ( )5 12
3
π

−  ;   4) ( )3 2 3 212 5
3
π

− ; 

5) 4 5π . 
5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями: 2 , 1, 0y x x y= = = . 1) 2
3

;  2) 1
3

;  3) 3
2

;  4) 1
2

;  5) 1
6

. 

6. 
Вычислить интеграл 

9 2 1

0 0 0

dx dy xyzdz∫ ∫ ∫ . 1) 41
2

;   2) 51
2

;   3) 91
3

;   4) 61
2

;   5) 81
2

. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

y x z dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
4, 0, 0, 0y z x x y z− − = = = = . 

1) 416
3

;  2) 314
3

;   3) 416
3

− ;  4) 314
3

− ;   

5) 214
3

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

z x dxdydz+∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
24 , 3, 0x z y y= − = = . 

1) 16;  2) 8;  3) –8;  4) 32;  5) –16. 

9. Вычислить интеграл 

( )2 2 24
V

x y z dxdydz+ + +∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 
2 24 , 0z x y z= − − = . 

1) 256
15

π ;  2) 256
5
π ;  3) 512

3
π ;   

4) 512
15

π ;   5) 482
5

π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 22,x y z x y z+ + = + =  (внутри 
параболоида). 

1) (4 2 7)
3
π

− ; 2) 4 2
3
π ;  

3) (8 2 7)
6
π

− ; 4) (7 4 2)
6
π

− ;  

5) (4 2 5)
3
π

− . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 11 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 0

( )dx x y dy+∫ ∫ . 
1) 2;   2) 3;    3) -2;   4) -3;   5) 4. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
2 4 2

0 2 2 2

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 1) -2;   2) -1;   3) -3;   4) 2;    5) 2

3
− . 

4. 
Вычислить интеграл 

2 2D

dxdy

x y+
∫∫ область D ог-

раниченна линиями: 2 2 9, 0, 0x y x x+ = = > . 

1) 3
2
π ; 2) 2

3
π ; 3) 3π  ;4) - 3π ; 5) 3,6. 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-
ниями: 2 , 1y x y= = . 1) 3

4
; 2) 2

3
; 3) - 2

3
; 4) 4

3
; 5) 5

2
. 

6. 
Вычислить интеграл 

1 2 3

0 0 0

dx dy xydz∫ ∫ ∫ . 1) 3
4

; 2) - 3
4

; 3) 3
2

; 4) -3; 5) 3. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz+ +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = . 

1) 1
8

− ; 2) 1
8

; 3) 1
4

; 4) – 1
4

; 5) 3
8

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
24 , 0, 5x y z z= − = = . 

1) 40
3

; 2) 40
3

− ; 3) 80
3

; 4) 3
80

; 5) 3
40

. 

9. Вычислить интеграл 2 2 2

V
x y z dxdydz+ +∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностями: 
2 24 , 0z x y z= − − = . 

1) 2
3
π ; 2) 4π ; 3) 3

2
π ; 4) 8π ; 5) 4− π . 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхностя-
ми 

2 2 2 225 , 16 , 0, 0z x y z x y x y= − − = − − ≥ ≥ , 

если плотность 
2 2 2

1( , , )x y z
x y z

γ =
+ +

. 

1) 4
9
π ; 2) 4

9
− π ; 3) 9π ; 4) 4π ; 5) 9

4
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 12 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 0

1 3

(3 )dx y dy
− −

−∫ ∫ . 1) 27;   2) 27
2

;    3) 9;   4) -9;   5) 6. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 1

0 2 1 2

( , ) ( , )
x

x x

dx f x y dy dx f x y dy+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , )f x y x y= + . 1) 6

5
;   2) - 6

5
;   3) 5

6
;   4)- 5

6
;    5) 3

2
. 

4. Вычислить интеграл 2 2

D
x y dxdy+∫∫ область D 

ограниченна линиями: 2 2 4.x y+ =  

1) 3
2
π ; 2) 16

3
π ; 3) 2π  ;4) 2

3
− π ; 

5) 16
3

− π . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
линиями: 2, 0, 0y x y x+ = = = . 1) 3

2
; 2) 2

3
; 3) -2; 4) 2; 5) 4. 

6. 
Вычислить интеграл 

2 4 3
2

0 0 0

dx dy z dz∫ ∫ ∫ . 
1) 27; 2) 47; 3) 72; 4) 74; 5) 57. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 2, 0x y x y z z+ = = = = = . 

1) 2
3

; 2) 3
2

; 3) 2
3

− ; 4) 4
3

; 5) 5
2

. 

8. Вычислить интеграл 
V

zdxdydz∫∫∫ , если область 

V ограничена поверхностями: 
2 2 1, 0, 2x y z z+ = = = . 

1) 3π ; 2) 3− π ; 3) 3
2
π ; 4) 2

3
π ; 5) 2π . 

9. 
Вычислить интеграл 

2 2 2V

dxdydz

x y z+ +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 29 , 0z x y z= − − − = . 

1) 9
2
π ; 2) 9π ; 3) 2π ; 4) 2

5
π ; 5) 2

9
π . 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхно-
стями 2, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = , если 
плотность ( , , )x y z x yγ = + . 

1) 3
4

− ; 2) 3
4

; 3) 2
3

; 4) 4
3

; 5) 20
3

. 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 13 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
4 3

2 0

( 5)dy x dx−∫ ∫ . 1) 22;   2) 21;    3) -21;   4) 22
5

; 

5) 6
7

. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 2 2 1

0 2 1 2 2

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= − . 1) 4;   2) 1

4
;   3) –4;   4) 3

4
;  5) 6

5
. 

4. 
Вычислить интеграл 2 2

D

dxdy
x y+

∫∫ область D ограни-

ченна линиями: 2 2 2 24, 16x y x y+ = + = . 

1) 2 ln 2π ;   2) ln 4 ;   3) 4π  ;    
4) 8 ln 2π ; 5) 4 ln 2− . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми: , 2 , 1y x y x x= = = . 1) 1;   2) –1;  3 ) 3

2
;   4) 2

3
;   5) 

1
2

. 

6. 
Вычислить интеграл 

1 3 3

0 0 0

dx dy yzdz∫ ∫ ∫ . 1) 45
2

;  2) 51
2

;  3) 40;  4) 81
4

;  

5) 91
2

. 

7. Вычислить интеграл ( 1)
V

x z dxdydz+ +∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2, 0, 2, 2, 0x z x y y z+ = = = − = = . 

1) 65
3

;  2) 44
3

; 3)  56
3

;  4) 65
2

;  

5) 43
2

. 

8. Вычислить интеграл 2

V
z dxdydz∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 2 2 4, 0, 1x z y y+ = = = . 

1) 4π ;  2) 2π ;  3) 2− π ;  4) 3π ; 
5) 5π . 

9. 
Вычислить интеграл 

( )32 2 2V

dxdydz

x y z+ +
∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 2 225 , 9 , 0, 0, 0z x y z x y z x y= − − = − − = ≥ ≥ . 

1) 5ln
3

π ;  2) 3ln
5

;  3) 3ln
2 5
π ;   

4) 5ln
3

; 5) 5ln
2 3
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
3, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = . 1) 2

9
; 2) 9

2
; 3) 9

2
− ; 4) 9; 5) 2. 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 14 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
2 2

1 1

( )dx x y dy−∫ ∫ . 
1) 1;   2) –1;    3) 2;   4) –2; 
5) 0. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 2

0 0 1 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , )f x y x y= − . 1) 3

2
;   2) – 3

2
;   3) – 2

3
;   4) 2

3
;  

5) 4
3

. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 29D

dxdy

x y− −
∫∫ область D огра-

ниченна линиями: 2 2 9, 0, 0x y y y+ = = > . 

1) 2π ;   2) 3;   3) 3π  ;    
4) 3− π ; 5) 2 . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми: 3, 0, 0y x y x+ = = = . 1) 9

2
;   2) 3

2
;  3) 2

3
;   4) 5

2
; 

5) 2
9

. 

6. 
Вычислить интеграл 

5 6 1
3

0 0 0

dx dy z dz∫ ∫ ∫ . 1) 5
2

;  2) 15
2

;  3) 5
2

− ;  4) 3
2

;  

5) 15. 
7. Вычислить интеграл ( 2)

V
y z dxdydz+ +∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
3, 1, 1, 0, 0y z x x y z+ = = − = = = . 

1) 9
4

;  2) 9; 3)  37;  4) 36;  

5) 42. 

8. Вычислить интеграл 2 2

V
x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 9, 2, 2x y z z+ = = − = . 

1) 36π ;  2) 72π ;  3) 72;  4) 36; 
5) 48π . 

9. 
Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21V

dxdydz

x y z− + +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 21 , 0z x y z= − − = . 

1) 2
3
π ;  2) 3

2
π ;  3) 4

3
π ;   

4) 5
2

; 5) 4
3

. 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 
2 2 2 24, 16, 4, 0x y x y z z+ = + = = = , если плот-

ность 2( , , )x y z xγ = . 

1) 2π ; 2) 300π ; 3) 24π ; 4) 200π ; 
5) 240π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 15 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 2

( 1)dx x dy
−

+∫ ∫ . 1) 6
5

;   2) 5
6

;    3) 5;   4) 6; 

5) 3. 
2. Изменить порядок интегрирования: 

2 32 3

0 0 2 0

( , ) ( , )
y y

dy f x y dx dy f x y dx
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= + . 1) 4

3
;   2) 25

3
;   3) 3

4
;   4) 3;  5) 4. 

4. Вычислить интеграл 2 225
D

x y dxdy− −∫∫ об-

ласть D ограниченна линиями: 
2 2 16, 0, 0x y x x+ = = < . 

1) 98
3
π ;   2) 3

98
π ;   3) 3π  ;    

4) 98π ; 5) 48π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
линиями: , , ,x a x b y c y d= = = = , если по-
верхностная плотность ( , )x y yγ = . 

1) 
2( )( )

2
d cb a −

− ;  2) 
2 2

( )
2

d cb a −
− ; 

3) 
2 2

2 2( )
2

d cb a −
− ;  4) ( )

2
d cb a −

− ; 

5) 2 2( )
2

d cb a −
− . 

6. 
Вычислить интеграл 

2 2 2

0 0 0

dx dy xyzdz∫ ∫ ∫ . 
1) 16;   2) 4;   3) 8;   4) 9;   5) 27. 

7. Вычислить интеграл ( 1)
V

x y dxdydz− +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0, 1x y x y z z− = = = = = . 

1) 5
6

;  2) 6
5

− ;   3) 6
5

;  4) 6;  

5) – 5
6

. 

8. 
Вычислить интеграл 

2 29V

dxdydz

x y− −
∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 4, 1, 1x y z z+ = = − = . 

1) 4π ;  2) 12π ;  3) 4 3π ;   
4) 4 (3 5)π − ;  5) 4 ( 3 5)π − . 

9. Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21
V

x y z dxdydz− + +∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностью: 2 2 2 1x y z+ + = . 

1) 8
9
π ;  2) 9

8
π ;  3) 9π ;   

4) 4
9
π ; 5) 8π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2, 1, 0x y z x y z+ = + = = . 

1) 
3
π ; 2) 4

3
π ; 3) 

2
π ; 4) 5

3
π ; 5) 3

2
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 16 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 1

2 2

1 1

( )dy x y dx
− −

+∫ ∫ . 1) 8
3

;   2) 8
3

− ;    3) 9
2

;   4) 4
3

; 

5) 3
2

. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 0

2 0 1 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− + −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= + . 

1) 1;   2) –1;   3) 0;   4) 2;  5) –2. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 225D

dxdy

x y− −
∫∫ область 

D ограниченна кривыми: 
2 2 2 216, 9x y x y+ = + = . 

1) 2− π ;   2) 3π ;   3) 3
2
π  ;    

4) 2π ; 5) 2
3
π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
кривой 2 2 9x y+ = , если поверхностная плот-
ность 2( , )x y xγ = . 

1) 81
2
π ;  2) 41

2
π ;  3) 81

4
π ;  4) 41

4
π ; 

5) 51
4
π . 

6. 
Вычислить интеграл 

3 4 2

0 0 0

dx dy xzdz∫ ∫ ∫ . 
1) 36;   2) 72;   3) 54;   4) 38;   5) 64. 

7. Вычислить интеграл (1 )
V

x y dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2, 0, 0, 3, 3x y x y z z+ = = = = − = . 

1) 4;  2) –4;   3) –2;  4) 2;   5) –6. 

8. 
Вычислить интеграл 

2 24V

dxdydz

x y+ +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 2 5, 4, 4x y z z+ = = − = . 

1) 8π ;  2) 6π ;  3) 12π ;  4) 18π ;  5) 16π . 

9. Вычислить интеграл 

( )3 22 2 29
V

x y z dxdydz+ + +∫∫∫ , если область 

V ограничена поверхностью: 2 2 2 4x y z+ + = . 

1) 4
9
π ;  2) 3 29 (27 17)

4
π − ;  

3) ( )9 17 27
4
π

− ;  4) 3 24 (17 27)
9
π − ;  

5) 17
4
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 2 24,x y z x y z+ + = = + (внутри 
конуса). 

1) 8 (2 2)
3
π

− ; 2) 16 (2 2)
3
π

− ;  

3) 8 (3 3)
3
π

− ; 4) 16 ( 2 2)
3
π

− ;  

5) 8 (3 3)π − . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 17 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 0

dx xydy∫ ∫ . 
1) –1;   2) 3;    3) 1;   4) 0;  5) 2. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2

0 2 1 2

( , ) ( , )
y y

y

dy f x y dx dy f x y dx
− −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 

1) 0;   2) 1;   3) –1;   4) 2;  5) –2. 

4. Вычислить интеграл 2 2(4 )
D

x y dxdy− −∫∫ об-

ласть D ограниченна линиями: 
2 2 4, 0, 0x y y y+ = = > . 

1) 2π ;   2) 4π ;   3) 2− π  ;   4) 4− π ; 
5) 3π . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
кривыми: 2 2 2 29, 16x y x y+ = + = . 

1) 5π ;  2) 4π ;  3) 6π ;  4) 3π ;  5) 7π . 

6. 
Вычислить интеграл 

3 1 2
2

0 0 0

dx dy y zdz∫ ∫ ∫ . 
1) –2;   2) 0;   3) 1;   4) 2;   5) 3. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz− +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0x y z x y z− + = = = = . 

1) 1
8

− ;  2) 1
8

;   3) 1
4

− ;  4) 1
4

;   5) 1
16

. 

8. Вычислить интеграл 2 2( )
V

x y dxdydz−∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 2 4, , 0, 0, 5x y x y y z z+ = = = = = . 

1) 20π ;  2) 20;  3) 40;  4) 40π ;  5) 60. 

9. 
Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21V

dxdydz

x y z+ + +
∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностью: 
2 2 2 1x y z+ + = . 

1) 4
3
π ;  2) 3 ln 2

4
;  3) 4 ln 2

3
π ;   

4) 16 ln 2
3
π ;   5) 16 ln 2

3
. 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхно-
стями 2 24 , 0z x y z− = + = , если плотность 

2 2( , , )x y z x yγ = + . 

1) 64
5
π ; 2) 64

15
π ; 3) 128

5
π ; 4) 128

15
π ;  

5) 72
15
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 18 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
2 0

2

0 3

dx xy dy
−

∫ ∫ . 1) 17
5

;   2) 18;    3) 5
2

;   4) 12;  5) 17. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
2 3 2 2 2

0 0 2 3 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= − . 1) 4;   2) 2

27
;   3) 27;   4) 4

27
;  5) 2

57
. 

4. 
Вычислить интеграл 2 225D

dxdy
x y− −

∫∫ область D 

ограниченна кривыми: 2 2 2 21, 9x y x y+ = + = . 

1) ln 2 ;   2) ln 2π ;   3) 3ln
2

 ;   4) 2ln
3

π ; 

5) 3ln
2

π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
линиями: 2, 0, 0x y x y− = = = , если поверх-
ностная плотность ( , )x y xyγ = . 

1) 2
3

;  2) 3;  3) 2;  4) 3
2

;  5) 5. 

6. 
Вычислить интеграл 

3 2 6
3

0 0 0

dx dy y dz∫ ∫ ∫ . 
1) 36;   2) 54;   3) 72;   4) 64;   5) 32. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2, 0, 0, 0x y z x y z− − = = = = . 

1) 2
3

;  2) 3
2

;   3) 2;  4) 3;   5) 4. 

8. Вычислить интеграл 2 29
V

x y dxdydz− −∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностями: 
2 2 4, 0, 2x y z z+ = = = . 

1) 2 (27 5)
3
π

− ;  2) 2
3
π ;  3) 4 ( 5 9)

3
π

− ;  

4) 3 24 (27 5 )
3
π

− ;  5) 5 (27 7)
6
π

− . 

9. Вычислить интеграл 
2 2 21

V
x y z dxdydz + + + 

 ∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 
2 24 , 0, 0, 0z x y z x y= − − = ≥ ≥ . 

1) 10
3

;  2) 9
2
π ;  3) 2

3
π ;   

4) 3
2

;   5) 10
3
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 216, 4x y z x y+ + = + =  (внутри 
цилиндра). 

1) 32 (8 3 3)
3
π

− ; 2) 52
3
π ;  

3) 3 216 (8 3 )
3
π

− ; 4) 26
3
π ;  

5) 3 28 (3 8)
3

− . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 19 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
3 4

2 3

( )dy x y dx−∫ ∫ . 1) 1
2

;   2) 3
2

;    3) 2;   4) 1;  5) 0. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 0 1 0

0 1 2 1

( , ) ( , )
y y

dy f x y dx dy f x y dx
− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 1) 1

3
;   2) 1

6
− ;   3) 1

3
− ;   4) 2

3
;  5) 1

6
. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 2 9D

dxdy

x y+ −
∫∫ область D 

ограниченна кривыми: 
2 216 , 25x y x y= − = − . 

1) 2 ( 7 8)π − ;   2) 16π ;   3) (8 7)π −  ;  
4) 2 7π ; 5) (4 7)π − . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
кривыми: 2 2 2 21, 4, 0, 0x y x y x y+ = + = ≥ ≥ , 
если поверхностная плотность ( , )x y xγ = . 

1) 4
3

;  2) 3
4

;  3) 7
3

;  4) 2
3

;  5) 7
4

. 

6. 
Вычислить интеграл 

3 3 3
2 2

0 0 0

dx dy x y dz∫ ∫ ∫ . 
1) 243;   2) 443;   3) 125;   4) 349;  5) 
228. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz+ −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
3, 0, 0, 0x y z x y z+ − = = = = . 

1) 41
8

;  2) 41
8

− ;   3) 21
4

;  4) 81
8

− ;  

5) 81
8

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz−∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
216 , 0, 2, 2y x y z z= − = = − = . 

1) 512
3

;  2) 256
3

− ;  3) 512
3

− ;  4) 256
3

; 

5) 624
5

. 

9. 
Вычислить интеграл 2 2 2

V

dxdydz
x y z+ +

∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 2 4, 0, 0, 0x y z x y z+ + = ≥ ≥ ≥ . 

1) 2π ;  2) π ;  3) 3
2
π ;  4) 2

3
π ;   5) 0. 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 , 4x y z z+ = = . 

1) 2π ;   2) 4π ;   3) 6π ;   4) 7π ;   5) 8π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 20 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 3

2 2

( 1)dx x y dy
−

+ −∫ ∫ . 
1) 0;   2) 1;    3) 5;   4) 2;  5) 3. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
22 3 1

0 3 2 3

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 2f x y y= + . 1) 11

6
;   2) 11

3
;   3) 6

11
;   4) 5

6
;  5) 7

5
. 

4. Вычислить интеграл 2 2 4
D

x y dxdy+ −∫∫ об-

ласть D ограниченна кривыми: 
2 2 2 216, 9, 0x y x y y+ = + = ≥ . 

1) 4 12π ;   2) ( )3 2 3 212 5π − ;    

3) ( )5 12
3
π

−  ;   4) ( )3 2 3 212 5
3
π

− ; 

5) 4 5π . 
5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями: 2 , 1, 0y x x y= = = . 1) 2
3

;  2) 1
3

;  3) 3
2

;  4) 1
2

;  5) 1
6

. 

6. 
Вычислить интеграл 

9 2 1

0 0 0

dx dy xyzdz∫ ∫ ∫ . 1) 41
2

;   2) 51
2

;   3) 91
3

;   4) 61
2

;   5) 81
2

. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

y x z dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
4, 0, 0, 0y z x x y z− − = = = = . 

1) 416
3

;  2) 314
3

;   3) 416
3

− ;  4) 314
3

− ;   

5) 214
3

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

z x dxdydz+∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
24 , 3, 0x z y y= − = = . 

1) 16;  2) 8;  3) –8;  4) 32;  5) –16. 

9. Вычислить интеграл 

( )2 2 24
V

x y z dxdydz+ + +∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 
2 24 , 0z x y z= − − = . 

1) 256
15

π ;  2) 256
5
π ;  3) 512

3
π ;   

4) 512
15

π ;   5) 482
5

π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 22,x y z x y z+ + = + =  (внутри 
параболоида). 

1) (4 2 7)
3
π

− ; 2) 4 2
3
π ;  

3) (8 2 7)
6
π

− ; 4) (7 4 2)
6
π

− ;  

5) (4 2 5)
3
π

− . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 21 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 0

( )dx x y dy+∫ ∫ . 
1) 2;   2) 3;    3) -2;   4) -3;   5) 4. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
2 4 2

0 2 2 2

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 1) -2;   2) -1;   3) -3;   4) 2;    5) 2

3
− . 

4. 
Вычислить интеграл 

2 2D

dxdy

x y+
∫∫ область D ог-

раниченна линиями: 2 2 9, 0, 0x y x x+ = = > . 

1) 3
2
π ; 2) 2

3
π ; 3) 3π  ;4) - 3π ; 5) 3,6. 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-
ниями: 2 , 1y x y= = . 1) 3

4
; 2) 2

3
; 3) - 2

3
; 4) 4

3
; 5) 5

2
. 

6. 
Вычислить интеграл 

1 2 3

0 0 0

dx dy xydz∫ ∫ ∫ . 1) 3
4

; 2) - 3
4

; 3) 3
2

; 4) -3; 5) 3. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz+ +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = . 

1) 1
8

− ; 2) 1
8

; 3) 1
4

; 4) – 1
4

; 5) 3
8

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
24 , 0, 5x y z z= − = = . 

1) 40
3

; 2) 40
3

− ; 3) 80
3

; 4) 3
80

; 5) 3
40

. 

9. Вычислить интеграл 2 2 2

V
x y z dxdydz+ +∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностями: 
2 24 , 0z x y z= − − = . 

1) 2
3
π ; 2) 4π ; 3) 3

2
π ; 4) 8π ; 5) 4− π . 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхностя-
ми 

2 2 2 225 , 16 , 0, 0z x y z x y x y= − − = − − ≥ ≥ , 

если плотность 
2 2 2

1( , , )x y z
x y z

γ =
+ +

. 

1) 4
9
π ; 2) 4

9
− π ; 3) 9π ; 4) 4π ; 5) 9

4
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 22 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 0

1 3

(3 )dx y dy
− −

−∫ ∫ . 1) 27;   2) 27
2

;    3) 9;   4) -9;   5) 6. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 1

0 2 1 2

( , ) ( , )
x

x x

dx f x y dy dx f x y dy+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , )f x y x y= + . 1) 6

5
;   2) - 6

5
;   3) 5

6
;   4)- 5

6
;    5) 3

2
. 

4. Вычислить интеграл 2 2

D
x y dxdy+∫∫ область D 

ограниченна линиями: 2 2 4.x y+ =  

1) 3
2
π ; 2) 16

3
π ; 3) 2π  ;4) 2

3
− π ; 

5) 16
3

− π . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
линиями: 2, 0, 0y x y x+ = = = . 1) 3

2
; 2) 2

3
; 3) -2; 4) 2; 5) 4. 

6. 
Вычислить интеграл 

2 4 3
2

0 0 0

dx dy z dz∫ ∫ ∫ . 
1) 27; 2) 47; 3) 72; 4) 74; 5) 57. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 2, 0x y x y z z+ = = = = = . 

1) 2
3

; 2) 3
2

; 3) 2
3

− ; 4) 4
3

; 5) 5
2

. 

8. Вычислить интеграл 
V

zdxdydz∫∫∫ , если область 

V ограничена поверхностями: 
2 2 1, 0, 2x y z z+ = = = . 

1) 3π ; 2) 3− π ; 3) 3
2
π ; 4) 2

3
π ; 5) 2π . 

9. 
Вычислить интеграл 

2 2 2V

dxdydz

x y z+ +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 29 , 0z x y z= − − − = . 

1) 9
2
π ; 2) 9π ; 3) 2π ; 4) 2

5
π ; 5) 2

9
π . 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхно-
стями 2, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = , если 
плотность ( , , )x y z x yγ = + . 

1) 3
4

− ; 2) 3
4

; 3) 2
3

; 4) 4
3

; 5) 20
3

. 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 23 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
4 3

2 0

( 5)dy x dx−∫ ∫ . 1) 22;   2) 21;    3) -21;   4) 22
5

; 

5) 6
7

. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 2 2 1

0 2 1 2 2

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= − . 1) 4;   2) 1

4
;   3) –4;   4) 3

4
;  5) 6

5
. 

4. 
Вычислить интеграл 2 2

D

dxdy
x y+

∫∫ область D ограни-

ченна линиями: 2 2 2 24, 16x y x y+ = + = . 

1) 2 ln 2π ;   2) ln 4 ;   3) 4π  ;    
4) 8 ln 2π ; 5) 4 ln 2− . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми: , 2 , 1y x y x x= = = . 1) 1;   2) –1;  3 ) 3

2
;   4) 2

3
;   5) 

1
2

. 

6. 
Вычислить интеграл 

1 3 3

0 0 0

dx dy yzdz∫ ∫ ∫ . 1) 45
2

;  2) 51
2

;  3) 40;  4) 81
4

;  

5) 91
2

. 

7. Вычислить интеграл ( 1)
V

x z dxdydz+ +∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2, 0, 2, 2, 0x z x y y z+ = = = − = = . 

1) 65
3

;  2) 44
3

; 3)  56
3

;  4) 65
2

;  

5) 43
2

. 

8. Вычислить интеграл 2

V
z dxdydz∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 2 2 4, 0, 1x z y y+ = = = . 

1) 4π ;  2) 2π ;  3) 2− π ;  4) 3π ; 
5) 5π . 

9. 
Вычислить интеграл 

( )32 2 2V

dxdydz

x y z+ +
∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 2 225 , 9 , 0, 0, 0z x y z x y z x y= − − = − − = ≥ ≥ . 

1) 5ln
3

π ;  2) 3ln
5

;  3) 3ln
2 5
π ;   

4) 5ln
3

; 5) 5ln
2 3
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
3, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = = . 1) 2

9
; 2) 9

2
; 3) 9

2
− ; 4) 9; 5) 2. 

 



 

384 

Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 24 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
2 2

1 1

( )dx x y dy−∫ ∫ . 
1) 1;   2) –1;    3) 2;   4) –2; 
5) 0. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 2

0 0 1 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , )f x y x y= − . 1) 3

2
;   2) – 3

2
;   3) – 2

3
;   4) 2

3
;  

5) 4
3

. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 29D

dxdy

x y− −
∫∫ область D огра-

ниченна линиями: 2 2 9, 0, 0x y y y+ = = > . 

1) 2π ;   2) 3;   3) 3π  ;    
4) 3− π ; 5) 2 . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми: 3, 0, 0y x y x+ = = = . 1) 9

2
;   2) 3

2
;  3) 2

3
;   4) 5

2
; 

5) 2
9

. 

6. 
Вычислить интеграл 

5 6 1
3

0 0 0

dx dy z dz∫ ∫ ∫ . 1) 5
2

;  2) 15
2

;  3) 5
2

− ;  4) 3
2

;  

5) 15. 
7. Вычислить интеграл ( 2)

V
y z dxdydz+ +∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
3, 1, 1, 0, 0y z x x y z+ = = − = = = . 

1) 9
4

;  2) 9; 3)  37;  4) 36;  

5) 42. 

8. Вычислить интеграл 2 2

V
x y dxdydz+∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 9, 2, 2x y z z+ = = − = . 

1) 36π ;  2) 72π ;  3) 72;  4) 36; 
5) 48π . 

9. 
Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21V

dxdydz

x y z− + +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 21 , 0z x y z= − − = . 

1) 2
3
π ;  2) 3

2
π ;  3) 4

3
π ;   

4) 5
2

; 5) 4
3

. 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 
2 2 2 24, 16, 4, 0x y x y z z+ = + = = = , если плот-

ность 2( , , )x y z xγ = . 

1) 2π ; 2) 300π ; 3) 24π ; 4) 200π ; 
5) 240π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 25 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 2

( 1)dx x dy
−

+∫ ∫ . 1) 6
5

;   2) 5
6

;    3) 5;   4) 6; 

5) 3. 
2. Изменить порядок интегрирования: 

2 32 3

0 0 2 0

( , ) ( , )
y y

dy f x y dx dy f x y dx
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= + . 1) 4

3
;   2) 25

3
;   3) 3

4
;   4) 3;  5) 4. 

4. Вычислить интеграл 2 225
D

x y dxdy− −∫∫ об-

ласть D ограниченна линиями: 
2 2 16, 0, 0x y x x+ = = < . 

1) 98
3
π ;   2) 3

98
π ;   3) 3π  ;    

4) 98π ; 5) 48π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
линиями: , , ,x a x b y c y d= = = = , если по-
верхностная плотность ( , )x y yγ = . 

1) 
2( )( )

2
d cb a −

− ;  2) 
2 2

( )
2

d cb a −
− ; 

3) 
2 2

2 2( )
2

d cb a −
− ;  4) ( )

2
d cb a −

− ; 

5) 2 2( )
2

d cb a −
− . 

6. 
Вычислить интеграл 

2 2 2

0 0 0

dx dy xyzdz∫ ∫ ∫ . 
1) 16;   2) 4;   3) 8;   4) 9;   5) 27. 

7. Вычислить интеграл ( 1)
V

x y dxdydz− +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0, 1x y x y z z− = = = = = . 

1) 5
6

;  2) 6
5

− ;   3) 6
5

;  4) 6;  

5) – 5
6

. 

8. 
Вычислить интеграл 

2 29V

dxdydz

x y− −
∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 4, 1, 1x y z z+ = = − = . 

1) 4π ;  2) 12π ;  3) 4 3π ;   
4) 4 (3 5)π − ;  5) 4 ( 3 5)π − . 

9. Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21
V

x y z dxdydz− + +∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностью: 2 2 2 1x y z+ + = . 

1) 8
9
π ;  2) 9

8
π ;  3) 9π ;   

4) 4
9
π ; 5) 8π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2, 1, 0x y z x y z+ = + = = . 

1) 
3
π ; 2) 4

3
π ; 3) 

2
π ; 4) 5

3
π ; 5) 3

2
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 26 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 1

2 2

1 1

( )dy x y dx
− −

+∫ ∫ . 1) 8
3

;   2) 8
3

− ;    3) 9
2

;   4) 4
3

; 

5) 3
2

. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 0

2 0 1 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− + −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= + . 

1) 1;   2) –1;   3) 0;   4) 2;  5) –2. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 225D

dxdy

x y− −
∫∫ область 

D ограниченна кривыми: 
2 2 2 216, 9x y x y+ = + = . 

1) 2− π ;   2) 3π ;   3) 3
2
π  ;    

4) 2π ; 5) 2
3
π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
кривой 2 2 9x y+ = , если поверхностная плот-
ность 2( , )x y xγ = . 

1) 81
2
π ;  2) 41

2
π ;  3) 81

4
π ;  4) 41

4
π ; 

5) 51
4
π . 

6. 
Вычислить интеграл 

3 4 2

0 0 0

dx dy xzdz∫ ∫ ∫ . 
1) 36;   2) 72;   3) 54;   4) 38;   5) 64. 

7. Вычислить интеграл (1 )
V

x y dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2, 0, 0, 3, 3x y x y z z+ = = = = − = . 

1) 4;  2) –4;   3) –2;  4) 2;   5) –6. 

8. 
Вычислить интеграл 

2 24V

dxdydz

x y+ +
∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 2 5, 4, 4x y z z+ = = − = . 

1) 8π ;  2) 6π ;  3) 12π ;  4) 18π ;  5) 16π . 

9. Вычислить интеграл 

( )3 22 2 29
V

x y z dxdydz+ + +∫∫∫ , если область 

V ограничена поверхностью: 2 2 2 4x y z+ + = . 

1) 4
9
π ;  2) 3 29 (27 17)

4
π − ;  

3) ( )9 17 27
4
π

− ;  4) 3 24 (17 27)
9
π − ;  

5) 17
4
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 2 24,x y z x y z+ + = = + (внутри 
конуса). 

1) 8 (2 2)
3
π

− ; 2) 16 (2 2)
3
π

− ;  

3) 8 (3 3)
3
π

− ; 4) 16 ( 2 2)
3
π

− ;  

5) 8 (3 3)π − . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 27 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 2

0 0

dx xydy∫ ∫ . 
1) –1;   2) 3;    3) 1;   4) 0;  5) 2. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2

0 2 1 2

( , ) ( , )
y y

y

dy f x y dx dy f x y dx
− −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 

1) 0;   2) 1;   3) –1;   4) 2;  5) –2. 

4. Вычислить интеграл 2 2(4 )
D

x y dxdy− −∫∫ об-

ласть D ограниченна линиями: 
2 2 4, 0, 0x y y y+ = = > . 

1) 2π ;   2) 4π ;   3) 2− π  ;   4) 4− π ; 
5) 3π . 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
кривыми: 2 2 2 29, 16x y x y+ = + = . 

1) 5π ;  2) 4π ;  3) 6π ;  4) 3π ;  5) 7π . 

6. 
Вычислить интеграл 

3 1 2
2

0 0 0

dx dy y zdz∫ ∫ ∫ . 
1) –2;   2) 0;   3) 1;   4) 2;   5) 3. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz− +∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
1, 0, 0, 0x y z x y z− + = = = = . 

1) 1
8

− ;  2) 1
8

;   3) 1
4

− ;  4) 1
4

;   5) 1
16

. 

8. Вычислить интеграл 2 2( )
V

x y dxdydz−∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2 2 4, , 0, 0, 5x y x y y z z+ = = = = = . 

1) 20π ;  2) 20;  3) 40;  4) 40π ;  5) 60. 

9. 
Вычислить интеграл 

( )3 22 2 21V

dxdydz

x y z+ + +
∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностью: 
2 2 2 1x y z+ + = . 

1) 4
3
π ;  2) 3 ln 2

4
;  3) 4 ln 2

3
π ;   

4) 16 ln 2
3
π ;   5) 16 ln 2

3
. 

10. Найти массу тела, ограниченного поверхно-
стями 2 24 , 0z x y z− = + = , если плотность 

2 2( , , )x y z x yγ = + . 

1) 64
5
π ; 2) 64

15
π ; 3) 128

5
π ; 4) 128

15
π ;  

5) 72
15
π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 28 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
2 0

2

0 3

dx xy dy
−

∫ ∫ . 1) 17
5

;   2) 18;    3) 5
2

;   4) 12;  5) 17. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
2 3 2 2 2

0 0 2 3 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y x= − . 1) 4;   2) 2

27
;   3) 27;   4) 4

27
;  5) 2

57
. 

4. 
Вычислить интеграл 2 225D

dxdy
x y− −

∫∫ область D 

ограниченна кривыми: 2 2 2 21, 9x y x y+ = + = . 

1) ln 2 ;   2) ln 2π ;   3) 3ln
2

 ;   4) 2ln
3

π ; 

5) 3ln
2

π . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
линиями: 2, 0, 0x y x y− = = = , если поверх-
ностная плотность ( , )x y xyγ = . 

1) 2
3

;  2) 3;  3) 2;  4) 3
2

;  5) 5. 

6. 
Вычислить интеграл 

3 2 6
3

0 0 0

dx dy y dz∫ ∫ ∫ . 
1) 36;   2) 54;   3) 72;   4) 64;   5) 32. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
2, 0, 0, 0x y z x y z− − = = = = . 

1) 2
3

;  2) 3
2

;   3) 2;  4) 3;   5) 4. 

8. Вычислить интеграл 2 29
V

x y dxdydz− −∫∫∫ , 

если область V ограничена поверхностями: 
2 2 4, 0, 2x y z z+ = = = . 

1) 2 (27 5)
3
π

− ;  2) 2
3
π ;  3) 4 ( 5 9)

3
π

− ;  

4) 3 24 (27 5 )
3
π

− ;  5) 5 (27 7)
6
π

− . 

9. Вычислить интеграл 
2 2 21

V
x y z dxdydz + + + 

 ∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 
2 24 , 0, 0, 0z x y z x y= − − = ≥ ≥ . 

1) 10
3

;  2) 9
2
π ;  3) 2

3
π ;   

4) 3
2

;   5) 10
3
π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 216, 4x y z x y+ + = + =  (внутри 
цилиндра). 

1) 32 (8 3 3)
3
π

− ; 2) 52
3
π ;  

3) 3 216 (8 3 )
3
π

− ; 4) 26
3
π ;  

5) 3 28 (3 8)
3

− . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 29 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
3 4

2 3

( )dy x y dx−∫ ∫ . 1) 1
2

;   2) 3
2

;    3) 2;   4) 1;  5) 0. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 0 1 0

0 1 2 1

( , ) ( , )
y y

dy f x y dx dy f x y dx
− −

+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 1f x y y= − . 1) 1

3
;   2) 1

6
− ;   3) 1

3
− ;   4) 2

3
;  5) 1

6
. 

4. 
Вычислить интеграл 

2 2 9D

dxdy

x y+ −
∫∫ область D 

ограниченна кривыми: 
2 216 , 25x y x y= − = − . 

1) 2 ( 7 8)π − ;   2) 16π ;   3) (8 7)π −  ;  
4) 2 7π ; 5) (4 7)π − . 

5. Вычислить массу пластинки, ограниченной 
кривыми: 2 2 2 21, 4, 0, 0x y x y x y+ = + = ≥ ≥ , 
если поверхностная плотность ( , )x y xγ = . 

1) 4
3

;  2) 3
4

;  3) 7
3

;  4) 2
3

;  5) 7
4

. 

6. 
Вычислить интеграл 

3 3 3
2 2

0 0 0

dx dy x y dz∫ ∫ ∫ . 
1) 243;   2) 443;   3) 125;   4) 349;  5) 
228. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

x y z dxdydz+ −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
3, 0, 0, 0x y z x y z+ − = = = = . 

1) 41
8

;  2) 41
8

− ;   3) 21
4

;  4) 81
8

− ;  

5) 81
8

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

x y dxdydz−∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
216 , 0, 2, 2y x y z z= − = = − = . 

1) 512
3

;  2) 256
3

− ;  3) 512
3

− ;  4) 256
3

; 

5) 624
5

. 

9. 
Вычислить интеграл 2 2 2

V

dxdydz
x y z+ +

∫∫∫ , если об-

ласть V ограничена поверхностями: 
2 2 2 4, 0, 0, 0x y z x y z+ + = ≥ ≥ ≥ . 

1) 2π ;  2) π ;  3) 3
2
π ;  4) 2

3
π ;   5) 0. 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 , 4x y z z+ = = . 

1) 2π ;   2) 4π ;   3) 6π ;   4) 7π ;   5) 8π . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Вариант 30 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Вычислить интеграл: 
1 3

2 2

( 1)dx x y dy
−

+ −∫ ∫ . 
1) 0;   2) 1;    3) 5;   4) 2;  5) 3. 

2. Изменить порядок интегрирования: 
22 3 1

0 3 2 3

( , ) ( , )
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

3. Вычислить интеграл из задания 2, если  
( , ) 2f x y y= + . 1) 11

6
;   2) 11

3
;   3) 6

11
;   4) 5

6
;  5) 7

5
. 

4. Вычислить интеграл 2 2 4
D

x y dxdy+ −∫∫ об-

ласть D ограниченна кривыми: 
2 2 2 216, 9, 0x y x y y+ = + = ≥ . 

1) 4 12π ;   2) ( )3 2 3 212 5π − ;    

3) ( )5 12
3
π

−  ;   4) ( )3 2 3 212 5
3
π

− ; 

5) 4 5π . 
5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями: 2 , 1, 0y x x y= = = . 1) 2
3

;  2) 1
3

;  3) 3
2

;  4) 1
2

;  5) 1
6

. 

6. 
Вычислить интеграл 

9 2 1

0 0 0

dx dy xyzdz∫ ∫ ∫ . 1) 41
2

;   2) 51
2

;   3) 91
3

;   4) 61
2

;   5) 81
2

. 

7. Вычислить интеграл ( )
V

y x z dxdydz− −∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
4, 0, 0, 0y z x x y z− − = = = = . 

1) 416
3

;  2) 314
3

;   3) 416
3

− ;  4) 314
3

− ;   

5) 214
3

. 

8. Вычислить интеграл ( )
V

z x dxdydz+∫∫∫ , если 

область V ограничена поверхностями: 
24 , 3, 0x z y y= − = = . 

1) 16;  2) 8;  3) –8;  4) 32;  5) –16. 

9. Вычислить интеграл 

( )2 2 24
V

x y z dxdydz+ + +∫∫∫ , если область V 

ограничена поверхностями: 
2 24 , 0z x y z= − − = . 

1) 256
15

π ;  2) 256
5
π ;  3) 512

3
π ;   

4) 512
15

π ;   5) 482
5

π . 

10. Найти объем тела, ограниченного поверхно-
стями: 2 2 2 2 22,x y z x y z+ + = + =  (внутри 
параболоида). 

1) (4 2 7)
3
π

− ; 2) 4 2
3
π ;  

3) (8 2 7)
6
π

− ; 4) (7 4 2)
6
π

− ;  

5) (4 2 5)
3
π

− . 
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Тест «Кратные интегралы» 

Ответы 

Вари-
анты 

Задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 2 
2 2

0

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  1 3 4 5 2 3 4 5 

2 1 
21

0

( , )
y

y

dy f x y dx∫ ∫  3 2 4 3 1 5 2 4 

3 3 
1 2

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  2 1 5 4 3 1 5 2 

4 5 
21

0

( , )
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫  4 3 1 2 4 2 3 5 

5 4 
1 3

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

∫ ∫  5 1 2 3 5 4 1 3 

6 1 
1

0 2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

−
∫ ∫  3 4 3 1 2 5 4 2 

7 3 
0

2 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

− −
∫ ∫  1 2 5 4 1 2 3 4 

8 2 
4 3 2

0 2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫  4 5 1 3 3 4 5 1 

9 4 
0 1

1 2

( , )
x

x

dx f x y dy
+

− −
∫ ∫  2 5 3 1 4 3 2 5 

10 5 
1 3

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  1 4 2 5 3 1 4 3 

11 2 
2 2

0

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  1 3 4 5 2 3 4 5 

12 1 
21

0

( , )
y

y

dy f x y dx∫ ∫  3 2 4 3 1 5 2 4 

13 3 
1 2

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  2 1 5 4 3 1 5 2 

14 5 
21

0

( , )
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫  4 3 1 2 4 2 3 5 

15 4 
1 3

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

∫ ∫  5 1 2 3 5 4 1 3 

16 1 
1

0 2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

−
∫ ∫  3 4 3 1 2 5 4 2 
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Вари-
анты 

Задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

17 3 
0

2 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

− −
∫ ∫  1 2 5 4 1 2 3 4 

18 2 
4 3 2

0 2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫  4 5 1 3 3 4 5 1 

19 4 
0 1

1 2

( , )
x

x

dx f x y dy
+

− −
∫ ∫  2 5 3 1 4 3 2 5 

20 5 
1 3

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  1 4 2 5 3 1 4 3 

21 2 
2 2

0

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  1 3 4 5 2 3 4 5 

22 1 
21

0

( , )
y

y

dy f x y dx∫ ∫  3 2 4 3 1 5 2 4 

23 3 
1 2

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  2 1 5 4 3 1 5 2 

24 5 
21

0

( , )
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫  4 3 1 2 4 2 3 5 

25 4 
1 3

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

∫ ∫  5 1 2 3 5 4 1 3 

26 1 
1

0 2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

−
∫ ∫  3 4 3 1 2 5 4 2 

27 3 
0

2 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

− −
∫ ∫  1 2 5 4 1 2 3 4 

28 2 
4 3 2

0 2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

∫ ∫  4 5 1 3 3 4 5 1 

29 4 
0 1

1 2

( , )
x

x

dx f x y dy
+

− −
∫ ∫  2 5 3 1 4 3 2 5 

30 5 
1 3

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy∫ ∫  1 4 2 5 3 1 4 3 
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ТЕСТ: «ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ» 

Вариант 1  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 2xy Ce−=  реше-

нием уравнением ' 2 0y y+ =  
 

2. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

( 1) 0xydx x dy+ + =  

1) ( 1) xy C x e−= + ; 2) xy Ce−= ; 
3) xy C e= + ; 4) 1y x= + ; 5) y C= . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

/' y xxy y xe= −  

1) ln /y y x= ;   2) ln /x C y x= ;    
3) / lny xe Cx− = ;4) / lny x Cx− = ; 
5) /C y x= . 

4. Решить задачу Коши 
4' 2 2 , (1) 0xy y x y− = =  

 

1) 4 2y x x= − ;   2) 2y Cx= ;    
3) 2y x= ;4) 2 4x y y= − ; 
5) 4y x= . 

5 Решить дифференциальное уравнение 
( sin ) ( cos ) 0x ye y y dx e x x y dy+ + + + + =  

1) / 4y y C+ = ; 2) 4 / 4y C= ; 
3) 4ln / 4y x y C+ = ; 4) lny x C=  
5) ln 0y x C− =  

6. Найти частное решение дифференциального урав-
нения sin , (0) 1, '(0) 0, (0) 0y x y y y′′′ ′′= = = =  

1) siny x= ;2) 2cos / 2y x x= + ;    
3) cosy x= ; 4) cosy x x= + ; 
5) 2 / 2y x= . 

7. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

2(1 ) 2x y xy′′− − =  

1) 2arcsiny x C= + ;  
2) 1 2arcsiny C x C= + ; 
3) arcsiny C x= ; 
4) 2

1 2arcsin arcsiny x C x C= + + ; 
5) 1 2 arcsiny C C x= +  

8 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2 1y y x′′ ′+ = −  

1) 2
1 2 3y C C x x= + + −  

2) 2
1 2

xy C C e x−= + +  
3) 2

1 2 3xy C C e x x−= + + −  
4) 2 3y x x= −  
5) 2

1 23y C x xC= −  
9 Решить дифференциальное уравнение 

2
xey y y

x
′′ ′− + =  

1)  1 2( ln | | )xy e x x C C x= + + ; 
2) 1ln | |y x x C= +  3) 1 2y C C x= +  
4) ln | |xy e x x= ;  
5) 1 2( )xy e C C x= +  

10 Решить систему дифференциальных уравнений  
' 2 ,
' 3 4 .

x x y
y x y
= +

 = +
 

1) 1 2 1 2,tx C C e y C C= + = +  
2) 5 5

1 2 1 2, 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
3) 5

1 2 1 2, 3t t tx C e C e y C C e= + = +  
4) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
5) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 2  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3y Cx=  решением уравнением 
3 ' 0y xy− =  
 

 

2. Найти частное решение (чстный ин-
теграл) дифференциального уравне-
ния  

' 2, (0) 1y ctgx y y+ = = −  

1) siny x= ; 2) 3cos 2y x= − + ; 3) cosy x= − ; 4) sin 1y x= − + ; 
5) siny xC= . 

3. Найти общее решение (общий инте-
грал) дифференциального уравнения  

2 2 ' 'y x y xyy+ =  

1) /y xCy e= ;   2) /y xx Ce= ;   3) /y xe C− = ;4) xe C y= ; 
5) xC y= . 

4. Решить задачу Коши 
2

' 0, (1) 1/(2 )xxy y xe y e−+ + = =  
 

1)
2xy e−= ;   2) 2y x= ;   3) xy e= ;4) 

2

/ 2xy e x−= ; 

5) 
4xy e= . 

5 Решить дифференциальное уравне-
ние 

2(10 8 1) (5 8 3) 0xy y dx x x dy− + + − + =  

1) 2 ln( / )x y C y= ; 2) 2 ln( / )y x C x= ; 
3) lnx y= ; 4) lny C x= ; 5) y Cx=   

6 Найти частное решение дифферен-
циального уравнения 

, (0) 1, '(0) 0xy xe y y′′ = = =  

1) ( 2) 3xy e x x= − + + ; 2) cosxy e x= ;    
3) ( 2)xy e x= − ; 4) 3y x= + ; 
5) 2y x= − . 

7 Найти частное решение дифферен-
циального уравнения  

, (0) 0, '(0) 1yy y e y y′′ ′= = =  

1) lny x= ; 2) ln |1 |y x= − ; 
3) ln |1 |, 0y x y= − − = ; 
4) ln | |, 0y x y= = ;5) 0y =  

8 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

2 5 10 cos 2xy y y e x−′′ ′− + =  

1) 1 2( cos 2 sin 2 ) cos 2x xy e C x C x e x−= + + ; 
2) 1 2cos 2 sin 2 cos 2xy C x C x e x= + + ; 
3) 1 cos 2xy C e x−= + ; 
4) 1( cos 2 sin 2 cos 2 )xy e C x x x= + +  
5) 1 23 cos 2xy C e xC x−= − +  

9 Решить дифференциальное уравне-
ние  

3 2 1/( 1)xy y y e′′ ′+ + = +  

1) 2( ) ln( 1)x x xy e e e− −= + + ; 
2) 2

1 2ln x x xy e C e C e− −= + + ; 
3) 2 2

1 2( ) ln( 1)x x x x xy e e e C e C e− − − −= + + + +  
4) 2

1 2
x xy C e C e− −= + 5) 2

1 2ln( 1)x x xy e C e C e− −= + + +  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
' 2 sin ,
' 4 2 cos .

x x y t
y x y t
= − − +

 = − + +
 

1) 1 2 1 2, 2 (2 1)x C C t y C C t= + = − + +  
2) 1 2 1 2, 2 (2 1) 2cosx C C t y C C t t= + + = − + + −  
3) 1 2 1 22sin , 2 (2 1)x C C t t y C C t= + + = − + +  
4) 1 2 1 2, 2 (2 1) 3sin 2cosx C C t y C C t t t= + = − + + − −  
5) 1 2 1 22sin , 2 (2 1) 3sin 2cosx C C t t y C C t t t= + + = − + + − −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 
Вариант 3  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Проверить, является ли функция 1y
x

=  

решением уравнением 2'xy y y+ =  

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения 

3 3( 2 ) ( 2 ) 0x x dx y y dy+ + + =  

1) 4y C= ; 2) 2 2 4 4x y x y C+ + + = ; 
3) 2 2y C x y= − − ; 4) 2 2y Cx y= + ; 
5) 2 2 4 4x y x y C− − − = . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения 

' cos ln( / )xy y y x=  

1) ln /Cy y x= ;  2) 1( ln )
2

ctg y x= ; 

3) (ln / ) lntg y x x= ;4) / lny x Cx− = ; 

5) 1( ln ) ln
2

yctg Cx
x

=  

4. Решить задачу Коши 
3 2' 4 3 , (2) 1xy x y y y+ = + =  

 

1) 3 2x y y= + ;   2) 2 3y x x= + ; 
3) 2y x x= + ;4) 2 4y x x= − ; 
5) 2y x= . 

5 Найти частное решение дифференциально-
го уравнения 

( ) 0, (0) 0x xye dx y e dy y+ + = =  

1) 3 / 2xye = ; 2) 2 / 2 1/ 2xe y+ = ; 
3) 2 / 2 1/ 2y y+ = ;4) 2 / 2 3 / 2y = ; 
5) 2 3 / 2xye y+ =  

6. Найти общее решение дифференциального 
уравнения cosy x x′′′ = +  

1) siny x= ; 2) 4
1 2siny x x C x C= − + + ; 

3) 4 2
1

1 sin
24

y x x C x= − + ; 

4) 4 2
1 2 3

1 sin
24

y x x C x C x C= − + + + ; 

5) 4 1 2/ 24 siny x x C x C= − + + . 
7. Найти общее решение (общий интеграл) 

дифференциального уравнения 
3 2 1x y x y′′ ′+ =  

1) 1 2ln 1/y C x x C= + + ; 
2) 1 2lny C x C= + ;3) 1 lny C x= ; 
4) 1 2 /y C C x= + ;5) lny C x=  

8. 1
sin

y y
x

′′ + =  1) 1 2( ln | sin |) ( ) cosy C x C x x= + + − ; 
2) 1 2( ln | sin |)sin ( )y C x x C x= + + − ; 
3) 1 2( ln | sin |)sin ( ) cosy C x x C x x= + + − ; 
4) 1 2sin cosy C x C x= + ; 5) 1 2y C C= + . 

9 Найти общее решение дифференциального 
уравнения 

12 36 14 xy y y e′′ ′− + =  

1) 6 6 2 6
1 2 7x x xy C e C xe x e= + +  

2) 6 2
1 2

xy C C e x= + +  
3) 6 6 2

1 2 3x xy xe C C e x x= + + −  
4) 2 67 xy x e= 5) 6 2 6

1 2
x xy e C x e C= −  

10 Решить систему дифференциальных урав-
нений 

' ,
' 4 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 1 2 1 2,tx C C e y C C= + = +  
2) 5 5

1 2 1 2, 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
3) 5

1 2 1 2, 3t t tx C e C e y C C e= + = +  
4) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
5) 5 5

1 2 1 2, 4t tx C C e y C C e= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 4  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3siny x=  решением уравнением 
' 1y tgx y− =  

 

2. Решить задачу Коши 
2 2( ) ( ) 0, (0) 1xy x dx x y y dy y+ + − = =  

1) 2 1y = ; 2) 2 2 22 /(1 )x y x+ = − ; 
3) 2 21 2 /(1 )y x+ = − ; 4) 2 21 x y= + ; 5) 2 2 1x y− = . 

3. Решить задачу Коши 
( ' ) / , (1) 0xy y arctg y x x y− = =  1) 2 2

y yarctg
x xx y e+ = ; 2) ln y x

x y
= ; 

3) (ln / ) ln xtg y x
y

= ;4) /y x Cx= ; 

5) 
y yarctg
x x ye

x
=  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения 

'y y x y+ =  

1) / 2 / 2( 2 )x x xy xe e C e−= − + ; 
2) / 2xy xe C= + ; 3) / 22 xy e C= + ; 
4) 2 / 2 2x xy x e e−= − ;5) / 2xy Ce= . 

5 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения 

2 3(3 sin ) ( cos ) 0x y x dx x y dy+ + − =  

1) 3 cosx y x C− = ; 
2) 3 cos sinx y x y C− − = ; 
3) 3 sinx y y C− = ; 4) 3x y C=  
5) 3 cos sinx y x y C+ + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения siny x x′′′ =  

1) siny x x= − ; 
2) 1 2cosy x x C x C= − + + ; 
3) 1siny x C= − + ; 4) 2

1siny x C x= − + ; 
5) 1 2sin 2cosy x x x C x C= − − + + . 

7. Решить задачу Коши 
2' 2 0, (0) 1, '(0) 1y yy y y′′+ = = =  

1) 2/3(1 3 / 2)y x= + ; 
2) 1 3 / 2y x= ± ; 3) 2y = ; 
4) 2 /3(1 3 / 2) , 1y x y= ± = ; 5) 1y =  

8 Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения 

2 3 1xy y y e x−′′ ′+ + = +  

1) 1 2( )xy e C C x−= + ; 2) 5/ 2(4( 1) / 5)xy e x−= + ; 
3) 5/ 2

1 2(4( 1) / 5 )y x C C x= + + + ; 
4) 5/ 2

1 2(4( 1) / 5 )xy e x C C x−= + + + ; 5) xy e Cx−= . 
9 Найти общее решение дифференци-

ального уравнения 
3 2 3cos 19siny y y x x′′ ′− + = +  

1) 6 6
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 6

1 2 cosx xy C e C e x= + +  
3) 2

1 2 6cos sinx xy C e C e x x= + + +  
4) 2x xy e e= + 5) 2

1 2
xy C x e C= −  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений 

' 2 2 ,
' 3 4 .

t

t

x x y e
y x y e

−

−

 = − − +


= + +
 

1) 2 ,t tx e y e− −= − =  
2) 2 2

1 2 1 22 2 , 3t t t t t tx e C e C e y e C e C e− −= − + + = − −  
3) 2 2

1 2 1 22 , 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
4) 22 2 ,t t t tx e C e y e C e− −= − + = −  
5) 2 2

1 2 1 22 ,t t t t t tx e C e C e y e C e C e− −= − + − = − +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 5  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция (5 ln )y x x= −  

решением уравнением ( ) 0x y dx xdy− + =  
 

2. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения 
sin ' cos 2cosxy y x x= +  

1) sin 2y C x= − ; 2) cosy C x= ;  
3) sin 2y x= + ; 4) sin cosC x x= + ; 
5) cos 2y C x= + . 

3. Решить задачу Коши 
2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) 0, (1) 1y xy x dx x xy y dy y− − + − − = = −  

1) y x= ; 2) lny x= ;    
3) y x= − ;4) y Cx= ; 
5) 1Cx y+ =  

4. Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2' 2 xy y y e+ =  

1) 2x xy Ce e= + ; 2) / 2xy Ce= ;    
3) xy e= ; 4) 21/( )x xy Ce e= + ; 
5) 2x xy e Ce= + . 

5 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2 3( 3 ) ( 4 ) 0x y x ye x dx e y dy+ ++ + + =  

1) 3 4x ye x y C+ + + = ;2) 3 4x y C+ = ; 
3) x ye C+ = ; 4) 3x ye x C+ + = ;  
5) 4x ye y C+ + =  

6. Решить задачу Коши 
cos , (0) , '(0) 1xy x e y e yπ− −′′ = + = − =  

1) cosy x= − ; 
2) cos 2xy x e x e π− −= − + + − ;    
3) cos 2y x x e π−= − + − ;  
4) cosy x e π−= − + ; 
5) 1 2y e C x Cπ−= + + . 

7. Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

'xy y′′ =  

1) 2 / 2y x= ;  
2) 1 2y C C= + ;3) 1y C= ;  

4) 
2

1 22
xy C C= + ;5) 

2

1 2
xy C=  

8. Найти общее решение однородного дифференци-
ального уравнения  

22 ' xy y y x e−′′ − + =  

1) 1 2lny C x C x= − + ;    
2) 1 2( ) xy C C x e= + ; 3) xy e= ; 
4) 1 2( ) xy C C e= + ;  
5) 1 2( ln ) xy C x C x e= − + . 

9 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

28 17 10 xy y y e′′ ′− + =  

1) 4 4
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 4 2

1 2( cos sin ) 2x xy e C x C x e= + +  
3) 4

1 2( cos sin )xy e C x C x= +  
4) 2cos sin 2 xy x x e= + +  
5) 22 xy e=  

10 Решить систему дифференциальных уравнений  
' 2 ,
' .

x x
y y
= −

 =
 

1) 2
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

2) 2
2 1 2,t tx C e y C e C−= = +  

3) 4 4
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

4) 1 1, tx C y C e= =  
5) 1 2 1 2,x C C y C C= + = +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 6 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

25
3

x
x ey e−= +  решением уравнением 

(2 ) 0xdy y e dx+ − =  

 

2. Решить задачу Коши 

' , ( ) 1
ln

yxy y e
x

= =  

1) lny C x= ; 2) lny x= ;  
3) lny x C= + ; 4) lnx y= ; 5) ln 1y x= + . 

3. Решить задачу Коши 
2 2( ) 2 , (4) 0y x dx xydy y+ = =  

1) 2 2( 2) 4x y− − = ; 2) 2( 2)y x= − ;    
3) 2x y− = ;4) 2( 2)x y= − ; 
5) 2 2( 2) 4x y− + =  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

5 3' 2 0xxy y x y e+ + =  

1) 21/( 2( ))xy x e C= + ;  

2) 21/( 2)y x= ;3) 21/ xy x e= ;  

4) 1/ ( )xy C e= + ;5) 2y x= . 
5. Решить задачу Коши  

2 2( ) (2 ) 0,
(0) 0

yx y y dx xy x e dy
y

+ + + + + =
=

 

1) 3 2/ 3 1x xy xy+ + = ; 2) 1yxy e+ = ; 
3) 3 / 3 1yx e+ = ; 4) 3 / 3 1yx xy e+ + =  
5) 3 2/ 3 1yx xy xy e+ + + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

21/y x′′ =  

1) lny x= − ; 
2) ln | |y x C= − + ;    
3) ln | | 2 5y x x= − + + ;  
4) ln | | 5y x= − + ; 
5) 2 5y x= + . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

2 , (0) 2, '(0) 2y y y y′′ = − = =  

1) 2cosy x= ;  
2) 2siny x= ;3) 2y = ;  
4) 2cos 2y x= + ;5) 2sin 2y x= +  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

2 34 ' 4 /xy y y e x−′′ + + =  

1) 2
1 2( )xy e C C x−= + ;    

2) 2
1 2( 1/ )xy e C C x x−= + + ;  

3) 2
1 2( 1/ 2 )xy e C C x x−= + + ; 

4) 2 / 2xy e x−= ; 5) 2 ( 1/ 2 )xy e C x−= + . 
9 Найти общее решение дифференци-

ального уравнения  
14 49 144sin 7y y y x′′ ′− + =  

1) 7 7
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 7 7

1 2 2cos 7x xy C e C xe x= + +  
3) 2cos 7y x= 4) 7 7x xy e xe= +  
5) 1 2cos 7y C x= +  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

3

3

' ,
' 2 .

t

t

x y e
y x e

 = − +


= − +
 

1) 1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e− −= + = − +  
2) 3 3

1 2 1 2, 5t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
3) 3 3

1 2 1 2/ 8, 5 / 8t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
4) 1 2 1 21/ 8, 5 / 8t t t tx C e C e y C e C e− −= + + = − + +  
5) 3 3

1 2 1 23 / 8, / 8t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 7 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

2 3y x= +  решением уравнением 
xy y′′ ′=  
 

 

2. Найти общее решение (общий инте-
грал) уравнения 

2

4'
4

y
x

=
−

 

1) ln | 2 |y x C= − + ; 2) lny x= ;  
3) ln | ( 2) /( 2) |y x x C= − + + ;  
4) ln |1/( 2) |y x C= + + ; 5) ln | 2 |y x= + . 

3. Решить задачу Коши 

, (1) 1y xy y
x y

′ = + =  

1) 2 2( 2) 4x y− − = ; 2) 2 2y x= ;    
3) 2 2 ln 1y x= + ;4) 2 lnx y= ; 
5) 2 2 (2 ln 1)y x x= +  

4. Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

2 2 2(1 ) 2 (1 )x y xy x′+ − = +  

1) 2( )(1 )y C x x= + + ;  
2) y C x= + ;3) 2y C x= + ;  
4) 21y x= + ;5) 2( 1)( 1)x C y= + + . 

5 Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения 

2 22 cos (2 sin 2 ) 0x ydx y x y dy+ − =  

1) 2 21/( ( ))y x x C= − + ; 2) 21/( )y x C= − + ; 
3) 21/y x= − ; 4) 4/y C x= − ;  
5) 2/( 1)y C x= − +   

6 Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

2y ctgx y′′ ′+ =  

1) 1 siny C x= ; 
2) 12 siny x C x= + ;    
3) 1 22 siny x C x C= + + ;  
4) 1 2y C C= + ; 
5) 2y x= . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

21 cos ( / 2), (0) 0, '(0) 1y x y y′′ = = =  

1) y x= ; 2) 4 ln | co s / 2 |y x x= − + ;  3) 
cos / 2y x= ;  

4) 4 ln | co s / 2 |y x= − ;5) ln | co s / 2 |y x=  
8. Найти общее решение однородного 

дифференциального уравнения  
2 cos( )x xy y e e′′ ′− =  

1) cos( ) sin( )x xy e e= + ;    
2) cos( )xy C e= + ; 3) cos( )xy e= − ; 
4) 1 2 cos( )x xy C C e e= + − ;  
5) 1 2

xy C C e= + . 
9 Найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  
4 15 xy y e′′ + =  

1) 4
1 2

xy C C e−= + ;2) 4
1 2 3x xy C C e e−= + + ; 

3) 3 xy e= ; 4) 4
1 2

x xy C e C xe−= + ; 
5) 1 2

xy C C e= +  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
' 4 8 ,
' 8 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 4 12
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

2) 12
2 1 2, tx C y C e C= = +  

3) 12 12
1 1,t tx C e y C e= = −   

4) 4 12 4 12
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e− −= + = −  

5) 4 4 4 4
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e e C− −= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 8 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3

1
12
xy = +  решением уравнением 
2 2( )y y′′ =  

 

2. Решить задачу Коши 
' 1, ( 2) 1y tgx y y π− = =  

1) siny x= ; 2) 2sin 1y x= − ;  
3) cosy x= ;  
4) cos 1y x= + ; 5) 2cos 1y x= − . 

3. Решить задачу Коши 
1/ 2(1 ln ), (1)yxy y y e

x
−′ = + =  

1) / 2xx ye= ; 2) y x= ;    
3) / 2xy e−= ;4) / 2xy xe−= ;5) xy e=  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

22 3xy y x′ − =  

1) 2y C x x= + ;  
2) 2y x= ;3) 2y Cx= ;  
4) y C x= ;5) 2y Cx x= − . 

5 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения 

3(1/ 4) ( 1/ 3 ) 0x y dx y xy dy− + + − − =  

1) ln | / |x y C= ; 2) 3ln | / |x y xy C− = ; 
3) ln | / | 4x y x C+ = ; 4) 3 4xy x C+ =  
5) 3ln | / | 4x y xy x C− + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

cos3y x′′′ =  

1) sin 3 / 27y x= − ; 
2) 2

1 / 2y C x= ;    
3) 2

1 2 3sin 3 / 2 7 / 2y x C x C x C= − + + + ;  
4) 2

1sin 3 / 2 7 / 2y x C x= − + ; 
5) 3sin 3 / 27y x C= − + + . 

7. Найти частное решение дифферен-
циального уравнения  

1 , (0) '(0) 0y y y y′′ = = =  

1) 3/ 42 / 3x y= ; 2) 3/ 42 / 3y x= ; 
3) 3/ 42 / 3x y C= + ; 4) 2 / 3y x= ;5) 3/ 4y x=  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

22 / 4xy y y e x′′ ′− + = −  

1) 24 arcsin( / 2)y x x x= − + ;    
2) 2( 4 arcsin( / 2))xy e x x x= − + ;  
3) 2( 4 arcsin( / 2))xy e C x x x= + − + ;  
4) 1 2( )xy e C C x= + ;  

5) 2
1 2( 4 arcsin( / 2))xy e C C x x x x= + + − + . 

9 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

4 8 16y y x′′ ′− = −  

1) 4
1 2

xy C C e= + ;2) 4 2
1 2 2xy C C e x x= + + −  

3) 2
1 2y C x x= + − ; 4) 4

1 2
xy C C e x= + −  

5) 22y x x= −  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
5 ' 2 ' 4 ,

' 8 3 5 .

t

t

x y x y e
x x y e

−

−

 − + − =


+ − =
 

1) 2 2
1 2 1 22 , 3 2t t t t t tx e C e C e y e C e e C− − − −= − − = − −  

2) 2 22 , 3 2t t t tx e Ce y e e C− − − −= + = +  
3) 2 2

1 2 1 2, 2t t t tx C e C e y C e e C− −= + = +   
4) 2 , 3t tx e y e− −= =  
5) 2 2

1 2 1 22 , 3 2t t t t t tx e C e C e y e C e e C− − − −= + + = + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 
Вариант 9 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

34 2x xy e e= +  решением уравнением 
4 3 0y y y′′ ′− + =  

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) 
уравнения 

2' cosy y x=  

1) 1/( sin )y C x= − ; 2) 1/ cosy x= ;  
3) cosy x= ;  
4) 1/(cos )y x C= + ; 5) 1/y C= . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) 
уравнения 

2 2( 2 )x xy y xy y′− = −  

1) / 2 lnx y x y+ = ; 2) /x y C= ;    
3) / 2 ln / lnx y y x Cx+ = − ; 
4) 2 ln /y y x= ;5) / lnx y Cx= −  

4. Решить задачу Коши 
2

2 , (0) 0xy xy xe y−′ + = =  
1)

220,5 xy x e−= ;  

2) 20,5y x= ;3) 
2

0,5 xy e−= ;  

4) 
22 xy x e−= ;5) 0,5y x= . 

5 Найти честное  решение дифференци-
ального уравнения  
(2 ) (1 ) 0, (0) 1xy xyx ye dx xe dy y+ + + = =  

1) 0xyy e+ = ; 2) 2 2 0xye x+ − = ; 
3) 2 2 0xyy e x+ + − = ; 4) 2 0xye x+ = ; 
5) xyy e=  

6. Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

( 1)
1

yy x x
x
′

′′ − = −
−

 

1) 4 3/ 8 / 6y x x= − ; 
2) 4 3 2

1 1 2/ 8 / 6 / 2 /y x x C x C x C= − + − + ;    
3) 4

1 2/ 8 /y x C x C= − + ;  
4) 2

1 1 2/ 2 /y C x C x C= − + ; 
5) 1 2/y C x C= + . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

21/ , (1) 3, (1) 1y x y y′′ ′= = =  

1) ln | |y x= − ; 2) ln | | 2y x x= − + ; 
3) ln | |x y= − ;  4) ln | | 2 1y x x= − + + ; 
5) ln | | 1y x= − +  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

3/ 21/(cos 2 )y y x′′ + =  

1) 1 2cos sin cos 2y C x C x x= + + ;    
2) 1 2cos siny C x C x= + ;  

3) 1 2cos sin cosy C x C x x= + − ; 

4) 1 2cos sin cos 2y C x C x x= + − ;  

5) 1 2cos sin sin 2y C x C x x= + − . 
9 Найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  
34 6 (6 1) xy y y x e′′ ′+ − = +  

1) 3 2
1 2

x xy C e C e−= + ;2) 3 2
1 ( 1)x xy C e x e−= + −  

3) 3 3
1 2

x xy C e C e x− −= +  
4) 3 2 3

1 2
x x xy C e C e xe−= + +  

5) 3 2 3
1 2 ( 1)x x xy C e C e x e−= + + −  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

' 4 ,
' 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 3 5 3 5
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  

2) 3 5 3
1 2 1,t t tx C e C e y C e= − =  

3) 3 5 3 5
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= − = −   

4) 3 5
1 1 2, t tx C y C e C e= = −  

5) 3 3
1 1,t tx C e y C e= =  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 10 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

1/ 4y =  решением уравнением 
4 4 1y y y′′ ′− + =  

 

2. Найти частное решение (частный 
интеграл) уравнения 

2
' , (0) 1

1
xy y

x
= =

−
 

1) 2y x= + ; 2) 21 2y x= − − + ; 3) 21y x= − − ;  
4) 2y = + ; 5) y C= . 

3. Найти частное решение (частный 
интеграл) уравнения 

sin , ( / 2) 2 /xy y x y π π′ + = =  

1) 1/y x= ; 2) (1 cos )y x= − ;   3) (1 cos ) /y x x= − ; 
4) (1 cos ) /y x x= + ;5) (1 sin ) /y x x= −  

4. Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  

2 2xdy ydx x y dx− = +  

1) 2y Cx= ;  2) 2 2 2x y Cx+ = ; 

3) 2y x Cx+ = ; 4) 2 2 1y x y+ + = ; 

5) 2 2 2y x y Cx+ + = . 
5. Найти общее решение дифферен-

циального уравнения  
2/ / 0dx y xdy y− =  

1) /x y C= ; 2) 2 /x y C= ;3) 2/x y C= ; 
4) x C= ; 5) y C=  

6. Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  

2cosy x′′ =  

1) 1y C x= ; 
2) 1 2y C x C= + ;    
3) 1 2cos 2 / 8y x C x C= + + ;  
4) 2

1 2/ 4 cos 2 / 8y x x C x C= − + + ; 
5) 2

1 2/ 4y x C x C= + + . 
7. Найти частное решение диффе-

ренциального уравнения  
3 1, (1) 1, (1) 0y y y y′′ ′= − = =  

1) 22y x x= − ; 2) 2y x= ; 

3) 22x y y= − ;  4) 2x y= ; 
5) y x=  

8. Найти общее решение однородно-
го дифференциального уравнения  

31/ cosy y x′′ + =  

1) 1 2sin cosy C x C x= + ;    
2) 1 2sin cos 1/(2cos )y C x C x x= + + ;  
3) cosy C x= ; 
4) sin 1/(2cos )y C x x= + ; 5) 1/(2cos )y x= . 

9 Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  
4 4 25cosy y y x′′ ′− + = −  

1) 3cos 4siny x x= +  
2) / 2 / 2

1 2 3cosx xy C e C xe x= + +  
3) / 2

2 3cos 4sinxy C xe x x= + +  
4) / 2 / 2

1 2
x xy C e C xe= +  

5) / 2 / 2
1 2 3cos 4sinx xy C e C xe x x= + + +  

10 Решить систему дифференциаль-
ных уравнений  

' cos ,
' sin .

x y t
y x t
− = −

 + =
 

1) 1 2 1 2cos , sintx C C t t y C C t= + − = − + +  
2) sin cos , cos sintx C t t t y C t t= − = +  
3) cos cos , sin sintx C t t t y C t t= − = − + ;  
4) 1 2 1 2cos sin , sin cos sintx C t C t y C t C t t= + = − + +  
5) 1 2 1 2cos sin cos , sin cos sintx C t C t t t y C t C t t= + − = − + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 11  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 2xy Ce−=  реше-

нием уравнением ' 2 0y y+ =  
 

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

( 1) 0xydx x dy+ + =  

1) ( 1) xy C x e−= + ; 2) xy Ce−= ; 
3) xy C e= + ; 4) 1y x= + ; 5) y C= . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

/' y xxy y xe= −  

1) ln /y y x= ;   2) ln /x C y x= ;    
3) / lny xe Cx− = ;4) / lny x Cx− = ; 
5) /C y x= . 

4. Решить задачу Коши 
4' 2 2 , (1) 0xy y x y− = =  

 

1) 4 2y x x= − ;   2) 2y Cx= ;    
3) 2y x= ;4) 2 4x y y= − ; 
5) 4y x= . 

5 Решить дифференциальное уравнение 
( sin ) ( cos ) 0x ye y y dx e x x y dy+ + + + + =  

1) / 4y y C+ = ; 2) 4 / 4y C= ; 
3) 4ln / 4y x y C+ = ; 4) lny x C=  
5) ln 0y x C− =  

6. Найти частное решение дифференциального урав-
нения sin , (0) 1, '(0) 0, (0) 0y x y y y′′′ ′′= = = =  

1) siny x= ;2) 2cos / 2y x x= + ;    
3) cosy x= ; 4) cosy x x= + ; 
5) 2 / 2y x= . 

7. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

2(1 ) 2x y xy′′− − =  

1) 2arcsiny x C= + ;  
2) 1 2arcsiny C x C= + ; 
3) arcsiny C x= ; 
4) 2

1 2arcsin arcsiny x C x C= + + ; 
5) 1 2 arcsiny C C x= +  

8 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2 1y y x′′ ′+ = −  

1) 2
1 2 3y C C x x= + + −  

2) 2
1 2

xy C C e x−= + +  
3) 2

1 2 3xy C C e x x−= + + −  
4) 2 3y x x= −  
5) 2

1 23y C x xC= −  
9 Решить дифференциальное уравнение 

2
xey y y

x
′′ ′− + =  

1)  1 2( ln | | )xy e x x C C x= + + ; 
2) 1ln | |y x x C= +  3) 1 2y C C x= +  
4) ln | |xy e x x= ;  
5) 1 2( )xy e C C x= +  

10 Решить систему дифференциальных уравнений  
' 2 ,
' 3 4 .

x x y
y x y
= +

 = +
 

1) 1 2 1 2,tx C C e y C C= + = +  
2) 5 5

1 2 1 2, 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
3) 5

1 2 1 2, 3t t tx C e C e y C C e= + = +  
4) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
5) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  



 

404 

Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 12  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3y Cx=  решением уравнением 
3 ' 0y xy− =  

 

2. Найти частное решение (чстный ин-
теграл) дифференциального уравне-
ния  

' 2, (0) 1y ctgx y y+ = = −  

1) siny x= ; 2) 3cos 2y x= − + ; 3) cosy x= − ; 4) sin 1y x= − + ; 
5) siny xC= . 

3. Найти общее решение (общий инте-
грал) дифференциального уравнения  

2 2 ' 'y x y xyy+ =  

1) /y xCy e= ;   2) /y xx Ce= ;   3) /y xe C− = ;4) xe C y= ; 
5) xC y= . 

4. Решить задачу Коши 
2

' 0, (1) 1/(2 )xxy y xe y e−+ + = =  
 

1)
2xy e−= ;   2) 2y x= ;   3) xy e= ;4) 

2

/ 2xy e x−= ; 

5) 
4xy e= . 

5 Решить дифференциальное уравне-
ние 

2(10 8 1) (5 8 3) 0xy y dx x x dy− + + − + =  

1) 2 ln( / )x y C y= ; 2) 2 ln( / )y x C x= ; 
3) lnx y= ; 4) lny C x= ; 5) y Cx=   

6 Найти частное решение дифферен-
циального уравнения 

, (0) 1, '(0) 0xy xe y y′′ = = =  

1) ( 2) 3xy e x x= − + + ; 2) cosxy e x= ;    
3) ( 2)xy e x= − ; 4) 3y x= + ; 
5) 2y x= − . 

7 Найти частное решение дифферен-
циального уравнения  

, (0) 0, '(0) 1yy y e y y′′ ′= = =  

1) lny x= ; 2) ln |1 |y x= − ; 
3) ln |1 |, 0y x y= − − = ; 
4) ln | |, 0y x y= = ;5) 0y =  

8 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

2 5 10 cos 2xy y y e x−′′ ′− + =  

1) 1 2( cos 2 sin 2 ) cos 2x xy e C x C x e x−= + + ; 
2) 1 2cos 2 sin 2 cos 2xy C x C x e x= + + ; 
3) 1 cos 2xy C e x−= + ; 
4) 1( cos 2 sin 2 cos 2 )xy e C x x x= + +  
5) 1 23 cos 2xy C e xC x−= − +  

9 Решить дифференциальное уравне-
ние  

3 2 1/( 1)xy y y e′′ ′+ + = +  

1) 2( ) ln( 1)x x xy e e e− −= + + ; 
2) 2

1 2ln x x xy e C e C e− −= + + ; 
3) 2 2

1 2( ) ln( 1)x x x x xy e e e C e C e− − − −= + + + +  
4) 2

1 2
x xy C e C e− −= + 5) 2

1 2ln( 1)x x xy e C e C e− −= + + +  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
' 2 sin ,
' 4 2 cos .

x x y t
y x y t
= − − +

 = − + +
 

1) 1 2 1 2, 2 (2 1)x C C t y C C t= + = − + +  
2) 1 2 1 2, 2 (2 1) 2cosx C C t y C C t t= + + = − + + −  
3) 1 2 1 22sin , 2 (2 1)x C C t t y C C t= + + = − + +  
4) 1 2 1 2, 2 (2 1) 3sin 2cosx C C t y C C t t t= + = − + + − −  
5) 1 2 1 22sin , 2 (2 1) 3sin 2cosx C C t t y C C t t t= + + = − + + − −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 
Вариант 13  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Проверить, является ли функция 1y
x

=  

решением уравнением 2'xy y y+ =  

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения  

3 3( 2 ) ( 2 ) 0x x dx y y dy+ + + =  

1) 4y C= ; 2) 2 2 4 4x y x y C+ + + = ;  
3) 2 2y C x y= − − ; 4) 2 2y Cx y= + ; 
5) 2 2 4 4x y x y C− − − = . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения  

' cos ln( / )xy y y x=  

1) ln /Cy y x= ;  2) 1( ln )
2

ctg y x= ;    

3) (ln / ) lntg y x x= ;4) / lny x Cx− = ; 

5) 1( ln ) ln
2

yctg Cx
x

=  

4. Решить задачу Коши 
3 2' 4 3 , (2) 1xy x y y y+ = + =  

 

1) 3 2x y y= + ;   2) 2 3y x x= + ;    
3) 2y x x= + ;4) 2 4y x x= − ;  
5) 2y x= . 

5 Найти частное решение дифференциально-
го уравнения 

( ) 0, (0) 0x xye dx y e dy y+ + = =  

1) 3 / 2xye = ; 2) 2 / 2 1/ 2xe y+ = ; 
3) 2 / 2 1/ 2y y+ = ;4) 2 / 2 3 / 2y = ; 
5) 2 3 / 2xye y+ =  

6. Найти общее решение дифференциального 
уравнения cosy x x′′′ = +  

1) siny x= ; 2) 4
1 2siny x x C x C= − + + ;    

3) 4 2
1

1 sin
24

y x x C x= − + ;  

4) 4 2
1 2 3

1 sin
24

y x x C x C x C= − + + + ; 

5) 4 1 2/ 24 siny x x C x C= − + + . 
7. Найти общее решение (общий интеграл) 

дифференциального уравнения  
3 2 1x y x y′′ ′+ =  

1) 1 2ln 1/y C x x C= + + ;  
2) 1 2lny C x C= + ;3) 1 lny C x= ;  
4) 1 2 /y C C x= + ;5) lny C x=  

8. 1
sin

y y
x

′′ + =  1) 1 2( ln | sin |) ( ) cosy C x C x x= + + − ;    
2) 1 2( ln | sin |)sin ( )y C x x C x= + + − ; 
3) 1 2( ln | sin |)sin ( ) cosy C x x C x x= + + − ; 
4) 1 2sin cosy C x C x= + ; 5) 1 2y C C= + . 

9 Найти общее решение дифференциального 
уравнения  

12 36 14 xy y y e′′ ′− + =  

1) 6 6 2 6
1 2 7x x xy C e C xe x e= + +  

2) 6 2
1 2

xy C C e x= + +  
3) 6 6 2

1 2 3x xy xe C C e x x= + + −  
4) 2 67 xy x e= 5) 6 2 6

1 2
x xy e C x e C= −  

10 Решить систему дифференциальных урав-
нений  

' ,
' 4 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 1 2 1 2,tx C C e y C C= + = +  
2) 5 5

1 2 1 2, 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
3) 5

1 2 1 2, 3t t tx C e C e y C C e= + = +  
4) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
5) 5 5

1 2 1 2, 4t tx C C e y C C e= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 14  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3siny x=  решением уравнением 
' 1y tgx y− =  

 

2. Решить задачу Коши 
2 2( ) ( ) 0, (0) 1xy x dx x y y dy y+ + − = =  

1) 2 1y = ; 2) 2 2 22 /(1 )x y x+ = − ;  
3) 2 21 2 /(1 )y x+ = − ; 4) 2 21 x y= + ; 5) 2 2 1x y− = . 

3. Решить задачу Коши 
( ' ) / , (1) 0xy y arctg y x x y− = =  1) 2 2

y yarctg
x xx y e+ = ; 2) ln y x

x y
= ;    

3) (ln / ) ln xtg y x
y

= ;4) /y x Cx= ; 

5) 
y yarctg
x x ye

x
=  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

'y y x y+ =  

1) / 2 / 2( 2 )x x xy xe e C e−= − + ;    
2) / 2xy xe C= + ; 3) / 22 xy e C= + ;  
4) 2 / 2 2x xy x e e−= − ;5) / 2xy Ce= . 

5 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения 

2 3(3 sin ) ( cos ) 0x y x dx x y dy+ + − =  

1) 3 cosx y x C− = ; 
2) 3 cos sinx y x y C− − = ; 
3) 3 sinx y y C− = ; 4) 3x y C=  
5) 3 cos sinx y x y C+ + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения siny x x′′′ =  

1) siny x x= − ; 
2) 1 2cosy x x C x C= − + + ;    
3) 1siny x C= − + ; 4) 2

1siny x C x= − + ; 
5) 1 2sin 2cosy x x x C x C= − − + + . 

7. Решить задачу Коши 
2' 2 0, (0) 1, '(0) 1y yy y y′′+ = = =  

1) 2/3(1 3 / 2)y x= + ;  
2) 1 3 / 2y x= ± ; 3) 2y = ;  
4) 2 /3(1 3 / 2) , 1y x y= ± = ; 5) 1y =  

8 Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

2 3 1xy y y e x−′′ ′+ + = +  

1) 1 2( )xy e C C x−= + ; 2) 5/ 2(4( 1) / 5)xy e x−= + ;  
3) 5/ 2

1 2(4( 1) / 5 )y x C C x= + + + ; 
4) 5/ 2

1 2(4( 1) / 5 )xy e x C C x−= + + + ; 5) xy e Cx−= . 
9 Найти общее решение дифференци-

ального уравнения  
3 2 3cos 19siny y y x x′′ ′− + = +  

1) 6 6
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 6

1 2 cosx xy C e C e x= + +  
3) 2

1 2 6cos sinx xy C e C e x x= + + +  
4) 2x xy e e= + 5) 2

1 2
xy C x e C= −  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

' 2 2 ,
' 3 4 .

t

t

x x y e
y x y e

−

−

 = − − +


= + +
 

1) 2 ,t tx e y e− −= − =  
2) 2 2

1 2 1 22 2 , 3t t t t t tx e C e C e y e C e C e− −= − + + = − −  
3) 2 2

1 2 1 22 , 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
4) 22 2 ,t t t tx e C e y e C e− −= − + = −  
5) 2 2

1 2 1 22 ,t t t t t tx e C e C e y e C e C e− −= − + − = − +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 15  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция (5 ln )y x x= −  

решением уравнением ( ) 0x y dx xdy− + =  
 

2. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения 
sin ' cos 2cosxy y x x= +  

1) sin 2y C x= − ; 2) cosy C x= ;  
3) sin 2y x= + ; 4) sin cosC x x= + ; 
5) cos 2y C x= + . 

3. Решить задачу Коши 
2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) 0, (1) 1y xy x dx x xy y dy y− − + − − = = −  

1) y x= ; 2) lny x= ;    
3) y x= − ;4) y Cx= ; 
5) 1Cx y+ =  

4. Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2' 2 xy y y e+ =  

1) 2x xy Ce e= + ; 2) / 2xy Ce= ;    
3) xy e= ; 4) 21/( )x xy Ce e= + ; 
5) 2x xy e Ce= + . 

5 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2 3( 3 ) ( 4 ) 0x y x ye x dx e y dy+ ++ + + =  

1) 3 4x ye x y C+ + + = ;2) 3 4x y C+ = ; 
3) x ye C+ = ; 4) 3x ye x C+ + = ;  
5) 4x ye y C+ + =  

6. Решить задачу Коши 
cos , (0) , '(0) 1xy x e y e yπ− −′′ = + = − =  

1) cosy x= − ; 
2) cos 2xy x e x e π− −= − + + − ;    
3) cos 2y x x e π−= − + − ;  
4) cosy x e π−= − + ; 
5) 1 2y e C x Cπ−= + + . 

7. Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

'xy y′′ =  

1) 2 / 2y x= ;  
2) 1 2y C C= + ;3) 1y C= ;  

4) 
2

1 22
xy C C= + ;5) 

2

1 2
xy C=  

8. Найти общее решение однородного дифференци-
ального уравнения  

22 ' xy y y x e−′′ − + =  

1) 1 2lny C x C x= − + ;    
2) 1 2( ) xy C C x e= + ; 3) xy e= ; 
4) 1 2( ) xy C C e= + ;  
5) 1 2( ln ) xy C x C x e= − + . 

9 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

28 17 10 xy y y e′′ ′− + =  

1) 4 4
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 4 2

1 2( cos sin ) 2x xy e C x C x e= + +  
3) 4

1 2( cos sin )xy e C x C x= +  
4) 2cos sin 2 xy x x e= + +  
5) 22 xy e=  

10 Решить систему дифференциальных уравнений  
' 2 ,
' .

x x
y y
= −

 =
 

1) 2
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

2) 2
2 1 2,t tx C e y C e C−= = +  

3) 4 4
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

4) 1 1, tx C y C e= =  
5) 1 2 1 2,x C C y C C= + = +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 16 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

25
3

x
x ey e−= +  решением уравнением 

(2 ) 0xdy y e dx+ − =  

 

2. Решить задачу Коши 

' , ( ) 1
ln

yxy y e
x

= =  

1) lny C x= ; 2) lny x= ;  
3) lny x C= + ; 4) lnx y= ; 5) ln 1y x= + . 

3. Решить задачу Коши 
2 2( ) 2 , (4) 0y x dx xydy y+ = =  

1) 2 2( 2) 4x y− − = ; 2) 2( 2)y x= − ;    
3) 2x y− = ;4) 2( 2)x y= − ; 
5) 2 2( 2) 4x y− + =  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

5 3' 2 0xxy y x y e+ + =  

1) 21/( 2( ))xy x e C= + ;  

2) 21/( 2)y x= ;3) 21/ xy x e= ;  

4) 1/ ( )xy C e= + ;5) 2y x= . 
5. Решить задачу Коши  

2 2( ) (2 ) 0,
(0) 0

yx y y dx xy x e dy
y

+ + + + + =
=

 

1) 3 2/ 3 1x xy xy+ + = ; 2) 1yxy e+ = ; 
3) 3 / 3 1yx e+ = ; 4) 3 / 3 1yx xy e+ + =  
5) 3 2/ 3 1yx xy xy e+ + + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

21/y x′′ =  

1) lny x= − ; 
2) ln | |y x C= − + ;    
3) ln | | 2 5y x x= − + + ;  
4) ln | | 5y x= − + ; 
5) 2 5y x= + . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

2 , (0) 2, '(0) 2y y y y′′ = − = =  

1) 2cosy x= ;  
2) 2siny x= ;3) 2y = ;  
4) 2cos 2y x= + ;5) 2sin 2y x= +  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

2 34 ' 4 /xy y y e x−′′ + + =  

1) 2
1 2( )xy e C C x−= + ;    

2) 2
1 2( 1/ )xy e C C x x−= + + ;  

3) 2
1 2( 1/ 2 )xy e C C x x−= + + ; 

4) 2 / 2xy e x−= ; 5) 2 ( 1/ 2 )xy e C x−= + . 
9 Найти общее решение дифференци-

ального уравнения  
14 49 144sin 7y y y x′′ ′− + =  

1) 7 7
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 7 7

1 2 2cos 7x xy C e C xe x= + +  
3) 2cos 7y x= 4) 7 7x xy e xe= +  
5) 1 2cos 7y C x= +  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

3

3

' ,
' 2 .

t

t

x y e
y x e

 = − +


= − +
 

1) 1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e− −= + = − +  
2) 3 3

1 2 1 2, 5t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
3) 3 3

1 2 1 2/ 8, 5 / 8t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
4) 1 2 1 21/ 8, 5 / 8t t t tx C e C e y C e C e− −= + + = − + +  
5) 3 3

1 2 1 23 / 8, / 8t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 17 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

2 3y x= +  решением уравнением 
xy y′′ ′=  
 

 

2. Найти общее решение (общий инте-
грал) уравнения 

2

4'
4

y
x

=
−

 

1) ln | 2 |y x C= − + ; 2) lny x= ;  
3) ln | ( 2) /( 2) |y x x C= − + + ;  
4) ln |1/( 2) |y x C= + + ; 5) ln | 2 |y x= + . 

3. Решить задачу Коши 

, (1) 1y xy y
x y

′ = + =  

1) 2 2( 2) 4x y− − = ; 2) 2 2y x= ;    
3) 2 2 ln 1y x= + ;4) 2 lnx y= ; 
5) 2 2 (2 ln 1)y x x= +  

4. Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

2 2 2(1 ) 2 (1 )x y xy x′+ − = +  

1) 2( )(1 )y C x x= + + ;  
2) y C x= + ;3) 2y C x= + ;  
4) 21y x= + ;5) 2( 1)( 1)x C y= + + . 

5 Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения 

2 22 cos (2 sin 2 ) 0x ydx y x y dy+ − =  

1) 2 21/( ( ))y x x C= − + ; 2) 21/( )y x C= − + ; 
3) 21/y x= − ; 4) 4/y C x= − ;  
5) 2/( 1)y C x= − +   

6 Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

2y ctgx y′′ ′+ =  

1) 1 siny C x= ; 
2) 12 siny x C x= + ;    
3) 1 22 siny x C x C= + + ;  
4) 1 2y C C= + ; 
5) 2y x= . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

21 cos ( / 2), (0) 0, '(0) 1y x y y′′ = = =  

1) y x= ; 2) 4 ln | co s / 2 |y x x= − + ;  3) 
cos / 2y x= ;  

4) 4 ln | co s / 2 |y x= − ;5) ln | co s / 2 |y x=  
8. Найти общее решение однородного 

дифференциального уравнения  
2 cos( )x xy y e e′′ ′− =  

1) cos( ) sin( )x xy e e= + ;    
2) cos( )xy C e= + ; 3) cos( )xy e= − ; 
4) 1 2 cos( )x xy C C e e= + − ;  
5) 1 2

xy C C e= + . 
9 Найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  
4 15 xy y e′′ + =  

1) 4
1 2

xy C C e−= + ;2) 4
1 2 3x xy C C e e−= + + ; 

3) 3 xy e= ; 4) 4
1 2

x xy C e C xe−= + ; 
5) 1 2

xy C C e= +  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
' 4 8 ,
' 8 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 4 12
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

2) 12
2 1 2, tx C y C e C= = +  

3) 12 12
1 1,t tx C e y C e= = −   

4) 4 12 4 12
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e− −= + = −  

5) 4 4 4 4
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e e C− −= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 18 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3

1
12
xy = +  решением уравнением 
2 2( )y y′′ =  

 

2. Решить задачу Коши 
' 1, ( 2) 1y tgx y y π− = =  

1) siny x= ; 2) 2sin 1y x= − ;  
3) cosy x= ;  
4) cos 1y x= + ; 5) 2cos 1y x= − . 

3. Решить задачу Коши 
1/ 2(1 ln ), (1)yxy y y e

x
−′ = + =  

1) / 2xx ye= ; 2) y x= ;    
3) / 2xy e−= ;4) / 2xy xe−= ;5) xy e=  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

22 3xy y x′ − =  

1) 2y C x x= + ;  
2) 2y x= ;3) 2y Cx= ;  
4) y C x= ;5) 2y Cx x= − . 

5 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения 

3(1/ 4) ( 1/ 3 ) 0x y dx y xy dy− + + − − =  

1) ln | / |x y C= ; 2) 3ln | / |x y xy C− = ; 
3) ln | / | 4x y x C+ = ; 4) 3 4xy x C+ =  
5) 3ln | / | 4x y xy x C− + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

cos3y x′′′ =  

1) sin 3 / 27y x= − ; 
2) 2

1 / 2y C x= ;    
3) 2

1 2 3sin 3 / 2 7 / 2y x C x C x C= − + + + ;  
4) 2

1sin 3 / 2 7 / 2y x C x= − + ; 
5) 3sin 3 / 27y x C= − + + . 

7. Найти частное решение дифферен-
циального уравнения  

1 , (0) '(0) 0y y y y′′ = = =  

1) 3/ 42 / 3x y= ; 2) 3/ 42 / 3y x= ; 
3) 3/ 42 / 3x y C= + ; 4) 2 / 3y x= ;5) 3/ 4y x=  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

22 / 4xy y y e x′′ ′− + = −  

1) 24 arcsin( / 2)y x x x= − + ;    
2) 2( 4 arcsin( / 2))xy e x x x= − + ;  
3) 2( 4 arcsin( / 2))xy e C x x x= + − + ;  
4) 1 2( )xy e C C x= + ;  

5) 2
1 2( 4 arcsin( / 2))xy e C C x x x x= + + − + . 

9 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

4 8 16y y x′′ ′− = −  

1) 4
1 2

xy C C e= + ;2) 4 2
1 2 2xy C C e x x= + + −  

3) 2
1 2y C x x= + − ; 4) 4

1 2
xy C C e x= + −  

5) 22y x x= −  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
5 ' 2 ' 4 ,

' 8 3 5 .

t

t

x y x y e
x x y e

−

−

 − + − =


+ − =
 

1) 2 2
1 2 1 22 , 3 2t t t t t tx e C e C e y e C e e C− − − −= − − = − −  

2) 2 22 , 3 2t t t tx e Ce y e e C− − − −= + = +  
3) 2 2

1 2 1 2, 2t t t tx C e C e y C e e C− −= + = +   
4) 2 , 3t tx e y e− −= =  
5) 2 2

1 2 1 22 , 3 2t t t t t tx e C e C e y e C e e C− − − −= + + = + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 
Вариант 19 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

34 2x xy e e= +  решением уравнением 
4 3 0y y y′′ ′− + =  

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) 
уравнения 

2' cosy y x=  

1) 1/( sin )y C x= − ; 2) 1/ cosy x= ;  
3) cosy x= ;  
4) 1/(cos )y x C= + ; 5) 1/y C= . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) 
уравнения 

2 2( 2 )x xy y xy y′− = −  

1) / 2 lnx y x y+ = ; 2) /x y C= ;    
3) / 2 ln / lnx y y x Cx+ = − ; 
4) 2 ln /y y x= ;5) / lnx y Cx= −  

4. Решить задачу Коши 
2

2 , (0) 0xy xy xe y−′ + = =  
1)

220,5 xy x e−= ;  

2) 20,5y x= ;3) 
2

0,5 xy e−= ;  

4) 
22 xy x e−= ;5) 0,5y x= . 

5 Найти честное  решение дифференци-
ального уравнения  
(2 ) (1 ) 0, (0) 1xy xyx ye dx xe dy y+ + + = =  

1) 0xyy e+ = ; 2) 2 2 0xye x+ − = ; 
3) 2 2 0xyy e x+ + − = ; 4) 2 0xye x+ = ; 
5) xyy e=  

6. Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

( 1)
1

yy x x
x
′

′′ − = −
−

 

1) 4 3/ 8 / 6y x x= − ; 
2) 4 3 2

1 1 2/ 8 / 6 / 2 /y x x C x C x C= − + − + ;    
3) 4

1 2/ 8 /y x C x C= − + ;  
4) 2

1 1 2/ 2 /y C x C x C= − + ; 
5) 1 2/y C x C= + . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

21/ , (1) 3, (1) 1y x y y′′ ′= = =  

1) ln | |y x= − ; 2) ln | | 2y x x= − + ; 
3) ln | |x y= − ;  4) ln | | 2 1y x x= − + + ; 
5) ln | | 1y x= − +  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

3/ 21/(cos 2 )y y x′′ + =  

1) 1 2cos sin cos 2y C x C x x= + + ;    
2) 1 2cos siny C x C x= + ;  

3) 1 2cos sin cosy C x C x x= + − ; 

4) 1 2cos sin cos 2y C x C x x= + − ;  

5) 1 2cos sin sin 2y C x C x x= + − . 
9 Найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  
34 6 (6 1) xy y y x e′′ ′+ − = +  

1) 3 2
1 2

x xy C e C e−= + ;2) 3 2
1 ( 1)x xy C e x e−= + −  

3) 3 3
1 2

x xy C e C e x− −= +  
4) 3 2 3

1 2
x x xy C e C e xe−= + +  

5) 3 2 3
1 2 ( 1)x x xy C e C e x e−= + + −  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

' 4 ,
' 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 3 5 3 5
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  

2) 3 5 3
1 2 1,t t tx C e C e y C e= − =  

3) 3 5 3 5
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= − = −   

4) 3 5
1 1 2, t tx C y C e C e= = −  

5) 3 3
1 1,t tx C e y C e= =  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 20 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

1/ 4y =  решением уравнением 
4 4 1y y y′′ ′− + =  

 

2. Найти частное решение (частный 
интеграл) уравнения 

2
' , (0) 1

1
xy y

x
= =

−
 

1) 2y x= + ; 2) 21 2y x= − − + ; 3) 21y x= − − ;  
4) 2y = + ; 5) y C= . 

3. Найти частное решение (частный 
интеграл) уравнения 

sin , ( / 2) 2 /xy y x y π π′ + = =  

1) 1/y x= ; 2) (1 cos )y x= − ;   3) (1 cos ) /y x x= − ; 
4) (1 cos ) /y x x= + ;5) (1 sin ) /y x x= −  

4. Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  

2 2xdy ydx x y dx− = +  

1) 2y Cx= ;  2) 2 2 2x y Cx+ = ; 

3) 2y x Cx+ = ; 4) 2 2 1y x y+ + = ; 

5) 2 2 2y x y Cx+ + = . 
5. Найти общее решение дифферен-

циального уравнения  
2/ / 0dx y xdy y− =  

1) /x y C= ; 2) 2 /x y C= ;3) 2/x y C= ; 
4) x C= ; 5) y C=  

6. Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  

2cosy x′′ =  

1) 1y C x= ; 
2) 1 2y C x C= + ;    
3) 1 2cos 2 / 8y x C x C= + + ;  
4) 2

1 2/ 4 cos 2 / 8y x x C x C= − + + ; 
5) 2

1 2/ 4y x C x C= + + . 
7. Найти частное решение диффе-

ренциального уравнения  
3 1, (1) 1, (1) 0y y y y′′ ′= − = =  

1) 22y x x= − ; 2) 2y x= ; 

3) 22x y y= − ;  4) 2x y= ; 
5) y x=  

8. Найти общее решение однородно-
го дифференциального уравнения  

31/ cosy y x′′ + =  

1) 1 2sin cosy C x C x= + ;    
2) 1 2sin cos 1/(2cos )y C x C x x= + + ;  
3) cosy C x= ; 
4) sin 1/(2cos )y C x x= + ; 5) 1/(2cos )y x= . 

9 Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  
4 4 25cosy y y x′′ ′− + = −  

1) 3cos 4siny x x= +  
2) / 2 / 2

1 2 3cosx xy C e C xe x= + +  
3) / 2

2 3cos 4sinxy C xe x x= + +  
4) / 2 / 2

1 2
x xy C e C xe= +  

5) / 2 / 2
1 2 3cos 4sinx xy C e C xe x x= + + +  

10 Решить систему дифференциаль-
ных уравнений  

' cos ,
' sin .

x y t
y x t
− = −

 + =
 

1) 1 2 1 2cos , sintx C C t t y C C t= + − = − + +  
2) sin cos , cos sintx C t t t y C t t= − = +  
3) cos cos , sin sintx C t t t y C t t= − = − + ;  
4) 1 2 1 2cos sin , sin cos sintx C t C t y C t C t t= + = − + +  
5) 1 2 1 2cos sin cos , sin cos sintx C t C t t t y C t C t t= + − = − + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 21  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 2xy Ce−=  реше-

нием уравнением ' 2 0y y+ =  
 

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

( 1) 0xydx x dy+ + =  

1) ( 1) xy C x e−= + ; 2) xy Ce−= ; 
3) xy C e= + ; 4) 1y x= + ; 5) y C= . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

/' y xxy y xe= −  

1) ln /y y x= ;   2) ln /x C y x= ;    
3) / lny xe Cx− = ;4) / lny x Cx− = ; 
5) /C y x= . 

4. Решить задачу Коши 
4' 2 2 , (1) 0xy y x y− = =  

 

1) 4 2y x x= − ;   2) 2y Cx= ;    
3) 2y x= ;4) 2 4x y y= − ; 
5) 4y x= . 

5 Решить дифференциальное уравнение 
( sin ) ( cos ) 0x ye y y dx e x x y dy+ + + + + =  

1) / 4y y C+ = ; 2) 4 / 4y C= ; 
3) 4ln / 4y x y C+ = ; 4) lny x C=  
5) ln 0y x C− =  

6. Найти частное решение дифференциального урав-
нения sin , (0) 1, '(0) 0, (0) 0y x y y y′′′ ′′= = = =  

1) siny x= ;2) 2cos / 2y x x= + ;    
3) cosy x= ; 4) cosy x x= + ; 
5) 2 / 2y x= . 

7. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения  

2(1 ) 2x y xy′′− − =  

1) 2arcsiny x C= + ;  
2) 1 2arcsiny C x C= + ; 
3) arcsiny C x= ; 
4) 2

1 2arcsin arcsiny x C x C= + + ; 
5) 1 2 arcsiny C C x= +  

8 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2 1y y x′′ ′+ = −  

1) 2
1 2 3y C C x x= + + −  

2) 2
1 2

xy C C e x−= + +  
3) 2

1 2 3xy C C e x x−= + + −  
4) 2 3y x x= −  
5) 2

1 23y C x xC= −  
9 Решить дифференциальное уравнение 

2
xey y y

x
′′ ′− + =  

1)  1 2( ln | | )xy e x x C C x= + + ; 
2) 1ln | |y x x C= +  3) 1 2y C C x= +  
4) ln | |xy e x x= ;  
5) 1 2( )xy e C C x= +  

10 Решить систему дифференциальных уравнений  
' 2 ,
' 3 4 .

x x y
y x y
= +

 = +
 

1) 1 2 1 2,tx C C e y C C= + = +  
2) 5 5

1 2 1 2, 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
3) 5

1 2 1 2, 3t t tx C e C e y C C e= + = +  
4) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
5) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 22  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3y Cx=  решением уравнением 
3 ' 0y xy− =  
 

 

2. Найти частное решение (чстный ин-
теграл) дифференциального уравне-
ния  

' 2, (0) 1y ctgx y y+ = = −  

1) siny x= ; 2) 3cos 2y x= − + ; 3) cosy x= − ; 4) sin 1y x= − + ; 
5) siny xC= . 

3. Найти общее решение (общий инте-
грал) дифференциального уравнения  

2 2 ' 'y x y xyy+ =  

1) /y xCy e= ;   2) /y xx Ce= ;   3) /y xe C− = ;4) xe C y= ; 
5) xC y= . 

4. Решить задачу Коши 
2

' 0, (1) 1/(2 )xxy y xe y e−+ + = =  
 

1)
2xy e−= ;   2) 2y x= ;   3) xy e= ;4) 

2

/ 2xy e x−= ; 

5) 
4xy e= . 

5 Решить дифференциальное уравне-
ние 

2(10 8 1) (5 8 3) 0xy y dx x x dy− + + − + =  

1) 2 ln( / )x y C y= ; 2) 2 ln( / )y x C x= ; 
3) lnx y= ; 4) lny C x= ; 5) y Cx=   

6 Найти частное решение дифферен-
циального уравнения 

, (0) 1, '(0) 0xy xe y y′′ = = =  

1) ( 2) 3xy e x x= − + + ; 2) cosxy e x= ;    
3) ( 2)xy e x= − ; 4) 3y x= + ; 
5) 2y x= − . 

7 Найти частное решение дифферен-
циального уравнения  

, (0) 0, '(0) 1yy y e y y′′ ′= = =  

1) lny x= ; 2) ln |1 |y x= − ; 
3) ln |1 |, 0y x y= − − = ; 
4) ln | |, 0y x y= = ;5) 0y =  

8 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

2 5 10 cos 2xy y y e x−′′ ′− + =  

1) 1 2( cos 2 sin 2 ) cos 2x xy e C x C x e x−= + + ; 
2) 1 2cos 2 sin 2 cos 2xy C x C x e x= + + ; 
3) 1 cos 2xy C e x−= + ; 
4) 1( cos 2 sin 2 cos 2 )xy e C x x x= + +  
5) 1 23 cos 2xy C e xC x−= − +  

9 Решить дифференциальное уравне-
ние  

3 2 1/( 1)xy y y e′′ ′+ + = +  

1) 2( ) ln( 1)x x xy e e e− −= + + ; 
2) 2

1 2ln x x xy e C e C e− −= + + ; 
3) 2 2

1 2( ) ln( 1)x x x x xy e e e C e C e− − − −= + + + +  
4) 2

1 2
x xy C e C e− −= + 5) 2

1 2ln( 1)x x xy e C e C e− −= + + +  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
' 2 sin ,
' 4 2 cos .

x x y t
y x y t
= − − +

 = − + +
 

1) 1 2 1 2, 2 (2 1)x C C t y C C t= + = − + +  
2) 1 2 1 2, 2 (2 1) 2cosx C C t y C C t t= + + = − + + −  
3) 1 2 1 22sin , 2 (2 1)x C C t t y C C t= + + = − + +  
4) 1 2 1 2, 2 (2 1) 3sin 2cosx C C t y C C t t t= + = − + + − −  
5) 1 2 1 22sin , 2 (2 1) 3sin 2cosx C C t t y C C t t t= + + = − + + − −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 
Вариант 23  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. 

Проверить, является ли функция 1y
x

=  

решением уравнением 2'xy y y+ =  

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения  

3 3( 2 ) ( 2 ) 0x x dx y y dy+ + + =  

1) 4y C= ; 2) 2 2 4 4x y x y C+ + + = ;  
3) 2 2y C x y= − − ; 4) 2 2y Cx y= + ; 
5) 2 2 4 4x y x y C− − − = . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения  

' cos ln( / )xy y y x=  

1) ln /Cy y x= ;  2) 1( ln )
2

ctg y x= ;    

3) (ln / ) lntg y x x= ;4) / lny x Cx− = ; 

5) 1( ln ) ln
2

yctg Cx
x

=  

4. Решить задачу Коши 
3 2' 4 3 , (2) 1xy x y y y+ = + =  

 

1) 3 2x y y= + ;   2) 2 3y x x= + ;    
3) 2y x x= + ;4) 2 4y x x= − ;  
5) 2y x= . 

5 Найти частное решение дифференциально-
го уравнения 

( ) 0, (0) 0x xye dx y e dy y+ + = =  

1) 3 / 2xye = ; 2) 2 / 2 1/ 2xe y+ = ; 
3) 2 / 2 1/ 2y y+ = ;4) 2 / 2 3 / 2y = ; 
5) 2 3 / 2xye y+ =  

6. Найти общее решение дифференциального 
уравнения cosy x x′′′ = +  

1) siny x= ; 2) 4
1 2siny x x C x C= − + + ;    

3) 4 2
1

1 sin
24

y x x C x= − + ;  

4) 4 2
1 2 3

1 sin
24

y x x C x C x C= − + + + ; 

5) 4 1 2/ 24 siny x x C x C= − + + . 
7. Найти общее решение (общий интеграл) 

дифференциального уравнения  
3 2 1x y x y′′ ′+ =  

1) 1 2ln 1/y C x x C= + + ;  
2) 1 2lny C x C= + ;3) 1 lny C x= ;  
4) 1 2 /y C C x= + ;5) lny C x=  

8. 1
sin

y y
x

′′ + =  1) 1 2( ln | sin |) ( ) cosy C x C x x= + + − ;    
2) 1 2( ln | sin |)sin ( )y C x x C x= + + − ; 
3) 1 2( ln | sin |)sin ( ) cosy C x x C x x= + + − ; 
4) 1 2sin cosy C x C x= + ; 5) 1 2y C C= + . 

9 Найти общее решение дифференциального 
уравнения  

12 36 14 xy y y e′′ ′− + =  

1) 6 6 2 6
1 2 7x x xy C e C xe x e= + +  

2) 6 2
1 2

xy C C e x= + +  
3) 6 6 2

1 2 3x xy xe C C e x x= + + −  
4) 2 67 xy x e= 5) 6 2 6

1 2
x xy e C x e C= −  

10 Решить систему дифференциальных урав-
нений  

' ,
' 4 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 1 2 1 2,tx C C e y C C= + = +  
2) 5 5

1 2 1 2, 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
3) 5

1 2 1 2, 3t t tx C e C e y C C e= + = +  
4) 5 5

1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
5) 5 5

1 2 1 2, 4t tx C C e y C C e= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 24  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3siny x=  решением уравнением 
' 1y tgx y− =  

 

2. Решить задачу Коши 
2 2( ) ( ) 0, (0) 1xy x dx x y y dy y+ + − = =  

1) 2 1y = ; 2) 2 2 22 /(1 )x y x+ = − ;  
3) 2 21 2 /(1 )y x+ = − ; 4) 2 21 x y= + ; 5) 2 2 1x y− = . 

3. Решить задачу Коши 
( ' ) / , (1) 0xy y arctg y x x y− = =  1) 2 2

y yarctg
x xx y e+ = ; 2) ln y x

x y
= ;    

3) (ln / ) ln xtg y x
y

= ;4) /y x Cx= ; 

5) 
y yarctg
x x ye

x
=  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

'y y x y+ =  

1) / 2 / 2( 2 )x x xy xe e C e−= − + ;    
2) / 2xy xe C= + ; 3) / 22 xy e C= + ;  
4) 2 / 2 2x xy x e e−= − ;5) / 2xy Ce= . 

5 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения 

2 3(3 sin ) ( cos ) 0x y x dx x y dy+ + − =  

1) 3 cosx y x C− = ; 
2) 3 cos sinx y x y C− − = ; 
3) 3 sinx y y C− = ; 4) 3x y C=  
5) 3 cos sinx y x y C+ + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения siny x x′′′ =  

1) siny x x= − ; 
2) 1 2cosy x x C x C= − + + ;    
3) 1siny x C= − + ; 4) 2

1siny x C x= − + ; 
5) 1 2sin 2cosy x x x C x C= − − + + . 

7. Решить задачу Коши 
2' 2 0, (0) 1, '(0) 1y yy y y′′+ = = =  

1) 2/3(1 3 / 2)y x= + ;  
2) 1 3 / 2y x= ± ; 3) 2y = ;  
4) 2 /3(1 3 / 2) , 1y x y= ± = ; 5) 1y =  

8 Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

2 3 1xy y y e x−′′ ′+ + = +  

1) 1 2( )xy e C C x−= + ; 2) 5/ 2(4( 1) / 5)xy e x−= + ;  
3) 5/ 2

1 2(4( 1) / 5 )y x C C x= + + + ; 
4) 5/ 2

1 2(4( 1) / 5 )xy e x C C x−= + + + ; 5) xy e Cx−= . 
9 Найти общее решение дифференци-

ального уравнения  
3 2 3cos 19siny y y x x′′ ′− + = +  

1) 6 6
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 6

1 2 cosx xy C e C e x= + +  
3) 2

1 2 6cos sinx xy C e C e x x= + + +  
4) 2x xy e e= + 5) 2

1 2
xy C x e C= −  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

' 2 2 ,
' 3 4 .

t

t

x x y e
y x y e

−

−

 = − − +


= + +
 

1) 2 ,t tx e y e− −= − =  
2) 2 2

1 2 1 22 2 , 3t t t t t tx e C e C e y e C e C e− −= − + + = − −  
3) 2 2

1 2 1 22 , 3t t t tx C e C e y C e C e= + = −  
4) 22 2 ,t t t tx e C e y e C e− −= − + = −  
5) 2 2

1 2 1 22 ,t t t t t tx e C e C e y e C e C e− −= − + − = − +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 25  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция (5 ln )y x x= −  

решением уравнением ( ) 0x y dx xdy− + =  
 

2. Найти общее решение (общий интеграл) диффе-
ренциального уравнения 
sin ' cos 2cosxy y x x= +  

1) sin 2y C x= − ; 2) cosy C x= ;  
3) sin 2y x= + ; 4) sin cosC x x= + ; 
5) cos 2y C x= + . 

3. Решить задачу Коши 
2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) 0, (1) 1y xy x dx x xy y dy y− − + − − = = −  

1) y x= ; 2) lny x= ;    
3) y x= − ;4) y Cx= ; 
5) 1Cx y+ =  

4. Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2' 2 xy y y e+ =  

1) 2x xy Ce e= + ; 2) / 2xy Ce= ;    
3) xy e= ; 4) 21/( )x xy Ce e= + ; 
5) 2x xy e Ce= + . 

5 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

2 3( 3 ) ( 4 ) 0x y x ye x dx e y dy+ ++ + + =  

1) 3 4x ye x y C+ + + = ;2) 3 4x y C+ = ; 
3) x ye C+ = ; 4) 3x ye x C+ + = ;  
5) 4x ye y C+ + =  

6. Решить задачу Коши 
cos , (0) , '(0) 1xy x e y e yπ− −′′ = + = − =  

1) cosy x= − ; 
2) cos 2xy x e x e π− −= − + + − ;    
3) cos 2y x x e π−= − + − ;  
4) cosy x e π−= − + ; 
5) 1 2y e C x Cπ−= + + . 

7. Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

'xy y′′ =  

1) 2 / 2y x= ;  
2) 1 2y C C= + ;3) 1y C= ;  

4) 
2

1 22
xy C C= + ;5) 

2

1 2
xy C=  

8. Найти общее решение однородного дифференци-
ального уравнения  

22 ' xy y y x e−′′ − + =  

1) 1 2lny C x C x= − + ;    
2) 1 2( ) xy C C x e= + ; 3) xy e= ; 
4) 1 2( ) xy C C e= + ;  
5) 1 2( ln ) xy C x C x e= − + . 

9 Найти общее решение дифференциального урав-
нения  

28 17 10 xy y y e′′ ′− + =  

1) 4 4
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 4 2

1 2( cos sin ) 2x xy e C x C x e= + +  
3) 4

1 2( cos sin )xy e C x C x= +  
4) 2cos sin 2 xy x x e= + +  
5) 22 xy e=  

10 Решить систему дифференциальных уравнений  
' 2 ,
' .

x x
y y
= −

 =
 

1) 2
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

2) 2
2 1 2,t tx C e y C e C−= = +  

3) 4 4
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

4) 1 1, tx C y C e= =  
5) 1 2 1 2,x C C y C C= + = +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 26 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

25
3

x
x ey e−= +  решением уравнением 

(2 ) 0xdy y e dx+ − =  

 

2. Решить задачу Коши 

' , ( ) 1
ln

yxy y e
x

= =  

1) lny C x= ; 2) lny x= ;  
3) lny x C= + ; 4) lnx y= ; 5) ln 1y x= + . 

3. Решить задачу Коши 
2 2( ) 2 , (4) 0y x dx xydy y+ = =  

1) 2 2( 2) 4x y− − = ; 2) 2( 2)y x= − ;    
3) 2x y− = ;4) 2( 2)x y= − ; 
5) 2 2( 2) 4x y− + =  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

5 3' 2 0xxy y x y e+ + =  

1) 21/( 2( ))xy x e C= + ;  

2) 21/( 2)y x= ;3) 21/ xy x e= ;  

4) 1/ ( )xy C e= + ;5) 2y x= . 
5. Решить задачу Коши  

2 2( ) (2 ) 0,
(0) 0

yx y y dx xy x e dy
y

+ + + + + =
=

 

1) 3 2/ 3 1x xy xy+ + = ; 2) 1yxy e+ = ; 
3) 3 / 3 1yx e+ = ; 4) 3 / 3 1yx xy e+ + =  
5) 3 2/ 3 1yx xy xy e+ + + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

21/y x′′ =  

1) lny x= − ; 
2) ln | |y x C= − + ;    
3) ln | | 2 5y x x= − + + ;  
4) ln | | 5y x= − + ; 
5) 2 5y x= + . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

2 , (0) 2, '(0) 2y y y y′′ = − = =  

1) 2cosy x= ;  
2) 2siny x= ;3) 2y = ;  
4) 2cos 2y x= + ;5) 2sin 2y x= +  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

2 34 ' 4 /xy y y e x−′′ + + =  

1) 2
1 2( )xy e C C x−= + ;    

2) 2
1 2( 1/ )xy e C C x x−= + + ;  

3) 2
1 2( 1/ 2 )xy e C C x x−= + + ; 

4) 2 / 2xy e x−= ; 5) 2 ( 1/ 2 )xy e C x−= + . 
9 Найти общее решение дифференци-

ального уравнения  
14 49 144sin 7y y y x′′ ′− + =  

1) 7 7
1 2

x xy C e C xe= +  
2) 7 7

1 2 2cos 7x xy C e C xe x= + +  
3) 2cos 7y x= 4) 7 7x xy e xe= +  
5) 1 2cos 7y C x= +  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

3

3

' ,
' 2 .

t

t

x y e
y x e

 = − +


= − +
 

1) 1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e− −= + = − +  
2) 3 3

1 2 1 2, 5t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
3) 3 3

1 2 1 2/ 8, 5 / 8t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
4) 1 2 1 21/ 8, 5 / 8t t t tx C e C e y C e C e− −= + + = − + +  
5) 3 3

1 2 1 23 / 8, / 8t t t t t tx C e C e e y C e C e e− −= + + = − + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 27 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

2 3y x= +  решением уравнением 
xy y′′ ′=  
 

 

2. Найти общее решение (общий инте-
грал) уравнения 

2

4'
4

y
x

=
−

 

1) ln | 2 |y x C= − + ; 2) lny x= ;  
3) ln | ( 2) /( 2) |y x x C= − + + ;  
4) ln |1/( 2) |y x C= + + ; 5) ln | 2 |y x= + . 

3. Решить задачу Коши 

, (1) 1y xy y
x y

′ = + =  

1) 2 2( 2) 4x y− − = ; 2) 2 2y x= ;    
3) 2 2 ln 1y x= + ;4) 2 lnx y= ; 
5) 2 2 (2 ln 1)y x x= +  

4. Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

2 2 2(1 ) 2 (1 )x y xy x′+ − = +  

1) 2( )(1 )y C x x= + + ;  
2) y C x= + ;3) 2y C x= + ;  
4) 21y x= + ;5) 2( 1)( 1)x C y= + + . 

5 Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения 

2 22 cos (2 sin 2 ) 0x ydx y x y dy+ − =  

1) 2 21/( ( ))y x x C= − + ; 2) 21/( )y x C= − + ; 
3) 21/y x= − ; 4) 4/y C x= − ;  
5) 2/( 1)y C x= − +   

6 Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

2y ctgx y′′ ′+ =  

1) 1 siny C x= ; 
2) 12 siny x C x= + ;    
3) 1 22 siny x C x C= + + ;  
4) 1 2y C C= + ; 
5) 2y x= . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

21 cos ( / 2), (0) 0, '(0) 1y x y y′′ = = =  

1) y x= ; 2) 4 ln | co s / 2 |y x x= − + ;  3) 
cos / 2y x= ;  

4) 4 ln | co s / 2 |y x= − ;5) ln | co s / 2 |y x=  
8. Найти общее решение однородного 

дифференциального уравнения  
2 cos( )x xy y e e′′ ′− =  

1) cos( ) sin( )x xy e e= + ;    
2) cos( )xy C e= + ; 3) cos( )xy e= − ; 
4) 1 2 cos( )x xy C C e e= + − ;  
5) 1 2

xy C C e= + . 
9 Найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  
4 15 xy y e′′ + =  

1) 4
1 2

xy C C e−= + ;2) 4
1 2 3x xy C C e e−= + + ; 

3) 3 xy e= ; 4) 4
1 2

x xy C e C xe−= + ; 
5) 1 2

xy C C e= +  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
' 4 8 ,
' 8 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 4 12
1 2 1 2,t tx C C e y C e C−= + = +  

2) 12
2 1 2, tx C y C e C= = +  

3) 12 12
1 1,t tx C e y C e= = −   

4) 4 12 4 12
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e− −= + = −  

5) 4 4 4 4
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e e C− −= + = −  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 28 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

3

1
12
xy = +  решением уравнением 
2 2( )y y′′ =  

 

2. Решить задачу Коши 
' 1, ( 2) 1y tgx y y π− = =  

1) siny x= ; 2) 2sin 1y x= − ;  
3) cosy x= ;  
4) cos 1y x= + ; 5) 2cos 1y x= − . 

3. Решить задачу Коши 
1/ 2(1 ln ), (1)yxy y y e

x
−′ = + =  

1) / 2xx ye= ; 2) y x= ;    
3) / 2xy e−= ;4) / 2xy xe−= ;5) xy e=  

4. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

22 3xy y x′ − =  

1) 2y C x x= + ;  
2) 2y x= ;3) 2y Cx= ;  
4) y C x= ;5) 2y Cx x= − . 

5 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения 

3(1/ 4) ( 1/ 3 ) 0x y dx y xy dy− + + − − =  

1) ln | / |x y C= ; 2) 3ln | / |x y xy C− = ; 
3) ln | / | 4x y x C+ = ; 4) 3 4xy x C+ =  
5) 3ln | / | 4x y xy x C− + =  

6. Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

cos3y x′′′ =  

1) sin 3 / 27y x= − ; 
2) 2

1 / 2y C x= ;    
3) 2

1 2 3sin 3 / 2 7 / 2y x C x C x C= − + + + ;  
4) 2

1sin 3 / 2 7 / 2y x C x= − + ; 
5) 3sin 3 / 27y x C= − + + . 

7. Найти частное решение дифферен-
циального уравнения  

1 , (0) '(0) 0y y y y′′ = = =  

1) 3/ 42 / 3x y= ; 2) 3/ 42 / 3y x= ; 
3) 3/ 42 / 3x y C= + ; 4) 2 / 3y x= ;5) 3/ 4y x=  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

22 / 4xy y y e x′′ ′− + = −  

1) 24 arcsin( / 2)y x x x= − + ;    
2) 2( 4 arcsin( / 2))xy e x x x= − + ;  
3) 2( 4 arcsin( / 2))xy e C x x x= + − + ;  
4) 1 2( )xy e C C x= + ;  

5) 2
1 2( 4 arcsin( / 2))xy e C C x x x x= + + − + . 

9 Найти общее решение дифференци-
ального уравнения  

4 8 16y y x′′ ′− = −  

1) 4
1 2

xy C C e= + ;2) 4 2
1 2 2xy C C e x x= + + −  

3) 2
1 2y C x x= + − ; 4) 4

1 2
xy C C e x= + −  

5) 22y x x= −  
10 Решить систему дифференциальных 

уравнений  
5 ' 2 ' 4 ,

' 8 3 5 .

t

t

x y x y e
x x y e

−

−

 − + − =


+ − =
 

1) 2 2
1 2 1 22 , 3 2t t t t t tx e C e C e y e C e e C− − − −= − − = − −  

2) 2 22 , 3 2t t t tx e Ce y e e C− − − −= + = +  
3) 2 2

1 2 1 2, 2t t t tx C e C e y C e e C− −= + = +   
4) 2 , 3t tx e y e− −= =  
5) 2 2

1 2 1 22 , 3 2t t t t t tx e C e C e y e C e e C− − − −= + + = + +  
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Тест: «Дифференциальные уравнения» 
Вариант 29 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

34 2x xy e e= +  решением уравнением 
4 3 0y y y′′ ′− + =  

 

2. Найти общее решение (общий интеграл) 
уравнения 

2' cosy y x=  

1) 1/( sin )y C x= − ; 2) 1/ cosy x= ;  
3) cosy x= ;  
4) 1/(cos )y x C= + ; 5) 1/y C= . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) 
уравнения 

2 2( 2 )x xy y xy y′− = −  

1) / 2 lnx y x y+ = ; 2) /x y C= ;    
3) / 2 ln / lnx y y x Cx+ = − ; 
4) 2 ln /y y x= ;5) / lnx y Cx= −  

4. Решить задачу Коши 
2

2 , (0) 0xy xy xe y−′ + = =  
1)

220,5 xy x e−= ;  

2) 20,5y x= ;3) 
2

0,5 xy e−= ;  

4) 
22 xy x e−= ;5) 0,5y x= . 

5 Найти честное  решение дифференци-
ального уравнения  
(2 ) (1 ) 0, (0) 1xy xyx ye dx xe dy y+ + + = =  

1) 0xyy e+ = ; 2) 2 2 0xye x+ − = ; 
3) 2 2 0xyy e x+ + − = ; 4) 2 0xye x+ = ; 
5) xyy e=  

6. Найти общее решение дифференциаль-
ного уравнения  

( 1)
1

yy x x
x
′

′′ − = −
−

 

1) 4 3/ 8 / 6y x x= − ; 
2) 4 3 2

1 1 2/ 8 / 6 / 2 /y x x C x C x C= − + − + ;    
3) 4

1 2/ 8 /y x C x C= − + ;  
4) 2

1 1 2/ 2 /y C x C x C= − + ; 
5) 1 2/y C x C= + . 

7. Найти частное решение дифференци-
ального уравнения  

21/ , (1) 3, (1) 1y x y y′′ ′= = =  

1) ln | |y x= − ; 2) ln | | 2y x x= − + ; 
3) ln | |x y= − ;  4) ln | | 2 1y x x= − + + ; 
5) ln | | 1y x= − +  

8. Найти общее решение однородного 
дифференциального уравнения  

3/ 21/(cos 2 )y y x′′ + =  

1) 1 2cos sin cos 2y C x C x x= + + ;    
2) 1 2cos siny C x C x= + ;  

3) 1 2cos sin cosy C x C x x= + − ; 

4) 1 2cos sin cos 2y C x C x x= + − ;  

5) 1 2cos sin sin 2y C x C x x= + − . 
9 Найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  
34 6 (6 1) xy y y x e′′ ′+ − = +  

1) 3 2
1 2

x xy C e C e−= + ;2) 3 2
1 ( 1)x xy C e x e−= + −  

3) 3 3
1 2

x xy C e C e x− −= +  
4) 3 2 3

1 2
x x xy C e C e xe−= + +  

5) 3 2 3
1 2 ( 1)x x xy C e C e x e−= + + −  

10 Решить систему дифференциальных 
уравнений  

' 4 ,
' 4 .

x x y
y x y
= −

 = − +
 

1) 3 5 3 5
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= + = −  

2) 3 5 3
1 2 1,t t tx C e C e y C e= − =  

3) 3 5 3 5
1 2 1 2,t t t tx C e C e y C e C e= − = −   

4) 3 5
1 1 2, t tx C y C e C e= = −  

5) 3 3
1 1,t tx C e y C e= =  



 

422 

Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Вариант 30 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 
1. Проверить, является ли функция 

1/ 4y =  решением уравнением 
4 4 1y y y′′ ′− + =  

 

2. Найти частное решение (частный 
интеграл) уравнения 

2
' , (0) 1

1
xy y

x
= =

−
 

1) 2y x= + ; 2) 21 2y x= − − + ; 3) 21y x= − − ;  
4) 2y = + ; 5) y C= . 

3. Найти частное решение (частный 
интеграл) уравнения 

sin , ( / 2) 2 /xy y x y π π′ + = =  

1) 1/y x= ; 2) (1 cos )y x= − ;   3) (1 cos ) /y x x= − ; 
4) (1 cos ) /y x x= + ;5) (1 sin ) /y x x= −  

4. Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  

2 2xdy ydx x y dx− = +  

1) 2y Cx= ;  2) 2 2 2x y Cx+ = ; 

3) 2y x Cx+ = ; 4) 2 2 1y x y+ + = ; 

5) 2 2 2y x y Cx+ + = . 
5. Найти общее решение дифферен-

циального уравнения  
2/ / 0dx y xdy y− =  

1) /x y C= ; 2) 2 /x y C= ;3) 2/x y C= ; 
4) x C= ; 5) y C=  

6. Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  

2cosy x′′ =  

1) 1y C x= ; 
2) 1 2y C x C= + ;    
3) 1 2cos 2 / 8y x C x C= + + ;  
4) 2

1 2/ 4 cos 2 / 8y x x C x C= − + + ; 
5) 2

1 2/ 4y x C x C= + + . 
7. Найти частное решение диффе-

ренциального уравнения  
3 1, (1) 1, (1) 0y y y y′′ ′= − = =  

1) 22y x x= − ; 2) 2y x= ; 

3) 22x y y= − ;  4) 2x y= ; 
5) y x=  

8. Найти общее решение однородно-
го дифференциального уравнения  

31/ cosy y x′′ + =  

1) 1 2sin cosy C x C x= + ;    
2) 1 2sin cos 1/(2cos )y C x C x x= + + ;  
3) cosy C x= ; 
4) sin 1/(2cos )y C x x= + ; 5) 1/(2cos )y x= . 

9 Найти общее решение дифферен-
циального уравнения  
4 4 25cosy y y x′′ ′− + = −  

1) 3cos 4siny x x= +  
2) / 2 / 2

1 2 3cosx xy C e C xe x= + +  
3) / 2

2 3cos 4sinxy C xe x x= + +  
4) / 2 / 2

1 2
x xy C e C xe= +  

5) / 2 / 2
1 2 3cos 4sinx xy C e C xe x x= + + +  

10 Решить систему дифференциаль-
ных уравнений  

' cos ,
' sin .

x y t
y x t
− = −

 + =
 

1) 1 2 1 2cos , sintx C C t t y C C t= + − = − + +  
2) sin cos , cos sintx C t t t y C t t= − = +  
3) cos cos , sin sintx C t t t y C t t= − = − + ;  
4) 1 2 1 2cos sin , sin cos sintx C t C t y C t C t t= + = − + +  
5) 1 2 1 2cos sin cos , sin cos sintx C t C t t t y C t C t t= + − = − + +  



 

423 

Тест: «Дифференциальные уравнения» 

Ответы 

Вариант Задания 
 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 1 3 1 3 2 4 3 1 2 
2 2 1 4 2 1 3 1 3 5 
3 2 5 1 2 4 1 3 1 5 
4 3 1 1 2 5 4 4 3 2 
5 1 3 4 1 2 4 5 2 1 
6 2 1 1 5 3 5 3 2 3 
7 3 5 1 1 3 2 4 2 4 
8 2 4 1 5 3 1 5 2 5 
9 1 3 1 3 2 4 4 5 1 
10 2 3 5 1 4 1 2 5 5 
11 1 3 1 3 2 4 3 1 2 
12 2 1 4 2 1 3 1 3 5 
13 2 5 1 2 4 1 3 1 5 
14 3 1 1 2 5 4 4 3 2 
15 1 3 4 1 2 4 5 2 1 
16 2 1 1 5 3 5 3 2 3 
17 3 5 1 1 3 2 4 2 4 
18 2 4 1 5 3 1 5 2 5 
19 1 3 1 3 2 4 4 5 1 
20 2 3 5 1 4 1 2 5 5 
21 1 3 1 3 2 4 3 1 2 
22 2 1 4 2 1 3 1 3 5 
23 2 5 1 2 4 1 3 1 5 
24 3 1 1 2 5 4 4 3 2 
25 1 3 4 1 2 4 5 2 1 
26 2 1 1 5 3 5 3 2 3 
27 3 5 1 1 3 2 4 2 4 
28 2 4 1 5 3 1 5 2 5 
29 1 3 1 3 2 4 4 5 1 
30 2 3 5 1 4 1 2 5 5 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2 

1–20. Найти неопределенные интегралы: 

1. a) ∫ dxxe x2cos2sin ; б) ∫ dx
x

x
4

ln
; в) ∫

++− )2)(1(
14

2 xxx
dx

; г) ∫ xdxx 42 cossin . 

2. а) ∫ x
dxxcos

; б) ∫ dx
x
x

2

3

cos
sin

; в) ∫
++ 22 )4)(4(

60
xx

dx
; г) ∫ dx

x
xln

. 

3. а) ∫ − dxex x32 ; б) ∫ dx
x
x

2

3

sin
cos

; в) ∫
++−

+ dx
xxx

x
)44)(1(

1611
2 ; г) ∫ − xdxx 5sin)4( 2 . 

4. а) ∫ − dxxe xsincos ; б) ∫ xdxx 36 sincos ; в) ∫
+++

++ dx
xxx

xx
)1)(1(

32
2

2
; г) ∫ xdx2arccos . 

5. .)4ln(;
2

2
;

cos1

sin
;

sin 2
232

3

∫∫∫∫ +
−

+

+
dxxxdx

xx

x
dx

x

x
dx

x

x
 г) в) б) а)  

6. а) dx
x

e x

∫ 2

tg

cos
; б) ∫ dxex x23 ; в) ∫

−−+ )1)(2)(1(
10

2 xxx
dx

; г) ∫
+−+ 12)123 2 xx

dx
. 

7. а) ∫ dx
x

e x

2sin2

2ctg

; б) ∫ −−+ dxexx x)32( 2 ; в) ∫
−+ )1)(4(

5
2 xx

dx
; г) .

)1( 3

3 2
∫

+
++ dx

xx
xxx

 

8. а) dx
x

e x
∫

−
; б) ∫ dxxarctg ; в) ∫

++ )3()1(
4

2 xx
dx

; г) .cossin 24∫ xdxx  

9. а) ∫
+

dx
x

e x

2

3arctg

91
; б) ∫ +− dxxxx )2ln()3( 2 ; в) ∫

−−
+− dx

xx
xx

22

2

)4()2(
44285

;   

г) dxxx5 35 cossin∫ . 

10. а) ∫
+

dx
x

x
2

2

41
2arctg

; б) ∫ xdxx 3cos2 ; в) dx
xxx

xx
∫ +−

+−
23

2

2
152

; г) ∫ dx
x

x
3 2

3

2sin

2cos
. 

11. а) ∫
−

dx
x

x
291

3arcsin
; б) ∫ − dxex x32 ; в) ∫ +−

−−+ dx
xx

xxx
)2)(1(
423

; г) .
cos

sin
3 4

3
∫ dx

x
x

 

12. а) ∫ dx
x

x
3cos

3tg
2

3
; б) ∫ xdxx 2sin2 ; в) ∫

+−
−+ dx

xx
xx

)3()1(
4102

2

2
; г) ∫ − xx

dx
sin3cos

. 
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13. а) ∫
++

+
dx

xx

x

1

16
6

5

; б) ∫ + dxxx )2ln( 2 ; в) ∫
+++

−− dx
xxx

xx
)1)(2)(4(

182
2

2
; 

г) ∫
− xxx

dx
cossin16sin2 . 

14. а) ∫
+

dx
x

x
)2(sin 32

2
; б) ∫ dxex x32 ; в) ∫ −+

+− dx
xx
xx

)2)(1(
133

; г) ∫
− xx
dx

22 cos5sin4
. 

15. а) ∫ 2cos x
xdx

; б) ∫ +− dxxxx )32ln( 2 ; в) ∫
−++

−− dx
xxx
xx

)2)(1(
5

2

2
; г) ∫ + x

dx
sin45

. 

16. а) ∫ − dxxx )31sin( 2 ; б) ∫ − dxxe x2 ; в) dx
xx

x
∫ +

+
3

4 15
; г) ∫

++ xxxx
dx

22 coscossin5sin3
. 

17. а) ∫ + dxxx )23cos( 2 , б) ∫ xdxx 2arctg , в) ∫
−

−+ dx
xx
xx

4
8164

3

2
, г) ∫ xdxx 4cos5sin . 

18. а) ∫ +

+
dx

x
e x

3

3
, б) ∫ xdxx ln , в) ∫ +

++ dx
xx

xx
)2(
253

, г) ∫ xdx3cos2 . 

19. а) ∫ + 7

6

4 x
dxx

, б) ∫ xdxx 2sin2 , в) ∫
+
+ dx

xx
x

)4(
23

2 , г) ∫ xdxx 5cossin . 

20. а) dxxx∫ − 32 43 , б) ∫ dx
x

x
2sin

, в) ∫
+

+ dx
xx
x

)4(
4

2 , г) ∫
+− xx

dx
22 sin5cos34

. 

21–40. (Приложения определенного интеграла) 

21–26. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

21. 1,
2

;
2
3,sin =



 π

π−∈= yxxy . 22. 1,, === − xeyey xx .  

23. 2,, === − yeyey xx . 24. 




=
=

.cos3
;sin2

tx
ty

 25. 0;1;1
,
;

2

3
==−=







=
= yxx

ty
tx

 
26. ϕ=ρ 2sin2 . 

27–33. Найти длину дуги кривой: 

27. 



 π

∈=
4

;0,cosln xxy . 28. [ ]1;0
,
;

3

2
∈





=
= t

ty
tx

. 29. [ ]




π∈
=
= 2;0,

sin
cos

3

3
t

ty
tx

.  

30. ].2;0[
,cos1
;sin

π∈




+=
−=

t
ty
ttx

 31. [ ].;0;sin1 π∈ϕϕ+=ρ  

32. [ ]π∈ϕϕ−=ρ ;0),cos1(3 . 33. 



 π

∈ϕ=ρ ϕ

2
;0,2e . 
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34–40. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox фигуры, ограничен-

ной линиями: 

34. [ ]π∈== ;0;0;sin xyxy . 35. 1,52 =+−= yxy . 36. 2,0,2 === xyxy . 

37. 1,0,0, ==== − xxyey x . 38. 0,4,ln === yxxy . 

39. 




=
=

.sin3
;cos
ty

tx
 40. 

( )
( )

[ ] 0;2;0
;cos12
;sin22

=π∈




−=
−=

yt
ty
ttx

. 

41–60. Найти 
yx
z

x
z

∂∂
∂

∂

∂ 2

2

2
,  для функции ),( yxzz = . 

41. x
y

ez
2

= . 42. x
x
yz 2sin2−= . 43. ytg

x
yz 2

2
+= . 44. y

x

ez
−

= . 45. y
x

ez

2

= .  

46. 
2y

x

ez = . 47. y
x

xez = . 48. y
x

yez = . 49. y
x

xez

2

= . 50. )(cos2 yxz += .  

51. )(sin2 yxz += . 52. )2ln( 3 yxz −= . 53. )3ln( 33 yxz −= . 54. 3
2 y

y
xz += .  

55. y
y

xz +=
2

. 56. yx
y
xz −+= 3

2

2
. 57. yx

x
z 221

+= . 58. )cos( 2yxz += .  

59. )sin( 2xyz += . 60. )cos( 2 yxz += . 

61–80. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ),( yxzz =  в заданной 

замкнутой области D . 

61. 6,0,0:),4(2 ≤+≥≥−−= yxyxDyxyxz . 

62. 1:, 2222 ≤+−= yxDyxz . 

63. 9:,22 2222 ≤+−= yxDyxz . 

64. 1,0,0:,21 2 ≤+≥≥++−= yxyxDyxxz . 

65. 223

2
1,2,0:,362 xyyxDyxyxz ≥≤≥+−= . 

66. 40,:,242 2223 ≤≤≥−++= yxyDxyyxxz . 

67. 4:,8 2222 ≤++−= yxDyxz . 

68. 40,40:,27933 ≤≤≤≤+−+= yxDxyyxz . 

69. 40,0,0:,264 22 ≤+≤≥≥−−−+= yxyxDyxyxyxz . 
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70. 30,0,0:,5642 22 ≤+≤≥≥+−+−= yxyxDxxyyxz . 

71. 30,20:,32 ≤≤≤≤−−+= yxDyxxyxz . 

72. 2,0,2:,3222 22 +≤≥≤++−−+= xyyxDyxyxyxz . 

73. 23,40:,24622 ≤≤−≤≤++−+= yxDyxyxz . 

74. 22 40:,32 xyDxyxz −≤≤+−= . 

75. 11,11:,435 22 ≤≤−≤≤−++−= yxDyxyxz . 

76. 2,0,0:,4222 −−≥≤≤++−= xyyxDxxyyxz . 

77. 2,0,2:,222 22 +≤≥≤+−−+= xyyxDyxyxyxz . 

78. 20,10:,44996 22 ≤≤≤≤++−−= yxDyxyxxyz . 

79. 40,40:,23 ≤≤≤≤−−= yxDyxxyz . 

80. 1,0,0:,22233 22 ≤+≥≥−−−+= yxyxDyxyxz . 

81–120. Проинтегрировать дифференциальное уравнение. При заданном начальном 

условии найти соответствующий частный интеграл или частное решение. 

81. 011 22 =′+++ yxyyx . 82. sin sin cos cos 0x ydx x ydy+ = . 

83. 22

2
yx

xyy
−

=′ . 84. 1;)1( 2
2 ==+ =xyxydydxy . 

85. 32 x
x
yy −=′ . 86. 01)( // =








−++ dy

y
xedxex yxyx . 

87. 04
=++′ x

x
yy . 88. 0;87 0

3 ==−′ =x
x yeyy . 

89. 0)9sin(cos3 =+− dxexdye yy . 90. 0tgsincosctg 22 =+ ydyxydxx . 

91. xxyxy cos2cossin +=′ . 92. 0
sin

tgsin =−
y

dyydxx . 

93. ydyeydxe xx 2sec)1(tg −= . 94. 233 yxy
xdx

dy
−=− . 

95. 22 )2( yxyyxyx −=′− . 96. 0)0(;sec ==+′ yxytgxy . 

97. 0)1(;012 ==++′ yxyyx . 98. yyxy 33 =+′ . 
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99. 0cos2 =+−′ xyyy . 100. 1;
ln

==′ =exy
x

yyx . 

101. 0)0(,1)0(;4)(32 22 =′=+′=′′ yyyyyy . 102. 1)0()0(;23 =′==′′′ yyyyy  

103. 1)5,0()5,0(;13 =′==′′ yyyy . 104. 1)1(,5,0)1(;ln2)ln1( =′=+=
′

++′′ yyx
x
y

xy . 

105. 1)0()0(;1)( 2 =′==′+′′ yyyyy . 106. 1)1(,5,0)1();ln1( =′=
′

+
′

=′′ yy
x
y

x
yy . 

107. 1)0()0(;)(2 22
=′=′=+′′ yyyyyy . 108. 1)0()0(;)(2 22 =′=+′=′′ yyyyyy . 

109. 2)1(,0)1(;2))(( 2 =′==′+′′ yyyye y
. 110. 6)1(,4)1(;)1(2 =′=′′+=′ yyy

x
xy .  

111. eyeyyyyx =′=′′=′′ )1(,)1(;ln . 112. 12 =′+′′ yxyx . 

113. 1)0(,0)0(;2 =′==′′ yyey y . 114. 1)1()1(;)( =′=′=−′′ yyyxyx .  

115. 5,0)1(,25,0)1(;)( 2 =′−=′=+′′ yyyyy . 116. 1)1(,1)1(;)(1 2 =−′=−′=′′− yyyyy . 

117. yxxy ′=′′ 2ln . 118. xxyy 2sintg =′+′′ . 

119. 1)1(,1)1(;)( =′−=′=′+′′ yyyyyx . 120. 
2
5)1(,

4
7)1(;2)1( =′==′++′′ yyyyx . 

121–140. Найти общие решения уравнений. 

121. 244 xyyy =+′−′′ . 122. xyy 88 =′+′′ . 

123. xeyyy 2844 −=+′+′′ . 124. xeyyy 3934 −=+′+′′ . 

125. xyy 147 =′−′′ . 126. xxeyy 333 −=′+′′ . 

127. xexyyy 2)1(1065 −−=+′+′′ . 128. xyyy +=+′+′′ 122 . 

129. xxeyyy =+′−′′ 23 . 130. xexyyy 422 =−′+′′ . 

131. xexxyyy 32 )(23 +=+′−′′ . 132. 32 xyyy =+′−′′ . 

133. xexyyy 4)3927(54 −−=−′−′′ . 134. xeyyy 31034 =+′−′′ . 

135. xxeyy 424 −−=′+′′ . 136. xxeyyy 2344 −=+′+′′ . 

137. xxeyyy 26 =−′+′′ . 138. 63 +=+′−′′ xyyy . 

139. xeyyy 22 =+′+′′ . 140. 5410103 2 −+=−′+′′ xxyyy . 
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ПРОГРАММА ДИСЦИПЛИНЫ 

Интегральное исчисление функций одной переменной 

1. Первообразная функция. Неопределённый интеграл и его свойства. Таблица основ-

ных неопределённых интегралов. Замена переменной в неопределённом интеграле и интег-

рирование по частям. 

2.  Интегрирование рациональных функций разложением на сумму простых дробей. 

3. Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции и некото-

рые иррациональные функции. 

4. Понятие определённого интеграла. Суммы Дарбу и их свойства. Необходимые и 

достаточные условия интегрируемости функций. Интегрирование непрерывных и кусочно-

непрерывных функций. 

5. Интеграл с переменным верхним пределом и его дифференцирование. Формула 

Ньютона-Лейбница. 

6. Замена переменной в определённом интеграле. Формула интегрирования по частям 

в определённом интеграле. 

7. Геометрические приложения определённого интеграла: вычисление площадей пло-

ских фигур; объемов тел; длин дуг; площадей поверхностей вращения. 

8. Физические приложения определённых интегралов: вычисление работы; пути; дав-

ления; массы; центра тяжести; статических моментов и моментов инерции. 

9. Несобственные интегралы первого и второго рода. Определения, признаки сходи-

мости, абсолютная и условная сходимость. 

Дифференциальное исчисление функций многих переменных 

1. Множества на плоскости и в пространстве. Функции многих переменных (ФМП). 

Предел ФМП в точке и его свойства. Повторные пределы. Непрерывность ФМП в точке и на 

множестве. 

2. Частные производные ФМП. Дифференциал ФМП и его связь с частными произ-

водными. Дифференциал сложной функции. Инвариантность формы первого дифференциа-

ла. 

3. Линии и поверхности уровня. Производная по направлению ФМП и градиент. Каса-

тельная плоскость и нормаль к поверхности. Геометрический смысл дифференциала функ-

ции двух переменных. 
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4. Частные производные высших порядков. Теорема о равенстве смешанных произ-

водных. Дифференциалы высших порядков. Формула Тейлора для ФМП. Понятие неявной 

ФМП, её существование и дифференцирование. 

5. Понятие экстремума ФМП. Необходимое и достаточное условие экстремума. Метод 

наименьших квадратов. Наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой области. 

Условный экстремум; метод множителей Лагранжа. 

Интегральное исчисление функций многих переменных 

1. Определение двойного интеграла и его свойства. Геометрический и физический 

смысл двойного интеграла. Вычисление двойных интегралов в декартовой системе коорди-

нат. Перемена порядка интегрирования в повторном интеграле. 

2. Тройной интеграл, его определение, свойства, вычисление в декартовой системе 

координат. 

3. Криволинейные координаты на плоскости и в пространстве. Якобиан и его геомет-

рический смысл. Замена переменных в двойном и тройном интегралах. Двойной интеграл в 

полярной системе координат. Тройной интеграл в цилиндрической и сферической системах 

координат. 

4. Приложения кратных интегралов: вычисление объёмов; площадей; статических 

моментов; центра тяжести; моментов инерции. 

5. Определение, свойства и вычисление криволинейных интегралов первого рода. 

Приложения криволинейных интегралов первого рода. 

6. Определение, свойства и вычисление криволинейных интегралов второго рода. 

Приложения криволинейных интегралов второго рода. Связь криволинейных интегралов 

первого и второго рода. 

7. Формула Грина. Независимость криволинейного интеграла второго рода от пути 

интегрирования. 

8. Площадь поверхности. Поверхностный интеграл первого рода, его вычисление, 

свойства, приложения. 

9. Нормаль к поверхности. Односторонние и двусторонние поверхности. Ориентация 

двусторонней поверхности. Поверхностный интеграл второго рода, его вычисление и свой-

ства. Формулы Остроградского и Стокса. Связь ПОВИ-1 и ПОВИ-2. 
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Обыкновенные дифференциальные уравнения  

и системы дифференциальных уравнений 

1. Основные понятия теории обыкновенных дифференциальных уравнений (ДУ). Об-

щее и частное решение ДУ. ДУ 1-го порядка. Задача Коши для ДУ первого порядка. Теорема 

существования и единственности решения задачи Коши для ДУ первого порядка. Метод изо-

клин. 

2. Примеры ДУ первого порядка, интегрируемых в квадратурах: с разделяющимися 

переменными; однородные; в полных дифференциалах; линейное; Бернулли. 

3. Общие понятия о ДУ высших порядков. Задача Коши. Теорема существования и 

единственности решения задачи Коши. Уравнения, допускающие понижение порядка. Поня-

тие о краевых задачах. Линейные однородные ДУ и свойства их решений. Структура общего 

решения неоднородных линейных ДУ высших порядков. 

4. Линейные однородные ДУ высших порядков, свойства их решений. Линейная зави-

симость и независимость системы функций. Определитель Вронского. Линейные однород-

ные ДУ с постоянными коэффициентами. Характеристическое уравнение. Линейное неодно-

родное ДУ с постоянными коэффициентами и специальной правой частью. Метод вариации 

произвольных постоянных. 

5. Линейные однородные системы ДУ с постоянными коэффициентами. Характери-

стическое уравнение. Линейное неоднородные системы ДУ с постоянными коэффициентами. 

6. Устойчивость по Ляпунову решений линейных систем второго порядка. Устойчи-

вость нелинейных систем по первому приближению. Фазовая плоскость и особые точки дву-

мерных систем. 

Векторный анализ и элементы теории поля 

1. Скалярные и векторные поля. Векторные линии поля и их дифференциальные урав-

нения. 

2. Потенциальное поле. Потенциальная функция поля. Поток векторного поля. 

3. Дивергенция векторного поля. Физический смысл формулы Остроградского. 

4. Линейный интеграл в векторном поле. Работа силового поля. Циркуляция и ротор 

векторного поля. Физический смысл формулы Стокса. 

5. Оператор Гамильтона. Дифференциальные операции второго порядка. Оператор 

Лапласа. Дифференциальные операции первого и второго порядков в цилиндрических и сфе-

рических координатах. 
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ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ ВОПРОСЫ ДЛЯ СТУДЕНТОВ 1 КУРСА (2 СЕМЕСТР) 

Неопределенный и определенный интегралы 

1. Первообразная и ее свойства. 

2. Неопределенный интеграл и его свойства. 

3. Основные правила интегрирования. 

4. Замена переменной в неопределенном интеграле. 

5. Интегрирование по частям в неопределенном интеграле. 

6. Комплексные числа и действия над ними. 

7. Формы записи комплексных чисел. 

8. Теорема Безу. 

9. Основная теорема алгебры и следствия из нее. 

10. Разложение многочлена на множители. 

11. Простейшие дроби и их интегрирование. 

12. Теоремы о разложении правильной рациональной дроби на простейшие. 

13. Вывод рекуррентной формулы для 
( )∫

+
n

xa

dx
22

. 

14. Нахождение интегралов вида ∫∫
++

+

++

+
dx

qpxx

BAx
dx

qpxx

BAx
22

; . 

15. Нахождение интегралов вида ∫ xdxx mn cossin . 

16. Нахождение интегралов вида ∫∫ xdxxdx nn ctg,tg . 

17. Нахождение интегралов вида ( )∫ dxxxR cos;sin . Универсальная тригонометрическая 

подстановка. 

18. Интегрирование простейших иррациональных функций 

dx
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19. Интегрирование биномиального дифференциала. 

20. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. 

21. Определение определенного интеграла и его свойства. 

22. Теорема о производной от определенного интеграла с переменным верхним пределом 

интегрирования. 

23. Формула Ньютона-Лейбница. 

24. Замена переменной в определенном интеграле. 
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25. Интегрирование по частям в определенном интеграле. 

26. Вычисление площадей криволинейных трапеций с помощью определенного интеграла 

в декартовой и полярной системах координат. 

27. Вычисление длины дуги кривой с помощью определенного интеграла: 

а) в декартовой системе координат; 

б) в полярной системе координат; 

в) кривой, заданной параметрически. 

28. Вычисление объема тел по площадям поперечных сечений. 

29. Вычисление объемов тел вращения. 

30. Несобственные интегралы по бесконечному промежутку интегрирования. 

31. Несобственные интегралы от неограниченных функций. 

Двойные и тройные интегралы 

32. Геометрический и физический смысл двойного интеграла. Основные свойства. 

33. Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах. 

34. Замена переменных в двойном интеграле. Вычисление двойного интеграла в полярных 

координатах. 

35. Тройной интеграл. Основные понятия. Свойства. 

36. Вычисление тройного интеграла в цилиндрических координатах. 

37. Вычисление тройного интеграла в сферических координатах. 

Криволинейные и поверхностные интегралы 

38. Криволинейные интегралы первого рода. Основные понятия. Свойства. 

39. Вычисление криволинейных интегралов первого рода. 

40. Криволинейные интегралы второго рода. Основные понятия. Свойства. 

41. Вычисление криволинейного интеграла второго рода. 

42. Формула Грина. 

43. Условия независимости криволинейного интеграла второго рода от пути интегрирова-

ния. 

44. Поверхностные интегралы первого рода. Основные понятия. Свойства. 

45. Вычисление поверхностных интегралов первого рода. 

46. Поверхностные интегралы второго рода. Основные понятия. Свойства. 

47. Формула Остроградского. 

48. Формула Стокса. 
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Элементы теории поля 

49. Скалярное поле. Поверхности и линии уровня. Производная по направлению. 

50. Градиент скалярного поля. 

51. Векторное поле. Силовые линии поля. 

52. Поток векторного поля. 

53. Дивергенция поля. Формула Остроградского. 

54. Циркуляция поля. Физический смысл. 

55. Ротор поля. Формула Стокса. 

56. Соленоидальное поле. Свойство векторной трубки. 

57. Потенциальное и гармоническое поля. 

58. Оператор Гамильтона. Векторные дифференциальные операции первого порядка. 

59. Векторные дифференциальные операции второго порядка. 

60. Дифференциальное исчисление функций многих переменных 

61. Предел функций нескольких переменных. 

62. Непрерывность функций нескольких переменных. 

63. Частные производные функций нескольких переменных и их геометрический смысл. 

64. Полный дифференциал. 

65. Частные производные высших порядков. 

66. Полные дифференциалы высших порядков. 

67. Дифференцирование сложных функций. 

68. Дифференцирование неявно заданных функций. 

69. Инвариантность формы полного дифференциала. 

70. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

71. Производная по направлению. 

72. Градиент и его свойства. 

73. Теорема о связи производной по направлению и градиента. 

74. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимое условие существования. 

75. Достаточное условие существования экстремума. 

76. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции в замкнутой области. 

77. Условный экстремум. Необходимое и достаточное условия существования. 

78. Метод наименьших квадратов. 

79. Линейная аппроксимация. 
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Дифференциальные уравнения и системы дифференциальных уравнений 

80. ДУ 1-го порядка. Решение, общее решение, задача Коши, теорема существования и 

единственности решения задачи Коши. 

81. ДУ с разделяющимися переменными. 

82. Однородные ДУ 1-го порядка. 

83. Линейные ДУ 1-го порядка. 

84. Уравнение Бернулли. 

85. ДУ в полных дифференциалах. 

86. ДУ n-го порядка, решение, общее решение, задача Коши, теорема существования и 

единственности решения задачи Коши. 

87. ДУ высших порядков, допускающие понижение порядка. 

88. Линейный дифференциальный оператор и его свойства. 

89. Свойства решений линейных однородных ДУ. 

90. Линейная зависимость решений. Определитель Вронского и его свойства. 

91. Теорема о структуре общего решения линейного однородного ДУ. 

92. Построение общего решения линейного однородного ДУ с постоянными коэффициента-

ми. 

93. Теорема о структуре общего решения линейного неоднородного ДУ. 

94. Метод Лагранжа для нахождения частного решения линейного неоднородного ДУ. 

95. Нахождение частных решений линейных неоднородных ДУ с постоянными коэффици-

ентами и специальной правой частью. 

96. Системы ДУ. Решение, общее решение, задача Коши, теорема существования и единст-

венности решения задачи Коши. 

97. Метод исключений для решения систем ДУ. 
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ПЕРЕЧЕНЬ УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКИХ ПОСОБИЙ 

1. Белько, И. В. Высшая математика для инженеров в 2 ч. Ч. 2 / И. В. Белько,  

К. К. Кузьмич, Р. М. Жевняк – М.: Новое знание, 2007. 

2. Гусак, А. А. Высшая математика. Т. 2. / А. А. Гусак. – Мн.: ТетраСистемс, 2009. 

3. Данко, П. Е. Высшая математика в упражнениях и задачах. Ч. 2 // П. Е. Данко  

[и др.] – М.: Оникс, 2005. 

4. Минюк, С. А. Математика для инженеров: учебник в 2 т. / С. А. Минюк, Н. С. Бе-

резкина, А. В. Метельский. – Т. 1. – Минск: Элайда, 2006. 

5. Пискунов, Н. С. Дифференциальное и интегральное исчисления (для втузов). Т. 2 

/ Н. С. Пискунов. – М.: Наука, 1985. 

6. Письменный, Д. Т. Конспект лекций по высшей математике / Д. Т. Письменный.  

– М.: Айрис Пресс, 2010. 

7. Рябушко, А. П. Индивидуальные задания по высшей математике: учебное посо-

бие: в 4 ч. / А. П. Рябушко [и др.]. – Ч. 1. – Минск: Вышэйшая школа, 2009. 

8. Сборник задач по математике для втузов. Ч. 2 / Под редакцией А. В. Ефимова и  

Б. П. Демидовича. – М.: Наука, 1985. 
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