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Геометрическими фермионами называются частицы с полуцелым спи­
ном, обладающие также и внутренними степенями свободы, допускающими 
геометрическое описание.

В рамках классической теории поля спиновые свойства частиц опреде­
ляются генераторами преобразований группы Лоренца, представление кото­
рой осуществляют волновые функции соответствующих уравнений (см. [ 1 ]).

Так, для описания частиц со спином 1/2 используют уравнение Діфака [1,2]:

{y^d^-¥m yiif(x) =  0, (1)
волновой функцией которого является 4-компонентный объект— биспинор. 
Матрицы уравнения размерностью 4x4 удовлетворяют перестановочным
соотношениям: = 2^^^, где — метрический тензор про­
странства-времени.

В пространстве Минковского когда груп­
па Лоренца является группой пространственно-временной симметрии, и ее 
преобразования задают переход из одной системы отсчета в другую, со­
ответствующим щ)еобразованиям подвергаются волновые функции уравнения:

\ l f \ x )  =  exp {im ’̂ J ^}цг{.х), (2)

где параметры определяются свойствами систем отсчета, между кото 
рыми ос)чцествляется переход. Это обеспечивает ковариантность теории от ­
носительно преобразований Лоренца.

Кэлером был предложен тензорный аналог уравнения Дирака, назван­
ный впоследствии уравнением Дирака-Кэлера. Активное использование это­
го уравнения было определено развитием теории калибровочных полей и 
дйсіфетном пространстве [3]. Перенесение теории, основанной на уравнс 
НИИ Дирака на решетку привело к трудностям, связанным с появлением до 
полнительных степеней свободы фермионов, которые не имеют физической 
интерпретации в континуальном пределе. Уравнение же Дирака-Кэлера имс 
ет одно и то же число степеней свободы как на решетке, так и в непрерывном
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пространстве. Это объясняется тем, что спинор не является объектом геомет­
рического происхождения в отличие от тензорных величин, которые допус­
кают геометрическую интерпретацию. Роль уравнения Дирака-Кэлера при 
описании фермионов проявляется при рассмотрении теории в пространствах 
с топологией, отличной от топологии пространства Минковского.

В плоском пространстве уравнение Дирака-Кэлера имеет следующую 
матричную формутировку (см. [4,5]):

=  0 ;  = 1^16, Й = 1, С = 1 ( 3 )

где 16-ти компонентная волновая функция Ф(х) является полным набором 
антисимметричных тензорных полей в пространстве размерности п=4:

Ф (д:)=( (р(х), ę^ (x ) , ę^^(x), (р^,(х), ę ( x ) ) ,  Н)

где = ; (р^(х) = l/3\q>^^(x)e'^ '’̂ —^псевдоскаляр и
псевдотензор соответственно, em nrs — псевдотензор Леви-Чивита {е1234  = 
-1). Матрицы уравнения (4) подчиняются перестановочным соотношениям 
алгебры матриц Дирака:

Г ^Г ,+ Г ,Г ^  = 2^, ( 5 )
ТО есть реализуют 16-мерное представление алгебры Клиффорда, которое в 
4-мерном пространстве является приводимым, что находит свое отражение в 
существовании матриц , коммутирующих с матрицами и подчиняю­
щихся перестановочным соотношениям:

[г^,г;].=о. {г;.г:},=2 ^̂ ,. (6)
Следовательно, теория, основанная на уравнении Дирака-Кэлера обла­

дает группой симметрии, генерируемой матрицами G^ и их произведения­
ми. Генераторы группы внутренней симметрии имеют вид:

о . = ( г ; .  г ; -  П ). а =1^15, (7)
где G'j =G'jG'jG'3 G То есть группой внутренней симметрии является груп­
па SU(2.2). При этом ее действие на волновую функцию уравнения приводит 
к перемешиванию компонент, преобразующихся по различным непри­
водимым представлениям группы Лоренца.

Волновая функция уравнения (3) преобразуется по Лоренцу с генераторами

7 ' = 1 г г  Г 4-Г' Г '  ̂ (^)
с  точки Зрения теории релятивистских волновых уравнений (РВУ), 

уравнение с волновой функцией, реализующей представление группы Ло-
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ренца с генераторами (6) описывает частицу с набором спиновых состояний 
О и 1. Но внутренняя симметрия теории уравнения Дирака-Кэлера имеет в 
качестве подгруппы группу генерируемую матрицами = 1 /4  G ? ?^j,
изоморфную SO(3.1). Поэтому когда симметрия теории не нарушена, воз­
можно переопределение генераторов группы Лоренца:

л ' . . , - г ,  „г.V ]-
(9)

Теория с переопределенными генераторами описывает мультиплет час­
тиц со спином 1/2, реализующих представлегше группы SU(2.2) внутренней 
симметрии. Это связано с тем, что грзчша внутренней симметрии теории 
Дирака-Катера образует полупрямое гроизведение с группой Лоренца, и после 
переопределения спиновых свойств системьг, определенных соотношением 
(7), мультиплет дираковских полей также будет обладать группой SU(2.2) 
внутренней симметрии, но которая здесь уже является изотопической, не 
имеющей геометрической интерпретации.

Таким образом, когда группа внутренней симметрии уравнения Дирака- 
Кэлера не нарушена, посредством этого уравнения возможно описание частиц 
со спином 1/2, обладающих группой SU(2.2) внутренней симметрии. Соответст­
вие в описании частиц со спином 1/2 посредством уравнений Дирака и Дирака- 
Кэлера имеет место и при введении взаимодействия полей обоих типов с элек­
тромагнитным полем, которое осуществляется минимальным способом.

При обобщении теории Дирака-Кэлера на искривленное пространство, 
волновая функгщя уравнения является скаляром по отношению к преобразова­
ниям координат многообразия и реализует представление локальной гругшы 
Лоренца с генераторами (6). Так как волновая функция представляет собой 
полный набор антисимметричных тензоров по отношению к локальной группе 
Лоренца, то преобразования группы SU(2.2) внутренней симметрии не мо­
гут быть глобалышми, поскольку их действие на волновую функцию опре­
деляется действием на тензоры. Поэтому в обобщенное уравнение Дирака- 
Кэлера необходимо ввести взаимодействие с неабелевьгм калибровочным 
полем соответствуюгцим локализации группы внутренней симметрии. 
Общековариантное уравнение Дирака-Кэлера имеет вид [7]:

+ Г'^,y[.,,)-iqA^^D,)Ф(x) + тФ(х) = О

Калибровочное поле выражается через поле тетрадных элементов
и является компенсирующим для локальных преобразований Лоренца (ин­
дексы (І) и (І) являются локальными лоренцевыми),
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Анализ общековариантного уравнения Дирака-Кэлера (8) позволяет ут­
верждать, что и в искривленном пространстве возможно описание частиц со 
спином 1/2 посредством этого уравнения. То есть решения уравнения (8) 
можно сопоставить решениям общековариантного уравнения Дирака, 
взаимодействующего с неабелевьш калибровочным полем, соответствующим 
локализации группы SU(2.2) внутренней симметрии. В плоском простран­
стве соответствие было глобальным, а в йсіфйвленном пространстве ~ толь­
ко в точке. При этом необходимо выполнение условий:

8 ^ \x ) 5 i^ \x ) P ; l  =

где величины da(i)(x) и db(j)(x) определяются соотношениями: da(i)(x)^\^  
если a = (i), и da (i)(x)^^  в противном случае. Эти величины преобразуются по 
нижнему индексу согласно преобразований Лоренца, а по верхнему —  со­
гласно преобразований группы внутренней (изотопической) симметрии.
— тензор напряженности калибровочного поля E f , соответствующего ло­
кализации подгруппы 80(3.1) в случае дираковского поля, —  соответ­
ствующий тензор напряженности в случае поля Дирака-Кэлера и — 
тензор напряженности поля , то есть тензор кривизны пространства- 
времени, два индекса которого превращены в реперные. Таким образом, при 
описании частиц со спином 1/2 посредством уравнения Дирака-Кэлера, тен­
зор напряженности калибровочного поля, соответствующего группе внутрен­
ней симметрии, определяется тензором іфйвйзны пространства-времени.

Как было показано в А.К, Горбацевичем [8], общековариантное уравне­
ние Дирака можно рассматривать в качестве квантово механического урав­
нения движения в специальном координатном представлении с 
неортонормированными базисными векторами. Аналогичную интерпретацию 
допускает и уравнение (8). При этом выбор калибровки для поля должен 
быть связан с заданием системы отсчета. То есть выбор базиса в простран­
стве представления группы внутренней симметрии определяется заданием 
системы отсчета в пространстве-времени.

При построении квантовой механики необходим выбор систем отсчета, 
допускающих рассмотрение координат в виде 3+1 — системы, так как время 
в квантовой механике, являясь параметром, играет выделенную по отноше­
нию к координатам роль. Указанному условию удовлетворяет, в частности, 
система отсчета одиночного наблюдателя. Записывая в этой системе отсчета 
уравнение Дирака-Кэлера (8) в форме уравнения Шредингера и анализируя 
динамические переменные, приходим к вьюоду, что квантовая система, описы­
ваемая этим уравнением, после переопределения локальных преобразований
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Лоренца согласно (7) описывает частицы со спином 1/2. При этом система 
имеет дополнительные степени свободы, что приводит к зависимости ее энер­
гии от нового квантового числа. Дополнительные степени свободы могут быть 
описаны в терминах момента инерции частицы, сопоставляемой волновой 
функции уравнения.

Отметим, что существует пространство, задаваемое как внешняя поверх­
ность пятимерного гиперболоида, обладающее тем свойством, что каждая 
его точка ассоциируется с физическим объектом, обладающим помимо спи­
новых степеней свободы и собственным моментом инерции [9]. Поэтому 
сопоставление теории, основанной на общековариантном уравнении Дира- 
ка-Кэлера с теорией общековариантного уравнения Дирака естественно про­
водить в рамках указанного пространства, поскольку дополнительные степе­
ни свободы фермионов в обоих случаях имеют одинаковую физическую ин­
терпретацию. В данном (гиперболическом) пространстве электростатичес­
кий потенциал определяется формулой:

ę ( r )  =  е
1 г

V'

П

где а — параметр, определяющий поверхность гиперболоида. Таким обра­
зом, введение электромагнитного взаимодействия в теорию приводит к 
возникновению запирающего потенциала. Последнее обстоятельство может 
быть положено в основу объяснения конфаймента кварков в рамках тополо­
гических методов.
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