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Решение плоской контактной задачи для 
штампа, расположенного в щели упругой плос
кости, впервые опубликовано в [1]. В то же 
время авторы [2] получили приближенное ре
шение этой задачи с помощью двойных сил, 
которые создают разрыв сплошности упругой 
плоскости. Методом ортогональных многочле
нов [3] решение получено в [4, 5]. В [6] рас
сматриваемая задача классифицируется как за
дача об отслоившемся включении, а также при
водится ее решение. Осесимметричная задача 
для круглой пластинки рассмотрена в [7]. В [8] 
решена задача для пластинки вблизи границы 
упругой полуплоскости.

Рассмотрим пластинку конечной изгибной 
жесткостью D, длиной 21, прижимаемой верти
кальной сосредоточенной силой Р  к верхней 
границе горизонтальной щели в упругой плос
кости с постоянными Е VIV. Будем считать, что 
на контакте пластинки с плоскостью возника
ют только нормальные контактные напряже
ния. Относительные вертикальные перемеще
ния границы горизонтальной щели (рис. 1), к 
которой приложена единичная вертикальная 
сила, определяются по формуле [4]
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где X -  абсцисса точки щели, в которой опреде
ляется перемещение;  ̂-  то же, в которой при
ложена сила.

Обозначим р(рс) -  искомый закон распреде
ления контактных напряжений. Следуя в даль
нейшем последовательности изложения П. И. Клу- 
бину [9], составим следующие разрешающие 
уравнения:

• интегральное уравнение рассматриваемой 
контактной задачи для вертикальных переме
щений верхней грани щели

1
V(x) = I  p{t)K{x,t)dt\ (2)

• уравнения равновесия:

I 1
^p{x)dx = P\ ^xp{x)dx = Q\ (3)
- I  - I

• дифференциальное уравнение изгиба пла
стинки

d^r  р(х)_ 
dx^~  D ’ (4)

• граничные условия для изгибающего мо
мента и поперечной силы на краях пластинки 
при х = ±1:

d^Y dWM  = - D ^  = 0; Q = - D ^  = 0; (5)
dx^ dx^

• условие равенства прогибов пластинки 
Y(x) вертикальным перемещениям границы ще
ли V{x)

Y(x) = V(x). (6)
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Будем искать неизвестный закон распреде
ления контактных напряжений в виде ряда по 
полиномам Чебышева первого рода с весом

р{х) V
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i - J i

Р

(7)

где А2„ -  неизвестные коэффициенты; T2m(z) -  
полиномы Чебышева первого рода [10]. 

Заметим, что полиномы Чебышева
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, т = 0, 1,2, ... т.

имеют разрыв в производной при х = 0 и по
этому отброшены.

Тогда второе уравнение равновесия (3) 
удовлетворяется тождественно ввиду четности 
принятых полиномов Чебышева, а первое дает 
ввиду их ортогональности

Р

Действительно, рассмотрим интеграл

(8)
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Сделаем в (9) подстановку х = I sinr]. Полу
чаем
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Если в (10) принять t = y /2sm ^, то придем

к известному из теории ортогональных много
членов свойству ортогональности полиномов 
Чебышева первого рода [10]:
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2'-
о, тФп,

т = п>0\ (11)

но только с множителем 2ур2. Отметим, что (8) 
является точным решением для жесткого 
штампа [1].

Решение дифференциального уравнения 
(4) при условии (7) представим в следующей 
форме:

D Dx
—Y{x) — AfjFfjix) + AiFi(x) + A^F^{x) +... +  C4 +  C3 + Ci —  +  Q — ( 12)
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F,(x) = —  
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sinn =  ̂ ;  cosTi = | - ^ ;  s in ^ = 1 -J 1
V Р

COS- 1+J1
V р

Для выполнения граничных условий запишем выражения для поперечной силы и изгибаюш;его 
момента:
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Выполнение граничных условий (5) и усло
вий симметрии при учете (14) и (12) дает:

С2 = С з= 0; C i = - | s i g n y .  (15)

Для практически важного случая жесткого 
штампа приводим формулы для поперечной 
силы и изгибаюш;его момента в сечениях пла
стинки
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Причем максимальный изгибаюш;ий момент 
в центре пластинки

M „ ^ = ^ [^ /2 + ln ( l  + ̂ /2)]

превышает аналогичный для пластинки на уп
ругой полуплоскости [2].

Подставим (7) в интегральное уравнение (2), 
сделаем подстановку х = I sin^; t = l sint] и ис
пользуем спектральное соотношение Г. Я. По
пова (7.5) при а  = я/2 [6, с. 300]:

I In Sin
cos — 

2
2 yjcosr^

V 2 r - ^sin dr]

Зл/2
71 In 2 , и = 0:

- - Т
2п

е'
л/2 8 І П  — 

2
, й = 1, 2,... (17)

В итоге получаем для перемеш;ений верхне
го берега ш;ели

1-у2
V(x) = — — /
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Так как в бесконечной изотропной одно
родной плоскости перемещения определяют
ся с точностью до неопределенной постоянной 
[2, 9], которой является C ą в  (12), приравниваем 
относительные перемещения верхнего берега 
щели и прогибы пластинки

V(x)-V(0) = Y(x)-Y(0). (19)

жим на

Обе части полученного соотношения умно-
Ц - ^ і -  1

(l-хЧ Р у /^  Г  /
й = О, 1, 2, и проинтегрируем в пределах 
(-/, Г). Полученную систему линейных алгеб
раических уравнений можно решать способом 
усечения [3].

Как показано в [2, 3, 9], при применении 
способа ортогональных многочленов достаточ
но ограничиться несколькими первыми члена
ми ряда (7). Поэтому для первых трех коэффи
циентов разложения (7) можно получить:

А }  —  —
0,1164Р(2028,3539+ Р) Р 

(42,6311 + Р)(952,8538 + Р) I ’
(20)

А
(188,7709+ 0,6126Р)Р Р

40621,2263+ Р(995,4850+ Р) I ’

пЕРгде Р = ------------- показатель гибкости по
(l-v2)Z)

М. И. Горбунову-Посадову [2]. Структура по
лучаемой усеченной системы такова, что при 
Р = о ъсвЛ2т = 0,т = 1,2, 3, ....

На рис. 2, 3 приведены графики распределе
ния контактных напряжений, поперечных сил 
и изгибающих моментов на полудлине пла
стинки при р = 15 по (20).

р

1,0 -

1,0 -0 8 -(),6 -С,4 - 0,2

В Ы В О Д

Получено решение контактной задачи для 
круглой пластинки в щели бесконечной плос
кости способом ортогональных многочленов, 
причем в отличие от решения [5] точно выделя
ется особенность в контактных напряжениях у 
краев пластинки. Данные результаты могут ис
пользоваться для расчетов анкерных плит глу
бокого заложения и закладных деталей железо
бетонных конструкций.
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