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Пусть функция f(x) определена, непрерывна и монотонна на множеснк 
X ( X е R ), причем множество значений этой функции Y. Тогда существуй 
функция g(x), обратная f(x), область определения которой Y, область зіы 
чений X, которая непрерывна и монотонна (с тем же, что и f (х), направлг 
нием монотонности).

Задача-теорема 1. Доказать, что уравнение f(x) = g(x) и f(x) = x равни 
сильны, если f (х) возрастает, и уравнение f (х) = g (х) является следствием 
уравнения f  (х) = х, если f (х) убывает.

Доказательство. Пусть хо — корень уравнения Кх) = х, т.е.Хо= t'(xo). I о 
гда Хо е  X. Но f (хо) е Y, а значит, хо е  Y.

В таком случае хо и f ( x o )  попадают в область определения функции и 
значит, g  (х о )  = g  ( f ( x o )) .  Но g  ( f  (х о ) )  = Хо, а х<, = f  (х о ) .  итак, g  (х о )  = f ( x o ) .  Пуси. 
теперь f ( x )  возрастает, и f ( x o )  =  g ( x o )  (т.е. х о — корень уравнения f ( x )  =  g(x)) 
тогда Хо 6 X; но и g(xo) е  X, значит, Г(хо) е  X. В таком случае f(xo) и g(x„i 
попадают в область определения функции f ,  значит, f  ( f  ( x o ) ) = f  ( g  (Хо)У=хо (*)

Если f (хо) > Хо, то, поскольку обе части неравенства попадают в обласк. 
определения функции f, то, учитывая ее возрастание, имеем f(f(xo))>f{x„) 
откуда f (f (хо)) > Xfl, что противоречит (♦).

Аналогично доказывается невозможность случая f (хо) < хо, итак, остасі 
ся единственное решение: f (хо) = хо.

В дальнейшем через f и g будем обозначать взаимно-обратные фуих 
ции.

Задача 2. Решить уравнение: 1 + cos^x = 2^cos2x .

Решение. Преобразуем уравнение 1 + cos^x = 2^^cosST^, Обозначим 
coŝ x = k, тогда наше уравнение запишется так: I + = ^2к - 1 . Положим
f = т о г д а  к = ^2f -  l.T.e. g = 2̂V. - 1 . Имеем уравнение вида f(k) = g(k), ки-
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торое равносильно уравнению (Тк) = к. Итак, = (k-i)(k^ + k-i)

■1;к 2 = ■ fs-\ ; ( к.
2

c o s  х = 1;

2 > / 5 - I
c o s  X =------. • 2 лSin X =  0;

2 c o s  X =  ±  t. L

не подходит, поскольку к = coŝ x > 0). Итак

X =  я  и, п 6  Z;

X =  Я' п ±  a rc c o ss (t) ,w e c = ^ ^ 1
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