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УДК 621 

ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА ХАБОЛТА ДЛЯ 

ПРЯМОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

 

Борщёв А.И.,  

Научный руководитель – Напрасников В.В., к.т.н., доцент 

 

Целью данной работы реализация программная реализация метода 

Хаболта для прямого интегрирования уравнений равновесия в 

динамических задачах. В качестве среды для программной реализации 

методов выбран Mathcad 15. 

Уравнение равновесия системы конечных элементов, находящейся в 

состоянии движения, имеет вид: 

 

𝐹𝐼(𝑡) + 𝐹𝐷(𝑡) + 𝐹𝐸(𝑡) = 𝑅(𝑡), 
 

где 𝐹𝐼(𝑡) — вектор сил инерции, 𝐹𝐼(𝑡) =  𝑀𝑈̈; 𝐹𝐷(𝑡) вектор сил 

демпфирования, 𝐹𝐷(𝑡) = 𝐶𝑈̇; 𝐹𝐸(𝑡) — вектор сил упругости, 𝐹𝐸(𝑡) = 𝐾𝑈, М, 

С и К соответственно матрицы масс, демпфирования и жесткости; R— 

вектор внешней узловой нагрузки, 𝑈, 𝑈 ̇ и 𝑈̈ – векторы узловых 

перемещений, скоростей и ускорений ансамбля конечных элементов, все 

векторы зависят от времени. 

Таким образом, в динамических задачах рассматривается статическое 

равновесие системы в момент времени 𝑡 с учетом инерционных сил, 

зависящих от ускорения, и сил демпфирования, зависящих от скоростей 

движения. На практике такие задачи решаются с помощью методов прямого 

интегрирования. 

 Прямое численное интегрирование основано на двух идеях.  

Во-первых, удовлетворение условий равновесия требуется не в любой 

момент времени 𝑡, а только на отдельных коротких отрезках времени ∆𝑡. 

Это означает, что равновесие с учетом сил инерции и демпфировании 

рассматривается в дискретных точках временного интервала. 

Во-вторых, учитывается изменение перемещений, скоростей и ускорений 

внутри каждого временного интервала ∆𝑡.  

Пошаговое интегрирование метолом Хаболта: 

А. Начальные вычисления: 

1. Формируются матрицы жесткости K, масс M, демпфирования C 

2. Задаются начальные значения 𝑈0, 𝑈̇𝑜 и 𝑈̈0  

3. Выбирается временной шаг Δt и вычисляются постоянные 

интегрирования: 

𝑎0 =  
2

∆𝑡2
;  𝑎1 =

11

6∆𝑡
; 𝑎2 = 

25

∆𝑡2
;  𝑎3 =

3

∆𝑡
 ;  𝑎4 = −2𝑎0; 
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𝑎5 =  
−𝑎3

2
;  𝑎6 =  

𝑎0

2
; 𝑎7 = 

𝑎3

9
 

4. Вычисляются 𝑈̇Δt и 𝑈2Δt с помощью специальной начальной 

процедуры 

5. Вычисляется эффективная матрица жесткости 

𝐾̂= 𝐾 + 𝑎0𝑀 + 𝑎1𝐶 

6. Матрица 𝐾̂ приводится к треугольному виду 

Б. Для каждого шага 

1. Вычисляется вектор эффективной нагрузки в момент 

𝑅̂𝑡+∆𝑡 = 𝑅𝑡+∆𝑡 + 𝑀(𝑎2𝑈𝑡 + 𝑎4𝑈𝑡− ∆𝑡 +  𝑎6𝑈𝑡− 2∆𝑡)
+ 𝐶(𝑎3𝑈𝑡 + 𝑎5𝑈𝑡− ∆𝑡 + 𝑎7𝑈𝑡− 2∆𝑡) 

2. Определяются переменные в момент времени 

𝐿𝐷𝐿𝑇𝑈𝑡+∆𝑡 = 𝑅̂𝑡+∆𝑡 

3. Если требуется, вычисляются скорости и ускорения для момента  

𝑈̈𝑡+∆𝑡 = 𝑎0𝑈𝑡+∆𝑡 − 𝑎2𝑈𝑡 −  𝑎4𝑈𝑡− ∆𝑡 − 𝑎6𝑈𝑡− 2∆𝑡 

𝑈̇𝑡+∆𝑡 = 𝑎1𝑈𝑡+∆𝑡 − 𝑎3𝑈𝑡 −  𝑎5𝑈𝑡− ∆𝑡 − 𝑎7𝑈𝑡− 2∆𝑡 

 

Программная реализация численного метода: 

 

 
 

Рис. 1. Код функции реализующий расчет методом Хаболта. 

 

Контрольный пример:  
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Рис.2. Контрольный пример вычисления методом Хаболта. 

 

Следует отметить, что пошаговая процедура, основанная на методе 

Хаболта, может быть применена в статических задачах, когда не 

учитываются инерционный эффект и демпфирование. Другими словами, 

если С=0 и М=0, процедура Хаболта дает решение квазистатической задачи 

для нагрузки, зависящей от времени. 
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