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3#П. Шульман, Э,А. Зальцгендлер, В.И, Байков

СВОБОДНАЯ КОНВЕКЦИЯ НЕЛИНЕЙНОВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ 
ПРИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ ВТОРОГО РОДА

Многие текучие среды в диапазоне скоростей сдвига, реализу­
емых в условиях свободной конвекции, проявляют аномалию вязко­
сти [1.2] .Поэтому задачи свободной конвекции в неньютоновс­
ких, в частности нелинейновязких жидкостях, представляют
значительный интерес. Плоские задачи свободной конвекции не­
линейновязких жидкостей при граничных условиях I рода (глав­
ным образом для изотермической стенки) рассмотрены в целом 
ряде работ, из которых можно отметить |̂ 3, 4] , Однако в при­
ложениях гораздо чаще встречаются физические ситуации, ког­
да известна либо задана не температура, а тепловой поток на 
стенке, т.е. реализуются граничные условия П рода, в част­
ности при электрообогреве поверхностей. Кроме того, пе­
репады температур, характерные для условий свободной конвек­
ции, могут быть весьма значительными, что вызывает необхо­
димость учета теплозависимости реологических характеристик;в 
первую очередь, коэффициента консистенции,

В теоретических исследованиях граничные условия I рода 
использовались именно потому, что они позволяли свести за­
дачу к автомодельному виду [̂ 3, 4  ̂ , Анализ возможности по­
лучения автомодельных решений для граничных условий П рода 
в литературе отсутствует, В настоящей работе проведено это 
исследование.

В е р т и к а л ь н а я  п л а с т и н а .  Безразмерные уравнения ста­
ционарного пограничного слоя для задачи термической свобод­
ной конвекции нелинейновязкой жидкости имеют вид
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Решение полной задачи (1 ) -  (4 ) представляет значитель­

ные математические трудности* Учитывая, что обобщенное чис­
ло Р'Ъ для капельных высоковязких жидкостей, как правило, 
весьма велико, можно пренебречь вкладом инерцибнных членов 
внутри теплового пограничного слоя* Это допущение хорошо 
оправдывало себя при решении задач свободной конвекции для 
граничных условий Г рода [з] • Учет этого допущения и ^веде- 
ние функций тока дает:

3 9  д В

д'^9
Эу'^ B y '^ j

Ъ 9 ЭВ __ д'^в
Э у  Эс/'2-

(6)

(7)

при этом граничные условия модифицируются к виду 

4,^0 ■ ^ ^ 0  ; Ę  = при (8 )



Э у ' '
O 9 ^ 0 при ►0̂9

Для дальнейшего анализа конкретизируем вид функций 
и OJ^C %) (общий случай рассматривается ниже]. Зависи­
мость коэффициента консистенции от температуры для
многих реальных сред может быть представлена 1)бо^("0)*=
*  2)оо^('0^ = в>.р(''-у'^).Тепловой поток на стенке выбирается
в виде: ; 2) оз2( х )== е х р ( - у в х )  ,
лее часто встречающиеся на практике ( q —const  
частным случаем при уЗ =0)#

Рассмотрим последовательно все случаи:

как наибо- 
является

I. с о / 0 )  =  э

со^(% ) =
В

(9 )

( 10)

Для анализа задачи (6 ) -  (7 ) используется групповой метод 
Амеса [б] . Применение линейной однопараметрической группы

а H ; ^ = а  ̂ ;
7̂ 0 ( И )

а У ; в  -  CL  ̂ в

К системе (6 ) -  (7 ) с учетом соотношений (9 ) и условие по­
стоянной конформной инвариантности системы (6 )- (7 )  (относи­
тельно группы ) дает следующую систему алгебраичес­
ких уравнений:

п 7 -^ ~ ('2 п + 0 < ^ ^ +

X+  X  -  о(.-а(„ = Х „ - 2 Х2
откуда находим:

г  ’
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Тогда инвариантами группы будут
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ы

у
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(15)



Подстановка соотношений ( 15) в граничное условие  ̂10) да­
ет

п ~?г) 116)

Из уравнений (15 ), (16) находим автомодельные решения

ед(у]У.
п П + у )+ і6 Г 5 п  +  П Н -2 г ) *

X ( ^п + 2 + у Н ^ - ^ )

__ Cp______________ . У

^  Зп-^2+^

Система нелинейных обыкновенных диф(1зеренциальных урав­
нений, соответствующая і6) ,  (7)  и (9) :

Ii 2 (п + / )+ г+ / в ((-^ ) , ,
P  + Dn-^ 2 + ^

-fg '-
( 3 n  + 2 + r V ( - 2 ^ )

(18)

C граничными условиями

f - f ^ O ; при ;

ў " — * 0 ; 9 -^ 0 при -у ---.

п. с о р )  =

L o M  = e x p C - / 3 x ) .

(19)

(20)

( 2 1 )

B этом случае применяется спиральная однопараметрическая 
группа

X = х+ 1 п а Ч ' - а ' Я '
X ,

(22)

У -а  ; 9 = а д .



Требование постоянной конформной инвариантности системы 
(6 ) ,  (7)  C учетом (20) относительно группы преобразований 
I  I приводит к следующим алгебраическим соотношениям:

п~К^~(2п-^ = ; (23)

(24)

Третье соотношение получено из (21)

^  ̂■ (25)

Из решения системы алгебраических уравнений (23) -  (25) 

определятся отношения —~  . и с учетом (22) окон­

чательно следует:

(26)

(26.а)

(27)

ш. 00^(9 )^ е г р (~ ^ В )  ■, (28)

CO^Ct) - (29)

В данном варианте применяется линейная однопараметричес­
кая группа преобразований | ,, определяемая соотношения­
ми (11)'* При этом из (28) вытекает, что ^  учетом 
этого получаются алгебраические соотношения:

hX^ ( 2 . г л ' ^ ; (30)

(31)

которые полностью определяют автомодельные решения
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, Ч . у
9 ( у ] ) ^ е  ; 2n+^  ̂ '7 ~  j2 ___

3n+^ 3n+^
(32)

Из (29) и (32) следует, что задача допускает автомодели- 
зацию только в случае

/3 = -
п

ІУ . COj(S ) = е х р С -у^ ) 

CO^U)- е%р(-(Ьж').

(33)

(34)

(35)

В этом случае применение спиральной однопараметрической
группы приводит к

п ' х - с г г л ' ^ \ ) \ ^ о

'Х- ^  7

(36)

(37)

П *=^-1/3, что не

зависимости

при этом автомодельные реше-

Решение системы (36) и (37) дает 
имеет физического смысла, т*е. автомодельные решения отсут­
ствуют.

Для произвольной функции COĵ (Q )  задача допускает авто­
модельное решение лйші^в случае степенной

COr̂ c %) вида 
ния имеют вид (3 2 ),

О с е с и м м е т р и ч н ы е  т е л а  в ращ ения .  Безразмерные 
уравнения асимптотического пограничного слоя для задачи сво­
бодной конвекции нелинейновязкой жидкости пренебрежении 
зависимостью коэ(}зфициента консистенции от температуры (учет 
этого фактора может быть проведен аналогично вышеизложен­
ному) имеют вид

SiL  "  ' ^ y e c p s d ^ O  ;
Э у  L Эу (38)

- ^ f n u ) +  : ^ ( r v ) ^ 0  
Эх ду

(39)



э е
U -г— (- V ——Эх Эу

д' ^в 

~  Эу'̂

: граничными условиями

U = V=O ;
ду при ! ^ - O -

U -  0 ; 9 - ^ 0 при

Преобразование Степанова — Маяглера
%

и
О

СВОДИТ систему (38) -  (40) к

 ̂ L ^
__ и

э Эи, ЭиЛ
д у Э у \

+  Q r  COSdL=O ;
1

Э Х  д у  ’

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

ЭВ Э 9  д ^ вІХ — ---- h V —  ~  ------< ах ду Эу'^ (45)

В случае самой общей зависимости  ̂~ ex') и COSol=Z^X)
методом инспекционного анализа получить автомодельные реше­
ния нельзя* Однако в случае степенной зависимости радиуса 
тела вращения и со 5 U от X , которые охватывают практи­
чески весьма важные случаи (в  частности, конуса, вертикаль­
ного цилиндра и пространственной критической точки) авто­
модельные решения могут быть найдены.

Обозначим

[V«] COSoC =  C X (46)

Применение линейной однопараметрической группы преобра­
зования (11)  к системе уравнений (43) -  (45) дает с учетом



(46) и требования постоянной конформной инвариантности сис­
темы (43) -  (45) относительно группы преобразования -  
цепочку алгебраических соотношений

п — (2 п +  ~  "^2 ? (47)

(48)

Решение системы (47) -  (48) позволяет найти инварианты 
системы (43) -  (45) относительно группы •

9 _  9 _  У
n - (5 n + n - v  j (49)

Требование постоянства теплового потока на стенке приво­
дит (45) к

2(г)+^)+-9 2(п+0
5п+2г- ,  - i3 n + 2

5п+2
2 ('n+ '0+v

З п + 2

п - V п

9 =  д(-фу.
Зп+2 З п + 2

1  Зп+2 Зп+2

C (50)

п 1

TJ=- П -У
Зп+2 •-

_ З п + 2
'2 .(n + 0 + 'v >

-,Зп+2 Зп+2  
C

В автомодельные решения (50) включены постоянные вели­
чины C целью исключения постоянной C и уменьшения числа 
коэффициентов в окончательной системе нелинейных хптфферен- 
циальных уравнений, которая имеет вид

п1/

g " + ^ ę ' -
п - V

2 ( 'п ' * '0 “  V 

C граничными условиями

/  д - 0
(51)
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/  =  / = {?  ; при -TJ = O ;

д - 0 при 7J

(52)

В частных случаях постоянные C 
(46) равны:

: = 1 V =

V в соотношении

(53)

(вертикальный цилиндр постоянного радиуса, где в 
характерного размера выбирается радиус цилиндра)

SL

C = [  Isin COS ‘Р ; V =

качестве

Г)

2
(конус);

C -  2
2 __

V — ------

(54)

(55)7 - 2
(пространственная критическая точка).

П л о с к и е  т е л а ,  К системе уравнений, которая получается
из (43) -  (45) после подстановки соотношения (46) и, следо­
вательно, к уравнениям (51) с граничными условиями (52) сво­
дятся задачи свободной конвекции около:

1, Пластины -  C = Ii V=O.
2, Клина -  C-COSCO ; V=O*
3, Плоской критической точки - с = 1; V = I .

(56) 
(56,а)

(57)

Таким образом, система (51) охватывает, в зависимости от 
значения параметра V  , целый класс задач; причем V  для 
псевдопластичных жидкостей изменяется в диапазоне Or^V 

Результаты второго и третьего разделов могут быть легко 
расширены на случай теплозависимости коэффициента консис­
тенции от температуры и переменного теплового потока на
стенке методом группового анализа Амеса.

>4 Iи
T
T

О б о з н а ч е н и я

-  размерные координаты;
-  размерные продольная и поперечная скорости;
-  абсолютная температура;
-  абсолютная температура при оо •

11



q ^ -  характерный тепловой поток;
T q -  температура стенки;

-  теплопроводность;
P  -  коэффициент термического объемного расширения; 
L  -  характерная длина; 
д  -  ускорение свободного падения; 
к -  коэффициент консистенции;

Pr: модифицированное число Прандтля;

2 t lL
Hn ^+Пг2

L L ^ 9 v

3(п~Ъ
^2(пН)

X
-  модифицированное число Грас- 

гофа;

Co(B)"  ̂ функция теплозависимости коэффициента консистен- 
 ̂ ции;

CJ (%V зависимость теплового потока на стенке от про­
дольной координаты 

^  -  функция тока;
/J -  параметр неньютоновского поведения; 
yj -  автомодельная переменная;

/C tj) -  автомодельная функция тока; 
g (r j ) -  автомодельная функция температуры;

Г  -  радиальная координата;
Л -  угол между касательной к контуру тела и направ­

лением силы тяжести;
^  -  полуугол раскрытия конуса; 
со -  полуугол раскрытия клина.
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3^n* Шульман, В.И* Байков, Э#А* Зальцгендлер

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ СВОБОДНАЯ КОНВЕКЦИЯ 
НЕЛИНЕЙНОВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ ОКОЛО ТОНКИХ ТЕЛ

ВРАЩЕНИЯ

Свободная конвекция в реологически сложных средах в по­
следние годы привлекает значительное внимание Q , 2  ̂« В ряде 
экспериментальных работ [̂ 3, 4j показано, что для диапазона 
скоростей сдвига, реализуемых в условиях свободной конвекции, 
многие текучие среды проявляют нелинейновязкие свойства и 
могут быть описаны ^'степенным^ реологическим уравнением 
состояния* Плоские задачи свободной конвекции неньютоновской 
жидкости рассмотрены в работах j j  -  4 .̂ ; из пространствен­
ных задач следует отметить работу Стюарта [sj • Однако про­
странственные задачи свободной конвекции неньютоновских жид­
костей около тонких тел вращения (толщина пограничного слоя 
соизмерима с радиусом тела вращения) до сих пор вообще не 
рассмотрены* В приложениях, особенно в технике зондовых из­
мерений, в датчиках автоматического регулирования и дистан­
ционного управления технологическими процессами, подобные 
задачи часто встречаются* Для условий вынужденной конвекции 
аналогичные задачи динамики и теплообмена рассмотрены в ря­
де работ, из которых можно отметить [б -  ^ *

Безразмерные уравнения пространственного, стационарного 
пограничного слоя для задачи термической свободной конвекции 
нелинейновязкой жидкости около вертикального тонкого тела 
вращения имеют вид

P r
^п+1

( l - U ~  + r v ? “  ) - ^ P Э и
Э х  SU/ Э у Э у д у _

■hn&COSo( '̂,( 1 )
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Э(г'и') , 9('|-'v)
Э х Э у

- О  :

Эд 
r u  —  

Эх
, Э©

+  r v —— =  
By Эу Эу ’

C граничными условиями

U = V  - 0 ; е - ( при у )

и 0 ; э - ^ о при у  - O O

где
 ̂ п

х'  Ч'
X -— , у - — (Tr Pr

J

п + \

U=WPr ,  "  \ L g ^ (T - T j j  

2п+і {

9 --  T - T o r
т „  -

^П+І 2(п+0
=  V ' P r  G ^  [< -9/3  - T ^ )

-I 2

(2 )

(S)

(4 )

(5 )

Обобщенное число Pr для капельных высоковязких жид­
костей, как правило, весьма велико. Поэтому толщина теплово­
го пограничного слоя намного меньше толщины динамического 
пограничного слоя, В результате вклад инерционных членов 
внутри теплового пограничного слоя весьма мал |̂ 1, б ].  Кро­
ме того, для тонких тел вращения ^  О, следовательно, в 
уравнении движения (1 ) можно положить C O S o i^  j .

Тогда

э Г Эи Эи]
Эу Эу

'ЭСти ) Эіг^м)  _  Q
Э X aj/

( 6 )

(7 )

14



ЭВ ^  Э 9  ^  Э . 9 9   ̂r u — + Г У —  г — (г —  ) _ 
Эх Эс/ Э у (8 )

При этом граничные условия (4 ) модифицируются к виду 
[1 . 5 ] :

U =  V —О \ 9 = 1
д и
Э у

при у - -  ,

О О

=  0

при
(9 )

После введения новых зависимых и независимых перемен­
ных и параметров

л= ^

-в
(%)  d)i. ; HO)

У

v d y  ; (11)

(12)

(13)

где Ф определяется из уравнения неразрывности

пи = r v =  -  ^ , 
Э у

система (6 ) -  (8 ) преобразуется к двум уравнениям:

п i ' 2̂ i n-У
n / V ?  (/+л?)) O ^ y V l " ' '  /!((+/Jrg) +

yCn+O -Сп+1) -(2n+1) -п -(^n+1)
+ вт̂  Po a b и - О  ; ( 14)

е"(^ +  /І7; )+ э '/ ? +  t ,
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C граничными условиями

У  = У  = ; 0 = ^ при Tj =0;

- *  0
(16)

; 9 - *  0 при Tj .

Из требования автомодельности задачи вытекают следующие
функциональные связи:

уГп+1) 2п+і n+̂  <-2у /3-2 J.-1
~  ; а, U . (17)

Из двух первых соотношений системы (17; вытекает; 

Со+Ох*

и
п+1 (18)

Подстановка соотношений (18) в последнее выражение сис­
темы (17) дает

откуда следует

- J n - i <^^п+( <у-  = 0 . (1 9 ;

Соотношение (19) является единственной связью между не­
известными $ /3 9 ^  t которая может быть опреде­
лена из системы (17)*

Переход к физическим переменным, который осуществляется 
C помощью формул (10) и (17), дает второе уравнение

I tny -+  Jo(n^-5c/vny- - З п - ' І + п/3^-*-2

Кроме того, получается функциональная связь

JUC.

Г о ~  ^
ЗГ) + 1~У'/вп-у'о(п—

( 20)

(21)
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Система двух нелинейных алгебраических уравнений (19) , 
(20) относительно трех неизвестных величин о( , ^  ^  
допускает единственное решение длЯо<{

о( = -1

И множество решений для /3 и 
^  необходимо существует связь

1 П

(22 )

Однако между ^  и 

(23)

Уравнений (21) -  (23) оказывается достаточно для опреде­
ления условий автомодельности

п-ь i Г|_
л

(24)о = % ; Гр =  Cx

C целью исключения из системы ( 14) -  ( 15) 
величин необходимо потребовать

/ в ^ -1  у  .

п(х:тоянных

а  = C

, _  - ГЬ =  C ^

(25)

Следует отметить, что в зависимости от выбора конкрет­
ных значений /3 и у* , удовлетворяющих уравнению (23) , 
параметры Ct  ̂ Ь принимают, согласно (25 ), различные 
значения.

Таким .образом, задача сводится к системе нелинейных

обыкновенных ди(})ференциальных уравнений

П-І-І' III Ii  ̂  ̂ 2
п/ 1/1 ( 1 +/Itj) III .rill

п-І

2 у^'Ч/

п-І
2

Ar ] )  ^ А&'  ~ о

A(\^Arf )  -ьа=0;(2б)

(27)

C граничными условиями (16 ), где содержится, кроме реологи­
ческого параметра п » дополнительный параметр /) , отра­
жающий влияние поперечной кривизны. Локальные коэ(})(})ициен- 
ты теплообмена и трения определяются по формулам

2 Зак, 5479 17



2n+1
I 2(n+'f) ón + i '^П+І

Nu =~ O(O)Gr Pr X

n + 2  IĄ
2 (n + 0  -Зп-Н -Зп+І

c ^ ^ 2 ^ " ( 0 ) G r  Pr %

Осредненные коэффициенты соответственно равны:

i п
2{n-^i) Зп+'І

eV£))Gr P r ;
------ 5 n  +  2

(28)

(29)

n+2
. . .  2(n+V 3n + l—  ^ a n H )

3 n  + 2

Решение данной задачи получено на ЭВМ "Минск-22^ мо­
дифицированным методом Ньютона, Некоторые результаты рас­
чета представлены на рис, 1,2. Параметр поперечной кривизны 
весьма сильно влияет на 0^(0 ) и -^^^(0), а следовательно, и 
на коэффициенты теплообмена и трения тонких тел вращения. 
Следует отметить слабую зависимость ^ ' ( 0 )  от параметра

Рис, 1, Зависимость характеристики 
теплообмена от параметров кривизны 

и неньютоновского поведения:
1—  п = 1; 2—  п =0,75; 3—  п =0,5.
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Рис. 2. Зависимость характеристики 
трения от параметров кривизны и не­

ньютоновского поведения:
1 „  п = 1; 2 ~  п =0,75; 3 ~ п  =0,5.

неньютоновского поведения* Кроме того, если для малых зна­
чений параі^етра кривизны усиление неньютоновских свойств 
приводит к уменьшению величины — 0*(О), то для больших ве­
личин А наблюдается противоположная тенденция (рис*1).Умень- 
шение параметра п приводит к более резкой зависимости 

(0 ) от значений величины • Сама величина су­
щественно зависит от показателя неньютоновского поведения Г) 
тем сильнее, чем больше параметр /I (рис*2 ),

Итак, в тех случаях, когда толщина пограничного слоя со­
поставима C радиусом тела вращения, влияние поперечной кри­
визны на процессы теплообмена и течения весьма значительно*

Л и т е р а т у р а

1. A c r i v o s  А *  А  T h e o r e t ic a l  A n a ly s i s  o f  L a ­
m inar N a tu ra l C o n v e c t io n  H e a t T r a n s fe r  to  N o n -  
N e w to n ia n  F lu id . -  "A IC h E  J o u rn a l", I9 6 0 ,  N 4 .
2. T i e n  C . L am in a r N a tu ra l C o n v e c t io n  H e a t T r a n ­
s fe r  from  V e r t ic a l P la te  to  P o w e r - L a w  F lu id ." A p p l . 
S c i  R e s " ,  1 9 6 7 ,N 1 7 *  3. R e i l l y  I. T i e n  C. ,  A d e l -
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m a n  М . E x p e r im e n ta l S tu d y  o f N a tu ra l C o n v e c t iv e  
H e a t t r a n s f e r  from  a  V e r t ic a l  P la te  in  a  N o n —N e w ­
to n ia n  F lu id , -  ’’C a n . J, C h em  E n g ” , l9 6 5 ,N 4 .4 ,flэ йл И „ 
Э м е р и  А, Теплопередача от вертикальной пластины при сво­
бодной конвекции неньютоновских "псевдопластичных^ жидкос­
тей# -  ^Теплопередача^, 1972,No 1# 5 , S t e w a r t  W , A s y m p -  
to t ie  C a lc u la t io n  on  F r e e  C o n v e c t io n  in  L am in a r 
T h r e e  -  d im e n s io n a l s ys tem s#  -  ” Int#J, H e a t M a s s  
T r a n s f e r ” , 1971 , N  8, 6, Б а й к о в  В#И„ Ш у л ь м а н  З.П# P eo- 
динамика и конвективный теплообмен тонкого тела вращения , 
продольно обтекаемого неньютоновской жидкостью# -  Изв#ВУЗов 
СССР# Энергетика, 1972,No3# 7# Б а й к о в  В#И#, Ш у л ь м а н  3#П# 
Реодинамика и конвективный теплообмен тонкого тела вращения 
продольно обтекаемого нелинейновязкой средой при вдуве-отсо- 
се той же среды через пористую стенку, -  "Изв,ВУЗов СССР, 
Энергетика^, 1972,№ 12# 8# С е б  е с и  T ,, На Т . Характеристики 
поверхностного трения при ламинарном обтекании тонкого ци­
линдра жидкостью со степенным знаком изменения напряже­
ния# -  "Прикладная механика" ( F r a n s  A S M E  ) ,1970, № 1#

В,М, Носов,

ВЛИЯНИЕ СВОЙСТВ М АТЕРИАЛА ДИЭЛЕКТРИКА НА 
СКОРОСТЬ ЕГО ВРАЩЕНИЯ В ЭЛЕКТРОРЕОЛОГИЧЕСКОЙ 

СУСПЕНЗИИ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

В данной работе исследуется влияние напряженности элект­
рического поля E на реологическую зависимость напряжения 
сдвига 'TJ от градиента скорости сдвига ^  электрореологичес- 
ких суспензий, а также влияние материала диэлектрика на эф­
фект спонтанного вращения в этих условиях. Эффект вращения 
диэлектрических тел в слабоэлектропроводных гомогенных сре­
дах при наложении постоянного электрического поля |̂1 -  ^при­
влекает к себе все большее внимание после того, как было 
доказана возможность его резкой интенсификации путем при­
менения в качестве рабочих сред новых диэлектрических дис­
персных композиций -  электрореологических суспензий [4, s j # 
Это объясняется тем, что хотя исследования явления вращения 
диэлектрика в электрореологических средах проводятся срав-
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Рис, I. Кривые течения су­
спензии диатомита (5% вес.) 
в трансформаторном масле 
(95% вес.) при напряженнос­
тях электрического поля Е: 
1— 0; 2— 1,0; 3— 1,5; 4— 2,0;

5— 2,5; 6— 3,0« IO^bZm ,

нительно недавно, уже сейчас имеется достаточно практических 
приложений (микродвигатели, различные измерительные устрой­
ства для определения напряженности электрического поля, кон­
центрации дисперсной фазы и т ,д .). Так как эти параметры оп- 
ределяющим’ образом влияют на сам электрореологический эф­
фект -  обратимое изменение вязкости суспензий в электричес­
ком поле ( рис, 1) -  возможен комплексный подход к проблеме; 
изучение изменения реологических характеристик суспензий и 
параметров спонтанного вращения диэлектрика в электрическом 
поле.

Данная работа служит дальнейшим развитием этих исследо­
ваний и преследует цель установить из опытов взаимосвязь 
между характеристиками процесса вращения, в частности вы­
яснить влияние свойств материала диэлектрического образца на 
скорость его вращения в электрореологической суспензии в 
электрическом поле.

Попытки выяснить влияние материала диэлектрика на эф­
фект вращения в слабоэлектропроводной гомогенной жидкости 
предпринимались еще Сумото p j .  Но отсутствие количествен­
ных характеристик процесса вращения, которые он не мог по­
лучить из-за недостатка оборудования,а также допущенная не­
точность в работе (телом  вращения служила тонкостенная стек­
лянная трубка, заполнявшаяся различными веществами,а нам ва­
жны, главным образом, свойства материала на поверхности тела 
вращения, которые при такой постановке эксперимента были оди-
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наковыми) привели к тому, что ничего определенного выяснить 
не удалось.

Опыты проводились на установке, описанной в работе [4j , 
которая была усовершенствована для целей эксперимента. Вме­
сто консольного крепления тела вращения в подшипниковой го­
ловке была выбрана схема крепления с опорой на острие* Дан­
ная конструкция позволила уменьшить и стабилизировать мо­
мент сопротивления* Тело вращения представляло собой метал-, 
лический стержень i  2 мм, покрывшийся втулками из различ­
ных диэлектриков 4 и длиной 40мм. Он оканчивался зака­
ленной металлической иглой, опиравшейся на рубиновый под­
пятник, В качестве верхней опоры служил подшипник качения. 
Такая конструкция ротора позволяла изменять свойства мате­
риала тела вращения на его поверхности*

Варьировались пять видов материала диэлектрика. Результа­
ты опытов представлены на рис,2 и в табл, 1. Рабочей средой 
служила суспензия диатомита в трансформаторном масле кон­
центрацией 2^5% (весовых).

Из рис, 2 видно, что материал тела вращения не изменяет 
характера зависимости скорости вращения ротора п от на­
пряженности электрического поля Е, которая представляет со-
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Т а б л и ц а  I. Влияние материала диэлектрического ротора 
скорость его вращения в электрическом поле

на

Материал
ротора

П об/мин при напря­женностях электричес­
кого поля E • 10 ^ в/м

1,0 1,34 1,67

Электрофизические ха­
рактеристики при 20^С

jO OM • CM S- при 50гц

Эбонит 690 1160 1650 10^"^-10^^ 3,0 -  3,5

Винипласт 690 1050 1500 10 — 10 3,2 — 4,0

Оргстекло 580 860 1240 10 — 10 3,5 -  3,9

Текстолит -  -  -  10 -  10 5,0 -  6,0
8 9

Асбоцемент -  -  -  1 0 - 1 0  6,0 -  8,0

Примечание .Данные  двух последних граф заимствованы из 
электротехнического справочника. М .— Л., 1962, Т.1

бой линейную зависимость, за исключением начального участка 
(насыщения зависимости не наблюдается из-за относительно 
небольшой ндпряженности электрического поля и концентрации 
дисперсной фазы). Скорость вращения ротора достигает макси­
мума у эбонита, затем с изменением материала диэлектрика 
постепенно падает. Образцы же из текстолита и асбоцемен­
та вообще не вращаются, а если попробовать создать вращение 
C помощью внешней силы, то между электродами и диэлектри­
ческим ротором как бы возникает сила притяжения, которая 
фиксирует тело вращения в одном положении.

Табл, 1 позволяет объяснить эту зависимость. Обнаружива­
ется строгая корреляция между величиной п и электрофизи­
ческими характеристиками материала: удельным сопротивлени­
ем jO и диэлектрической проницаемостью SL • Снижение ско­
рости вращения диэлектрического ротора при постоянной на­
пряженности электрического поля с изменением материала тела 
вращения происходит из-за уменьщения удельного сопротивле­
ния P  (или возрастания удельной проводимости v  ) и воз­
растания диэлектрической проницаемости Ł  • По достижении 
определенной величины эффект вообще прекращается. Уменьшив 
каким-либо образом удельную проводимость материала, можно 
интенсифицировать эффект вращения (высушенный до постоянно­
го веса текстолитовый ротор вращается). Ранее была показана
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возможность увеличения фиксирующей способности электрорео- 
логического эффекта диэлектриков за счет их влажности [Т], что 
подтверждается данной работой* Таким образом', изменяя элек­
трофизические характеристики материала тела вращения, можно 
существенно интенсифицировать эффект вращения диэлектрика в 
электрореологических суспензиях в электрическом поле.

Л и т е р а т у р а

1* R  i C h а  г d S о п S .W . R o ta t io n  o f D ie le c t r ic  B o ­
d ie s  in  E le c t r o s ta t ic  F ie ld s ,  -  ’’N a tu r e ” , 1 9 2 7 ,N  238 . 
2. V e d y  L .G . On th e  R o ta t io n  o f  D ie le c t r ic s  in
E le c t r o s ta t ic  F ie ld s  an d  R e la te d  P h e n o m e n a , -
” P r o c *  P h il.  S o c , , ” 1931 , N  91. 3. S u m o t o  I., A n  In ­
te r e s t in g  P h e n o m e n o n  O b s e r v e d  on  S o m e  D ie le c t ­
r ic s ,  — ”J. P h y s *  S o c . , ” 195 5 , 494.4* Ш у л ь м а н  З.П. и др* 
Электрореологический эффект, Минск, 1972* 5 * Д у х и н  С* C . ,  
Д е й н е г а  Ю.Ф*, С и м о н о в а  Т.С* О механизме вращения ди­
электрических тел в электрореологических средах* -  В сб,: Т е­
пло- и массоперенос* Т . 3. Минск, Ш72* 6* C y м о т о  И. Явление 
вращения диэлектрика (на япон. яз.) -  " R e p .  P h y s .  C h e m . 
R e s . ,  ” 1956, №41 • 7. Ш у л ь м а н  З.П* и д р . Влияние свойств 
материала диэлектрического образца на величину электрореоло- 
гического фиксирующего усилия* -  "ИФЖ", 1973, № 1.

Г.Н. Алехнович

ВЛИЯНИЕ БЕНЗИНА АИ93 НА ВЯЗКОСТНЫЕ СВОЙСТВА 
МАСЕЛ Mior И М 12Г

3

При работе двигателя и особенно при запуске в систему 
смазки попадает некоторое количество бензина. Однако дан­
ных, показывающих степень влияния попавшего бензина на вяз­
костные свойства масел, нет.

Для изучения влияния были взяты моторные масла марок 
M ior^  и М12Г, применяемые в двигателе автомобиля "Жигули", 
а также бензин АИ93, В образцы масел вводился бензин в ко­
личестве соответственно: 2,5; 5 и 10 весовых процентов. Кри­
вые течения снимались на ротационном вискозиметре с кокси-
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альными цилиндрами, причем внутренний цилиндр был подвешен 
на предварительно протарированном торсионе. Замеры значений 
величины напряжений сдвига производились в диапазоне ско­
ростей сдвига от 47,7 до 6806,2 сек  ̂ и интервале температур 
от +20 до +120^С*

На рис. 1 и 2 для сопоставления приведены кривые течения 
чистых масел 1 и масел с добавками бензина 2, 3, 4. Показан­
ные кривые течения пост]^оены в лог^ифмических координатах 
при температурах: t  =20 С; t  = 80 С; t=120 C для масел 
M io r  и M 12Г* Реологическое состояние исследуемых образцов 
подчиняется степенному закону* Значение показателя степени 
для масла M ЮГ соответствует 0,98 (20^С) и 1,0 (80^С,12оЪ), 
а для масла M l f f  -  1,0 (при всех температурах.

Как видно из табл. 1, на которой приведены значения меры 
консистенции к (динамической вязкости) в зависимости от от 
температуры масла и концентрации бензина, степень влияния 
концентрации бензина изменяется по мере изменения темпера­
туры. Так, если при температуре +20 C ^влияние концентрации 
бензина особенно велико, то уже при 80 C заметно, что сте­
пень влияния значительно уменьшилась.

Рис. 1, Влияние скорости 
сдвига на напряжение сдви­
га в зависимости от тем­
пературы масла и концент­
рации бензина для масла 

М ІО Г3 :
1— без бензина; 2—  2,5% 
бензина; 3— 5% бензина;
4— 10% бензина.
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Рис. 2. Влияние скорости 
сдвига на напряжение сдви­
га в зависимости от тем­
пературы масла и концент­
рации бензина для масла 

М12Г:
I — без бензина; 2— 2,5% 
бензина; 3— 5% бензина;

4— 10% бензина.

100 1000 ТуОек ^

Т а б л и ц а  U Влияние концентрации бензина на меру 
консистенции

Масло
к * 10  ̂ г/см^ сек

без C бензином, %
бензина

2,5 5 10

о
20 165 125 84,4 45,1

M io r  80° 14,1 9,41 8,63 7,31

4,68 4,32 3,95 3,59

20° 424 334 258 183

M 12Г 80° 32,4 29,9 26,6 21,5

120° 12,9 11,9 10,6 9,41

Следует заметить, что температура кипения бензина АИ93 ле­
жит в интервале от +35 до +185 С. Поэтому при последующем 
увеличении температуры и происходит дальнейшее уменьшение 
степени влияния концентрации бензина на вязкостные свойства
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масла. Некоторое влияние остается и при увеличении темпера­
туры до +120 С,

В ы в о д ы

U Реологическое состояние моторных масел М10Г и М12Г 
подчиняется степенному закону,

2, Повышением температуры масла можно существенно сни­
зить степень влияния попавшего бензина на вязкостные свой­
ства масла,

3. Может иметь место накопление в масле фракций бензина, 
температура кипения которых лежит выше температуры масла.

Ю,М, Пикус

H E ł^TO Pb lE  ВОПРОСЫ РАСЧЕТА НЕИЗОТЕРМИЧЁСКОГО 
ЛАМИНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ РЕОЛОГИЧЕСКИ СЛОЖНЫХ 

ЖИДКОСТЕЙ В ЩЕЛЕВЫХ КАНАЛАХ

В данной статье рассматривается неизотермическое течение 
реологически сложной жидкости в щелевом канале между кони­
ческими поверхностями применительно к задачам теории гидро­
статической смазки упорных подшипников. Проводится расчет 
конических упорных подшипников, имеющих центральную камеру 
(рис, 1), C учетом нейзотермйчности процесса смазки при рабо­
те опоры в режиме медленных перемещений. Под медленными 
перемещениями понимаются такие условия, когда вращение пя­
ты осуществляется на весьма малых скоростях, не превышаю­
щих скорость прокачки смазочной среды, или скорость вообще 
отсутствует, В этом режиме тепловыделением вследствие дис­
сипации механической энергии от вращения пяты можно прене­
бречь,

В качестве исходной реологической модели использовано ре­
ологическое уравнение нелинейно-вязкопластичной жидкости 
(Балкли -  Гершеля;, обобщающее механическое поведение при 
сдвиге различных смазочных материалов (пластичные смазки , 
индустриальные масла, масла с полимерными присадками и
Т.Д.), На случай пространственного течения оно распространя­
ется следующим oбpaзo^4:
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Рис. I. Конический гидро­
статический упорный под­
шипник C центральной 

камерой.

П„ = 2 ( ^ "  .fc J  ■ )ф^ ( 1)

где По,
деформации;
к

ф -  девиаторы тензоров напряжений и скоростей 
J  -  интенсивность скоростей деформации; -г і 

Г) -  реологические параметры*
C учетом общепринятых допущений теории смазки и теории 

теплообмена была получена система уравнений неразрывности 
(2 ) ,  движения (3 ) и энергии (4 ) в специальной ортогональной 
конической системе координат OL S' 9 применительно к
решению поставленной задачи.

L Э І   ̂ ’

Э р  _  Эт:і,;

dL Э &
д х
д д-

Ir- -  О ;

где
/t; H--I av,

аЭ C ^ r- э д-

J -

'^вЗ-

■h

Э8-
D

+  W  )

(3 )

Э5-

6d l і З д ^ ‘
(4)

В отличие от распространенной в теории смазки адиабати­
ческой постановки D "■ , в уравнение энергии (4 ) введен 
коэффициент (э , учитывающий отвод тепла поверхностями 
трени*% Величина его может быть приближенно определена из

28



уравнения теплового баланса как отношение количества тепла, 
отводимого в единицу времени поверхностями трения, к общему 
количеству тепла, отводимому в единицу времени.

Проведенные нами экспериментальные исследования реоло­
гических и теплофизических свойств широкого круга смазочных 
материалов, а также анализ литературных данных показали, что 
при решении задач теории смазки можно пренебречь темпера­
турной зависимостью предела текучести ^  , показателя не­
ньютоновского поведения п s плотности jO и объемной 
теплоемкости СрР • В расчетах можно использовать зна­
чения этих характеристик при температуре начального состоя­
ния. Для аппроксимации наиболее существенной температурной 
зависимости реологического параметра h , имеющего смысл 
динамической вязкости для ньютоновской жидкости, ис­
пользована формула Рейнольдса в виде:

к = еу.р
T c - T

т
(5 )

Применение уравнения энергии (4 ) в интегральной форме по- 
зволяет использовать формулы для профиля скорости , по­
лученные при изотермической постановке аналогичной задачи. 
Однако в них параметр k будет переменным по длине зазо­
ра |< = к ( M  , т.е. профиль скорости известен толь­
ко на входе в зазор, где T =  » к ~  » и соответству­
ет гидродинамически установившемуся потоку (влиянием вход­
ного участка пренебрегаем). Поскольку для режима медленных 
перемещений справедливо соотношение ^ ^ L  8'  ̂ ’ мож­
но воспользоваться результатами работы £4] для случая одно­
мерного изотермического течения.

Уравнение неразрывности (2 ) для дальнейшего решения
представим в интегральной форме. Интегрирование его по тол­
щине смазочного слоя с учетом условия непроницаемости и не­
подвижности стенок опоры дает 

п

У "  L d  =  C ,

где C -  постоянная интегрирования.
Подставив в (6 ) выражения для v 

преобразований, получим:

dp ______ к______________

( 2 0 "
In+1

(6 )

 ̂ из [4 j,  после ряда

К  ̂  ̂ '
(7 )
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Аналогично, используя те же выражения, а также (7 ),  пред­
ставим (4 ) в виде

d T _ (^-6-)c к 
Jv 
2І П ‘̂ 1

-  + '2.(^-^бгУі;^(2 (3 )
П Ьі (  п 4- 1 )

Уравнениями (5 ) -  (8 ) воспользуемся для определения ос­
новных характеристик работоспособности рассматриваемого ги­
дростатического подшипника. Приведем их к безразмерному ви­
ду, введя безразмерные переменные и параметры:

L=-
L

; г
_  Г

; L r = D 7 P '
J jl • T  = —  ;

Ц
7

р. m

T - То . X  = —  ; К ~ C =
п

C
о 7 R ’ 1' 1 Ц  ’

) ь-^> 0

К -  . Я.
э РоЬ С р р г п

где ь . Я , . Я 2 * ’ L,2 -  конструктивные параметры
подшипника (рис. 1); -  температура на входе в
опоры; A q -  значение параметра к при T= ; 
давление в камере подшипника.

В результате приведения получим:

(2 л +  /)d'p 2 ^ V c , ( x s / n   ̂  ̂ ^________ _
' Ж ~  T V  п ( п + 1 ) ( і -  ’

4 n + r

зазор 

Fo -

(9 )

aL

r~r. n-^̂ T2 kc^Cy^sin^F)
D-/ Ka (2h-,+ 0

i (■ A ( n 4 ) ( h K . ) s i n f
2 1-)+1

к = e>.p(T^- T ) .

Из выражения (11) после ряда преобразований найдем
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I dH ^  d T

d i d i
(12)

Используя (12 ), из (10) получим дифференциальное уравне­
ние для определения изменения реологического параметра к 
по длине зазора L вследствие диссипативного нагрева

_ о

d i
2 с<х  к +

К а (2. П+ і')

( ^ y l  ( з і п П ' ^  (r.+ i )U -Ky )s in>f
2h+1

(13)

Решение уравнения ( 13) может быть_найдено катодом Ла- 
грднжа. Учитывая граничное условие ( й =Г при L=Kp ) и обо­
значив все постоянные первого и второго членов правой части 
через А и В, получим

к ^
ех р(~Ы)

е % р ( - В К ^ ) + А  I '
e \ p ( ~ B L  )

di
(14)

Подставив (14) в (9 ) и (10) и решив эти уравнения при 
соответствующих граничных условиях, можно определить рас­
пределение давления и нагрев смазочной среды, а затем и все 
остальные характеристики. Поскольку полученная зависимость 
К (  L ) для любых п не выражается в элементарных 
функциях, дальнейшее решение поставленноі| задачи возможно 
только численным методом для конкретных значений безраз­
мерных параметров.

Поэтому ограничимся решением для нелинейно-вязкой и 
ньютоновской жидкостей. Этому случаю соответствует В , = 
=0. ^

Тогда

к =
ACl Ьп _

П -  г і)

(15)

п ' ( X  s;nV’ ) ^ ' ^ n - n )

Такое решение можно применить и для жидкостей с пласти­
ческими свойствами, когда влияние пластичности пренебрежимо 
мало ),  Так при давлениях в камере ^  5 -
6 мн/м^‘ величина даже для смазок, обладающих наиболь-
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шими значениями предела текучести , обычно не превыша­
ет OjOSe Тогда неизотермический расчет опор с вязкопластич­
ными средами можно вести по формулам для вязких сма­
зочных жидкостей, полагая в соответствующих выражениях

Продолжим вывод формул при условии, что пластическими 
свойствами можно пренебречь. Решая уравнение ^9) с учетом 
114). и граничных условий р =0 при L “ 1% р “   ̂  ̂ ~
= получим выражение для определения константы с и
закон распределения давления по длине смазочного слоя: ^

7*̂  5/п

1 9 ( Ы ) 2 г
[  е Xp  ̂-  CT) -  'l] (16)

<ра-(г)2'^^ с,а-
1 Ln п

к ,  ) ( 2 п + 0

ср(-(-б') CjLLT - К Г Т 2 ^ ^

74% Sin П  '■’̂ (1-п)
+  1

(17)

Несущая способность подшипника

2-ІГ L, 2<г L„

NA/— J^pidLdd ■sin' ‘̂f f  P^Ldid9-Siĥ  . (ш)
D l d o

Безразмерный коэффициент несущей способности определяет­
ся выражением:

1

W = 2. ^ p i d
Kr

L + 2 /* L d  L —  i  ~
1

W - Q ) .
Ln X

Kr

-  Pn ч г-
- K ^  )

/1-К
г

ехр ■) +-I H d L  .

Расход смазочной среды находим из соотношения: 
2-гг P

(X — У  J  9  .

(19)

(20)
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Безразмерный коэффициент расхода с учетом (6 ) определит­
ся как:

O - A i _____ -2тхс^^'^-.іп‘е -  _______ у '

Г
( 21)

Мощность, потребная на прокачку смазочной среды, вычис­
ляется по формуле /V = P  Q h b  безразмерном виде рав-

пр о на

W ,. 1<
/̂П

Po п ' »
=  7̂. ( 22 )

Распределение температуры по длине зазора опоры получим 
из решения уравнения (1 0 ), положив «О  и подставив к (L) 
из (15 ), При ^TON^y4TeM, что на входе в зазор при L= К 
температура T  = T  , а также примем во внимание результат 
U6) °

123)
Г

Нагрев смазочной среды при прокачке через зазор (в  без­
размерном виде) равен:

- T  -  г  ( 1 -  S- ).о
(24)

Приведенные безразмерные выражения (19 ), (21) -  (24) мо­
гут быть использованы также для расчета плоских опор после 
подстановки V - t ( s/n V^=l ) »  Полученные результаты 
легко сводятся к формулам, найденным ранее [4J в предполо­
жении об изотермичности процесса смазки ( к/ =COnst  ) , для 
чего необходимо положить У  =0, Используя условия П= 1, 
к= /LC , можно найти выражения безразмерных коэ(})фициен-
TOB для частного случая -  смазки ньютоновским маслом, -  
аналогичные представленным в [б ] для плоских подпятников.
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Л и т е р а т у р а

Ю.М. Пикус

ВЛИЯНИЕ ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ ИНЕРЦИИ ПРИ 
ЛАМИНАРНОМ ТЕЧЕНИИ РЕОЛОГИЧЕСКИ СЛОЖНЫХ 

ЖИДКОСТЕЙ В ЩЕЛЕВЫХ КАНАЛАХ

Изучение ламинарного течения жидкостей в щелевых каналах 
между поверхностями различной геометрии представляет инте­
рес для решения задач теории гидростатической смазки. Вопро­
сы расчета конических и плоских гидростатических подпятников 
C учетом как центробежного, так и остальных инерционных
членов в уравнениях движения применительно к смазке ньюто­
новскими жидкостями рассмотрены в работах [і -  5  ̂• В боль­
шинстве случаев среди всех инерционных, сил превалирующим 
оказывается влияние центробежных,

В настоящей работе рассмотрено влияние центробежных сил 
инерции на основные характеристики скоростных конических и 
плоских гидростатических подпятников с центральной камерой 
при использовании реологически сложной нелинейно-вязкой сма­
зочной жидкости. Реологическое уравнение состояния этой
среды аппроксимируется степенной формулой, обобщенной на 
случай пространственного течения в виде

n-'f 1
П = 2 к J  Ф. 

о ® (1)
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где П Ф -  девиаторы тензоров напряжений и скоростей де­
формации; -  интенсивность скоростей деформации; к -  мера 
консистенции; Г\ -  показатель неньютоновского поведения* 

Используем полученные нами в работе [6j результаты рас­
чета рассматриваемых опор для этой реологической модели* 
Для их анализа примем дополнительно широко распространенное 
допущение об изотермичности процесса смазки* При использо­
вании значений реологических параметров, соответствующих 
среднеинтегральной температуре смазочного слоя, оно вполне 
приемлемо. Безразмерные несущая способность w  и расход 
смазочной среды q определяются соотношениями:

^ W
W - =  TX

)
6

( 2 )

_  Q _  пу. 0 - n ) s i n ‘̂
^  CoR^

1 ( г

Здесь

к © -]

R X —■Ь Po

скорсх:ть вращения пяты;

а,

(3 )

VV -  несущая способ-где со
ность опоры; Q, -  расход смазочной среды; р -  давление в 
камере подпятника; /?̂  , “  радиусы камеры и наружной
поверхности подпятника; h -  толщина смазочного слоя (высо­
та зазора); ^  -  плотность смазочной среды.

Выражения (2 ) ,  (3 ) обобщают расчет плоских подпятников 
( = гг /2 ;&in = 1 ) и случай смазки ньютоновским маслом 
( п = 1; к = ̂  ) .

Для изучения воздействия центробежных сил инерции расчет 
коэффициентов w  и q проводился с учетом и без учета цен­
тробежных сил для различных сочетаний параметров р^ , а  ̂ ,

X  , , /-) C помощью ЭВМ "Минск-22^, и ^Промінь-2'і
При этом выражения 2̂) и (3 ) были представлены в виде:

«  ' IiNA/ -  W  ““ W (4)

35



q = q +q" .

Здесь y j ' = n  йр^ , q=  -n В) ;

(5)

где Ŵ  t C/' -  соответственно безразмерные несущая спо­
собность и расход без учета центробежных сил инерции; 
безразмерные несущая способность и расход, обусловленные 
центробежными силами.

/1 =
Kp ^ )П ~ п )

п + п ) ( к ; - '~ о
в = 'X.(i-n)sin ‘Р

б а , ( к ; - ’ -  П

Результаты вычислений показывают, что для конических и 
плоских подпятников степень влияния центробежных сил опре­
деляется сочетанием параметров р , и п • При исполь­
зовании как нелинейно-вязких, так и ньютоновских смазочных 
материалов во всех случаях несущая способность, определенная 
C учетом центробежных сил, уменьшается, а расход возрастает. 
Эти изменения проявляются тем сильнее, чем меньше безраз­
мерное давление р и относительный размер камеры К ^ , 

Значительный интерес представляет разрешение вопроса о 
границах влияния центробежных сил инерции. Для его выясне­
ния по данным расчетов коэффициентор W , w*  ̂ Q % Cf'— *̂Г) IП гг> f \  ̂ *были построены зависимости вида р = / (K^ ) для раз­
ных п (рис. 1), Они устанавливают соответствие между ми­
нимально допустимыми при данных п значениями р и 

, при которых погрешность из-за пренебрежения центро­
бежными силами, определенная как = w V w ^  ; д %  =*

при расчете несущей способности и расхода не превы­
шает 5%, Полученные из рис, 1 выводы будут справедливы для
любых значений 4̂1

Приведенные графики состоят из двух отдельных участков. 
Такой вид объясняется тем, что в области малых (K ^  ^  
Д 0,2 +  0,3) центробежные силы оказывают более существен­
ное влияние на несущую способность, а в области ^ 0,2ł-0,3 
-  на расход смазочной среды. Степень влияния этих сил на 
несущую способность зависит от величины реологического по­
казателя Г) % а относительное изменение расхода при их уче-
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пШ

Рис. 1. границы влияния цен­
тробежных сил инерции для 
жидкостей C различными зна­

чениями показателя п

те одинаково для всех значении п • Поэтому при К^^^0,2 і- 0,3 
каждому Г) соответствует своя кривая, а при больших -  
кривая одна для любых п , Точка пересечения обоих участ­
ков зависимости соответствует значению , при котором 
влияние центробежных сил на расход и несущую способность 
одинаково и не превышает 5%,

Результаты, представленные на рис* 1, показывают, что 
уменьшение показателя неньютоновского поведения п ведет к 
возрастанию роли центробежных сил при ^ 0,3. Их дейст­
вие становится пренебрежимо малым при больших значениях 
P ПО сравнению со случаем применения ньютоновских жидкос­
тей. При 0»3 влияние центробежных сил зависит только 
от сочетания р^ и К  ̂ и одинаково для сред с любым м •

Заштрихованная область на ри с,1 соответствует такому соче­
танию значений р , и п , при котором влияние этих 
сил инерции по крайней мере на одну из характеристик (W  или 
Q ) является существенным.
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U К у д р я в ц е в  Г#П, Расчет гидростатических подпятников 
C учетом центробежных сил* ~ В сб.: Детали машин и подъ­
емно-транспортные машины. Киев, 1968, Nq 7* 2* Л ос и к В*И. Об 
учете инерционных сил при расчете гидростатических упорных 
подшипников. -  "^Машиноведение", 1968,№ 1. 3. Т о к а р ь  И. Я* , 
Ч е р н я к о в  П.С, К задаче о смазке опор трения с осесиммет­
ричной формой несущей поверхности, -  "Изв* АН СССР* Меха­
ника и машиностроение", 1963, No2. 4. Ф е д о р о в а  Г.И* Эффект 
инерции в щели между соосными вращающимися конусами при 
наличии перепада давления на торцах. -  "Машиноведение", 1972, 
No5. 5, D o w s o n  D, In e r t ia  E f fe c t s  in H y d ro s ta t ic  
T h ru s t  B e a r in g s .  -  ’’T r a n s a c t io n s  A S M E ” , 1 9 6 1 ,S .D , 
V. 83, N  2. 6. П и к у с  Ю.М. Неизотермический расчет гидроста­
тических опор при применении реологически сложной смазочной 
среды. -  В сб.: Тепло- и массоперенос. Т. 3 .,Минск, 1973.

Л и т е р а т у р а

В.П, Ящерицын

ВЛИЯНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА РЕОЛОГИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ФЕРРОСУСПЕНЗИЙ

В последнее время появляется все больше работ, посвящен­
ных изучению механического поведения ферромагнитных текучих 
сред в магнитном поле. Хотя в большинстве случаев рабочие и 
технологические жидкости диа- или парамагнитны, их динами­
ческое взаимодействие с внешним магнитным полем можно су­
щественно интенсифицировать введением добавок мелкодисперс­
ных ферромагнетиков. C помощью магнитореологических доба­
вок можно, например, ламинаризировать турбулентное течение 
либо регулировать в нужную сторону характеристики турбулент­
ности и тем самым радикальным образом влиять на структуру 
потока, гидродинамическое сопротивление и конвективный теп- 
ломассоперенос.

Однако для практического использования магнитореологи­
ческого эффекта нужно в первую очередь изучить основные за­
кономерности взаимодействия ферросуспензий с магнитным по-
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лем при сдвиговом течении, т.е, провести магнитореометричес- 
кие измерения. Для этой цели нами был сконструирован спе­
циальный соосноцилиндрический магнитореометр. Однородное 
магнитное поле в нем ориентировано по нормали к поверхнос­
тям сдвига.

В качестве объекта исследования была выбрана суспензия 
на основе стандартного магнитномягкого ферропорошка PlO со 
средним разіЛером частиц 3,5 мкм. Несущей средой служила 
композиция из 50% масла индустриального 50 и 50% консис­
тентной тугоплавкой смазки "1-13". Система подвергалась об­
работке на ультразвуковом диспергаторе.

Экспериментально получены полные кривые стационарного 
изотермического течения этих ферросуспензий с концентрациями 
твердой фазы от 0 до 70% по весу и варьировании напряжен­
ности магнитного поля от 0 до 10*̂  а/м. Некоторые из полу­
ченных реограмм представлены на рис. 1, а.

Обращает на себя внимание тот факт, что с ростом напря­
женности магнитного поля кривые течения смещаются вверх 
вдоль оси напряжений, область нелинейности их расширяется, а 
наклон прямолинейного участка почти постоянен. Таким обра­
зом, магнитное поле чрезвычайно сильно изменяет пластичес-

Рис, 1. Кривые течения ферросуспензии (а ) при 
различных напряженностях H магнитного поля и 
зависимость параметра нелинейности кривой те­
чения от напряженности магнитного поля (б )  при 

различных концентрациях C (в  вес. %) .
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кий, т,е* структурный, фактор (это  находит свое выражение в 
резком увеличении статического предела текучести) и в гораз­
до меньшей мере влияет на пластическую вязкость^

Предел текучести ферросуспензий в определенном интервале 
возрастает пропорционально напряженности магнитного поля/ а 
затем темп его увеличения снижается, т.е. кривая 1;  ̂ (H)
выходит на насыщение.

Как показали измерения, эффективная вязкость с ростом 
скорости сдвига прогрессивно снижается в десятки и сотни раз.

Итак, в отсутствие поля система является практически нью­
тоновской. Под воздействием магнитного поля она приобретает 
ярко выраженные неньютоновские псевдопластичные свойства. 
Обработка кривых течения показала, что они вполне адекватно 
описываются обобщённым уравнением нелинейновязкопластичной* 
среды, предложенным З.П.Шульманом [l] , в его частной фор­
мулировке  ̂ ł ±

V  +  , (1 )

где % -  напряжение сдвига; ~ предел текучести (пре­
дельное статическое напряжение сдвига;; -  скорость сдви­
га одноосного течения; /Лр -  аналог пластической вязкости; 
п -  параметр нелинейной вязкопластичности.

Предельное статическое напряжение сдвига определялось эк­
спериментально, а параметр нелинейности кривой течения нахо­
дился по формуле

i

Здесь

где

(d% /d'jf- )

» Ў", » ^ \ и (сУ-ь/с/^ )2  -
частные' значения соответствующих величин для любых двух 
точек на кривой течения. Величина параметра тогда рас­
считывается по формуле

г
(3 )

Нами было установлено влияние напряженности магнитного 
поля на каждый реологический параметр уравнения состояния
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( I ) *  в  качестве примера на рис* 1,6 приведена зависимость фа­
ктора нелинейности кривой течения от напряженности магнит­
ного поля*

Отметим, наконец, что независимо от индивидуальных осо­
бенностей ферромагнитного порошка и исходных реологических 
свойств несущей среды, реологическое поведение всех исследо­
ванных нами феррокомпозиций во внешнем магнитном поле ка­
чественно не отличается от описанного*

Л и т е р а т у р а

1* С м о л ь с к и й  Б.М., Шул ьма ' н  3*П*, Г о р и с л а в е ц  В*М , 
Реодинамика и теплообмен нелинейновязкопластичных материа­
лов, Минск, 1970,

В,П, Ящерицын

МАГНИТОРЕОМЕТР ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ РЕОЛОГИЧЕСКИХ 
СВОЙСТВ ФЕРРОМАГНИТНЫХ ТЕКУЧИХ СРЕД В 

МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Потребность в реометрах для реологических исследований в 
магнитном поле появилась в связи с расширяющимся примене­
нием магниточувствительных текучих систем в различных ап­
паратах и процессах (электромагнитные ферропорошковые муф­
ты, нанесение магнитного лака на магнитофонную ленту и др.1.

Применявшиеся до сих пор для таких исследований капил­
лярные вискозиметры имеют существенные недостатки: неодно­
родность полей напряжений и скоростей сдвига, трудность по­
лучения малых скоростей сдвига, а значит, и полных кривых 
течения, В то же время наиболее интересные и важные особен­
ности магнитореологического эффекта наблюдаются именно в 
области малых скоростей.

По указанным причинам для корректных магнитореологи­
ческих исследований предпочтительнее использовать ротацион­
ные приборы. Следует отметить, что приспособить для этого 
существующие вискозиметры, описанные в QJ , затруднительно 
ввиду специфичности требований, предъявляемых к магниторео- 
метрам*
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Рис. I. Схема измерительной головки 
магнитореометра ,

Особый интерес представляет ориентация магнитного по­
ля по нормали к поверхностям сдвига, поскольку в этом слу­
чае магнитореологический эффект проявляется наиболее ярко. 
Нами разработана конструкция соосноцилиндрического магнито­
реометра именно для такой геометрии магнитного поля. Схема 
измерительной головки прибора показана на ри с.1.

Рабочий зазор образован соосными цилиндрами -  статором 1 
и ротором 2. Однородное магнитное поле создается катушкой 3, 
питаемой постоянным током. Магнитопроводом служат статор, 
ротор и корпус 4. Все эти детали изготовлены из магнитномяг­
кого материала (армко-железа) для уменьшения остаточной на­
магниченности.
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Следует стремиться, чтобы в подобных приборах было воз­
можно меньше вращающихся проводящих деталей* В противном 
случае при больших скоростях наведенные магнитные поля мо­
гут исказить картину поля в зазоре. Поэтому ротор 2 выполнен 
в виде тонкостенного стакана.

По сравнению с обычными вискозиметрами в магниторео- 
метре выше требования к точности изготовления статора и ро­
тора, так как их эксцентричность приведет к перераспределению 
магнитного потока и, следовательно, к азимутальной асиммет­
рии поля напряжений сдвига.

Поскольку вязкость феррокомпозиций повышается в магнит­
ном поле в десятки и сотни раз, системы измерений напряже -  
ний сдвига должны иметь широкий рабочий диапазон. Нами ис­
пользован тензометрический метод измерения крутящих момен­
тов, приложенных к статору.

Применять сменные рабочие органы для расширения диапа­

зона получаемых скоростей сдвига нежелательно, так как при 
этом изменяются характеристики магнитной цепи. Влияние дон­
ного эффекта в магнитореометре очень мало, поскольку в про­
странстве между днищами соосных цилиндров имеется лишь 
слабое магнитное поле рассеяния, и вязкость среды там ниже, 
чем в самом рабочем зазоре.

Вследствие значительных диссипативных тепловыделений 
предусмотрена термостатирующая рубашка 5,

Перед каждым опытом магнитореометр нужно размагничи­
вать ̂  чтобы уменьшить влияние магнитного гистерезиса. Для 
этого достаточно подсоединить катушку 3 к источнику перемен­
ного тока.

Прибор позволяет проводить основные реологические изме­
рения: снимать полные кривые сдвигового течения ферромаг­
нитных систем в полях различной напряженности (от  О до IOaA^), 
исследовать релаксацию напряжений после снятия поля, изме­
рять статический предел прочности ферросуспензий.

Л и т е р а т у р а

1, Б е л к и н  И,М,, В и н о г р а д о в  Г.В., Л е н о в  
тационные приборы, M., 1968,

А.И, P o -
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М.П. Козеев

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИСТЕННОГО СКОЛЬЖЕНИЯ ПРИ 
ДВИЖЕНИИ ВЯЗКО-ПЛАСТИЧНЫХ СИСТЕМ В ПЛОСКИХ 

КОНИЧЕСКИХ НАСАДКАХ

Установлено, что вязко-пластическими свойствами обладают 
консистентная смазка ЦИАТИМ-201, глина строительная, про­
дукты пищевой и краскоделательной промышленности, нефтепро­
дукты, полимерные материалы и другие*

В настоящей работе рассмотрено градиентное движение сма­
зки ЦИАТИМ-201, глины строительной и мучного теста в плос­
ких конических насадках с углом раствора 15, 20, 25, 30 и 35, 
изготовленных из прозрачного органического стекла. Исследо­
вание движения проводилось методом просвечивания рентгенов­
скими лучами. Движение отдельных частиц смазки, глины и 
теста изучалось вместе с движением мелких свинцовых репе­
ров, положение которых в отдельные моменты времени фикси­
ровалось на рентгеновскую пленку путем периодического вклю­
чения рентгеновского аппарата. Скорость скольжения определя­
лась как отношение расстояния между двумя последовательны -  
ми положениями свинцовых реперов у твердой стенки ко време­
ни, за которое произошло данное перемещение.

Время движения реперов из одного положения в другое оп­
ределялось по секундомеру*

Градиент скорости в прилегающих к твердой стенке объем­
ных слоях представляет собой тангенс угла между горизон­
тальной осью развернутого графика скоростей и касательной к 
кривой через точку, расположенную у неподвижной твердой сте­
нки.

Экспериментальное исследование показывает, что движе­
ние смазки ЦИАТИМ-201, глинистой суспензии и мучного теста 
в плоских конических насадках в большинстве случаев происхо­
дит C пристенным скольжением. Пристенное скольжение свя­
зано C существованием пристенных слоев дисперсионной сре­
ды. Основной характеристикой скольжения является коэффици­
ент пристенного скольжения, размерность которого выражается 
в единицах измерения угла, т.е. в радианах. Формула для вы­
числения коэффициента пристенного скольжения имеет вид

к = 3v P
Эм C

о
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где К -  коэффициент пристенного скольжения; v -  ско-
I -  градиент скорости прилегаю- 

9п о
рость скольжения;

P -  расстояние
C

отщих к твердой стенке объемных слоях; 
оси конуса до твердой стенки.

Угол пристенного слоя дисперсионной среды является вели­
чиной, пропорциональной коэффициенту пристенного скольжения. 

Результаты опытных данных сведены в табл. 1,
Числовые значения коэффициента пристенного скольжения 

при движении исследуемых систем в плоских конических на­
садках.

Т а б л и ц а  1.

Исследуемая
система

Угол раствора кони­
ческого насадка,град.

Коэффициент
присГтенного
скольжения

ЦИАТИМ-201 15 0,13
Ht 20 0,10
№ 25 0,08

ЦИАТИМ-201 30 0,07
M 35 0,06

Глина 15 0,49

Глина 30 0,25

Мучное тесто 15 0,04
// 30 0,02

В ы в о д ы

1. Движение консистентной смазки ЦИАТИМ-201, глинистых 
растворов и мучного теста в конических насадках в большинст­
ве случаев сопровождается пристенным скольжением.

2. Основной реологической характеристикой скольжения ис­
следуемых систем является коэффициент пристенного скольже­
ния, который характеризуется безразмерной величиной, зави­
сящей от угла раствора конического насадка. Зависимость яв­
ляется обратной, т.е. с уменьшением угла раствора коническо­
го насадка коэффициент пристенного скольжения увеличивается.

3. При движении глинистых растворов и мучного теста ко­
эффициент пристенного скольжения зависит от влажности. Эта 
зависимость является обратной.
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4, При решении теоретических задач движения вязкопластич­
ных систем целесообразно учитывать пристенное скольжение* 
Прилипание же движущейся системы к твердым стенкам сле­
дует рассматривать как частный случай, когда коэффициент 
скольжения близок к нулю*

В*И* Глубокий

РЕОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КРЕМНИЙОРГАНИЧЕСКИХ
ПОЛИМЕРОВ

В отечественной и зарубежной практике широко используют­
ся материалы на основе кремяийорганичес ких соединений. Они 
применяются в качестве добавок к строительным растворам и 
бетонам, для гидрофобизации различных материалов, а также 
как эффективные и долговечные защитные покрытия* Отличи­
тельной особенностью кремнийорганических защитных покрытий 
является их высокая водостойкость, атмосферостойкость и
стойкость к воздействию высоких температур*

Для получения кремнийорганических защитных покрытий 
обычно используются растворы кремнийорганических смол в со­
четании C различными наполнителями,

В технологии антикоррозионных работ важное значение име­
ет выбор совершенных методов нанесения лакокрасочных мате­
риалов. Однако эффективное использование механизированных 
методов нанесения должно обосновываться на данных реологи­
ческих исследований кремнийорганических материалов,

В настоящей работе приведены результаты исследования ре­
ологических свойств растворов полиорганосилоксановых смол и 
некоторых композиций на их основе*

В качестве основных объектов исследования использованы 
кремнийорганические полиметилфенилсилоксановые лаки (немо- 
дифицированные) КО-08 (М РТ У  6-02-293-64) и ( модифициро­
ванные) К-44 (Т У  ЕУ-175-59), полифенилсилоксановые -  КО-85 
(ГОСТ 11066 -  64) и ФС-1 (М РТУ  6-02-297-64), кремнийорга- 
ническая смола Ф-9 (Т У  П-20-63), кремнийорганические эмали 
КО-168 (синяя) (М Р Т У  6-02-402-67) и КО-174 (белая) ( Т У -  
11-93-67), органосиликатные материалы ВН-ЗО-ОХ и ВН-30- 
ДТС/8 (С Т У  30-2943-66).
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Рис. I, Кривые течения рас­
творов полиорганосилокса- 

новых смол:
1 -  КО=85; 2 -  KO=O,8» 3 -  
ФС=1 (лаки, левая ось на­
пряжений); 4 -  Ф = 9 (смо­
ла, правая ось напряжений).

Рис. 2. Зависимость вязко­
сти раствора полиорганоси- 
локсановой смолы (лакК=44)
1—  от концентрации смолы;
2—  от концентрации сухого 
остатка модифицированной 
смолы; 3— от концентрации

полиэфира.

Реологические исследования показали, что растворы полиор- 
ганосилоксановых смол являются ньютоновскими жидкостями 
(рис,1 ). Но необходимо выяснить, изменится ли поведение рас­
твора при изменении концентрации полиорганосилоксановой смо­
лы, Кроме того, некоторые кремнийорганические лаки пред­
ставляют собой раствор модифицированной полиэфиром поли­
органосилоксановой смолы в органических растворителях, по­
этому определенный интерес представляет оценка влияния 
концентрации полиэфира на реологические свойства раствора. 
Установлено, что изменение концентрации полиорганосилоксано­
вой смолы и полиэфира не изменяет характер кривых течения, 
но влияет на численные значения вязкостных характеристик.При 
этом зависимость вязкости раствора от концентрации полиор- 
ганосилоксана (рис.2, линия 1) характеризуется тем, что в 
пределах концентраций от О до 30% зависимость имеет пря­
молинейный характер, а в пределах 30 -  70% криволинейный. 
После перехода за концентрацию 55% наблюдается резкое воз­
растание вязкости. Поэтому для получения максимально напол­
ненных систем необходимо выбирать концентрацию в пределах 
30 -  55%, Для дальнейших исследований была выбрана концен-
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Рис. 3. Зависимость вязко­
сти композиций на основе 
полиорганосилоксановых смол 

от температуры :
I - - B H -ЗО-ДТС/8; 2— КО-168; 
3— НН-ЗО-ОХ; 4_кО-174 ,

трация полиорганосилоксана 30% с соответствующей концентра­
цией модифицирующего компонента -  полиэфира в пределах 5 -  
30 %. В этом случае также можно выделить оптимальную кон­
центрацию V рис. 2, линия 3) в пределах 10 -  15%. Следует за­
метить, что при одном и том же сухом остатке немодифициро- 
ванной и модифицированной системы (рис.2, линия 2 ), для по­
следней характерна более высокая вязкость. Для наполненных 
композиций на основе полиорганосилоксановых смол характерно, 
что при сравнительно невысоких скоростях сдвига наблюдается 
неньютоновское поведение системы, при более высоких -  этот 
эффект проявляется в малой степени. Кроме того, сравнивая 
кривые течения композиций на основе полиорганосилоксановых 
смол в зависимости от температуры можно отметить, что тем­
пературный фактор существенно не влияет на их характер, од­
нако оказывает влияние на вязкостные характеристики. Так, 
влияние температуры на вязкостные характеристики для крем- 
нийорганической эмали КО-174 сказывается в меньшей степени, 
чем для эмали КО-168 (рис.З, кривые 2 и 4 ). Если для пос­
ледней характерно уменьшение вязкости в 3 раза, то вязкость 
эмали КО-174 в том же диапазоне температур почти не изме­
няется. Для органосиликатных материалов ВН-ЗО-ДТС/8 и 
ВН-ЗО-ОХ характерно, что с увеличением температуры эффек­
тивность воздействия температурного фактора уменьшается для 
обоих материалов (рис.З, кривые 1 и 3 ). Однако действие тем­
пературного фактора для материала ВН-ЗО-ОХ проявляется в 
большей степени и реологические параметры при одних и тех 
же температурах имеют меньшие значения. В диапазоне темпе­
ратур 15 -  50 C вязкость органосиликатного материала ВН-ЗО- 
ОХ изменяется в 4 раза, а ВН-ЗО-ДТС/8 -  только в 2,5 раза.
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Реологические исследования проводились на установке, ос­
новной узел которой представляет собой вискозиметр системы 
АфА* Трапезникова* Термостатирование осуществлялось с по­
мощью термостата и ультратермостата ТЛ-150, Исследуемый 
материал помещался в зазор между рабочими цилиндрами после 
тщательного перемешивания в течение часа*

М.Дф Устинов

К ЗАДАЧЕ О ДВИЖЕНИИ СИЛЬНОЙ УДАРНОЙ ВОЛНЫ В 
ПОКОЯЩЕМСЯ ГАЗЕ

Аналитическое исследование одномерных течений газа свя­
зано со значительными трудностями, которые определяются, с 
одной стороны, нелинейностью системы уравнений в частных 
производных, описывающих движение газа, и, с другой стороны, 
наличием граничных условий на заранее неизвестных линиях. 
В тех случаях, когда в начальных и граничных условиях зада­
чи фигурируют лишь две постоянные с независимыми размерно­
стями, система уравнений в частных производных сводится к 
нелинейной системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
Î lJ , и соответствующие течения называются автомодельными . 
Такое сведение оказывается возможным без анализа граничных 
условий.

В некоторых случаях (в  частности, в рассматриваемой ниже 
задаче) постоянные, фигурирующие в условиях задачи, и неза­
висимые переменные позволяют образовать две независимые 
безразмерные переменные, но анализ граничных условий (и 
уравнений движения) дает возможность нелинейную систему 
уравнений движения газа свести к системе обыкновенных диф­
ференциальных уравнений, и в этом смысле задачу можно счи­
тать автомодельной.

1. Рассмотрим следующую задачу: пусть в полубесконечной 
цилиндрической трубе (О  <  х < ^  ) находится покоящийся 
газ, давление которого р = О, плотность является из­
вестной функцией X, ^ ( ^ ) ł  где X  = х/а, причем
постоянные р^ и а имеют размерности плотности и длины 
соответственно. В момент времени t  =0 поршень, находящий­
ся в сечении х = 0, начинает двигаться в область, занятую 
газом, по некоторому закону х = х ( t  ).  Перед поршнем воз-
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никает сильная ударная волна, закон движения которой извес­
тен

X = а ФСр) , jx '  t /  Ь ^

где Ф -  известная функция; t -  время и Ь -  постоянная, 
имеющая размерность времени*

Требуется определить закон движения поршня х (  t ) и те­
чение газа в области между поршнем и сильной ударной вол­
ной.

Одномерное адиабатическое движение идеального газа опи­
сывается следующей системой уравнений [l] :

(1.1)
at Эч P  ’ 9t Эх Эх

где и  ̂ P , P  -  скорость, давление и плотность газа;
X -  геометрическая координата; t  -  время; ^  -  показатель 
•адиабаты.

На ударной волне имеем

Введем два безразмерных переменных параметра

; X =  х/а ; ju =  t/b , (1.3)

которые на ударной волне сохраняют постоянные значения( V  = 
= 0; V ^ = I ) .  ^

Поставим задачу найти функции ф’ (>. ) и Ф ( ), для
которых решение поставленной задачи можно искать в следую­
щей форме:

и -  ; />-р (f*)'PCyCifiv-).
D Ь

(1.4)

Из условий i 1.2) следует, что неизвестные функции /   ̂ ^ t 
^  сохраняют постоянные значения на ударной волне (при v>. = 
= 0,1). '

Можно доказать, что подстановка (1,4) в систему 0 .1 ) при­
водит ее к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

—  а л '.
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лишь в том случав, когда функции ^  
определенным соотношениям, а именно:

р"=к(<РГ ;

Ф<Р"- т (Ф ' ) '

<р' = для

удовлетворяют

(1.S)

Х Ф  = для / = 2

где к $ и п -  произвольные постоянные.
Интегрируя (1 .5 ) и учитывая, что уравнения (1.1) инвариан­

тны по отношению к преобразованию • t ' = t + т;
( Ь) и % -  постоянные), получаем следующие пять случаев:

1. к =Of т.е. сильная ударная волна движется по линейно­
му закону в покоящемся газе, плотность которого меняется по 
экспоненциальному закону.

ГІ. к 0; ^  Ф О, т.е. ударная волна движется по ло­
гарифмическому закону в среде, плотность которой меняется по 
экспоненциальному закону.

III. к 5̂ О, оС ^  0, когда плотность перед ударной вол­
ной, движущейся по логарифмическому закону, постоянна.

ІУ* т = 1 ,  что соответствует движению ударной волны по 
экспоненциальному закону в среде, плотность которой меняется 
по степенному закону.

У. плФ 1, когда сильная ударная волна движется по сте­
пенному закону в среде C плотностью, также меняющейся по 
степенному закону.

Ставшая классической теория автомодельных течений газа 
типа У рассмотрена в [l] и применена к исследованию зада­
чи о псюшне в [2 -  5j • Решения типа II использовались в ра­
ботах [б -  в] для решения ряда задач.

В настоящей работе исследованы случаи I, Ш, ГУ (в по­
следнем случае плотность покоящегося газа считается посто­
янной).

2, Пусть в области X > 0 находится покоящийся газ, плот­
ность которого постоянна, давление р =0. В момент t  = 
=0 по газу начинает распространяться ударная волна по зако­
ну

y(t) = t /Ь) ; аЬ>0  . (2.1)

Требуется определить движение поршня, порождающего волну
(2 .1 ), и течение газа в области между поршнем и ударной вол­
ной.
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Для решения задачи примем в качестве новых независимых 
переменных функций 't ; (x ,  t )  и £ ,(х ,  t ) ,  существование ко­
торых вытекает из ( Ы )  и которые определяются равенствами

d -^ ^ p d ^ -p u d t  ; d t , = p u d t . - ри.^) dt  

и приведем систему (1.1) к следующей форме [э ] ;

д% эв .  Эй, Эх

(2.2)

(2.3)

U = U ; ; p = v ^ ' ^ V o ' / ' U )  ,

где У ( х )  ~ произвольная функция.
Ищем решение поставленной задачи в виде:

X JCzL £ ±
..............п.^- гг гг

U = -^ e  " V r ^ ) ;  V = h (-^ ) P  
ъ ь

Ф(б-) ; 

y+̂

(2.4)

2/іГ — ____
) я  ; Ь = 2 ( ^ ) Т H=h“ ' .

Тогда система (2,3) переходит в обыкновенную систему 
ди(|)ференциальных уравнений:

-F+(6T+F)— -  — =0 -2«іФ+(бЧ-Р) — =0,
der d(y d® dff (2.5)

Ha сильной ударной волне бг “ 0 joj , и  нетрудно прове- 
рить, используя {2^4)t что условия на ударной волне ( 2Л )  бу­
дут выполнены, если принять, что

(2.6)

Таким образом, необхрдимо найти решение системы (2.5) ,
удовлетворяющее начальным условиям (2 .6 ).

3. Полагая, F=6'v>/((5) • ^  = б'"^х(бГ) , приведем сис­
тему (2.5) и условия i 2.6) к следующей окончательной форме:
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с/2_  2°<4x + 2fo(-0+r5o4-V)w-2w‘
cfw oi-Ł ('w+2 ) “ W ) (3.1)

d 5 '_  (" (+ w ) ~
GT ot z. {v v + 2 ) ~  Cł"*"v/)

c/w
(

> O , 6'w-
2 (/ -o O

2 ’ ■ 2
при (3 (̂9 _

Основное'уравнение (3.1) имеет четыре особые точки:

0(0,0) ; а (-і,0);& 2 (оН ) . 2(^-П^~ 
1 2 - d, • ( 2 - d ) \  

I

и _ г
9d )

причем при оС *= / 2, т.е. при ^ “ 2, точки В и C совпада­
ют* Точка О есть седло-узел [iq [ , каноническая окрестность 
которого состоит из параболического и двух гиперболических 
секторов* Исследование (3 .1 ) при w  "^+O  (внутри параболи­
ческого сектора) показывает, что

^2JŁńl
Z  = Cw е W "^0 , где

В частности, при оС “ О (когда 
новного уравнения i 3*1) имеет вид

2 ~
Z =  Cw^ е ^  ; ^ = C

C ~ const . (3.2)

I ) общее решение ос-

JL
W -f

е W
(3.3)

Точка А является узлом с характеристическими направлени­
ями к^=0 и к^*(1 -  )/о( в плоскости ( w  , z  ) ,
Точка В является седлом при ^ i / 2  и узлом при І /2  ^ 
< <Л ^ 1. Точка C является ({зокусом при 0 4  оС ^ 7/^6  ̂ уз­
лом при 7//G 4 <4 4 ^/2 и седлом при ^/2 4  4̂ 4  1 (при с4 = 
= 7/16 -  вырожденный узел ). Если оС=1/2, точка C есть 
седло -  узел*

Из (3.1) следует, что в окрестности точки w  *  иско­
мое решение имеет следующее представление:

Z —---Na/ —Чл/Ч*
2

2а+<<)
2 - d

-  А 2 + (U
ó ( 2 ~ d ) ^ w

+

б" =
2 ( (  - o t )
( 2 ~ o ^ ) w  <'2~«5t')^w2

(3.4)
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При движении вдоль траекторий частиц газа в направлении 
сЦ > О fc, уменьшается, но, как видно из (3 ,1 ), знак d  ^  
совпадает со знаком Ьо/6" , Следова^гельно, необходимо рас­
смотреть два случая (поскольку аЬ > 0):

в > о j Ь > о (первый случай)

а < о Ь о (второй случай)*

В первом случае о(0^^О, и из (3.4) следует, что движе­
нию вдоль траекторий частиц газа от ударной волны в направ­
лении d t > 0  соответствует перемещение по интегральной кри­
вой (3.4) из точки 2 :^ в направлении
o/w > 0. При таком движении, как показывает более детальное 
исследование поля интегральных кривых уравнения (3 .1 ), мы 

неизбежно пересечем параболу о(. 2: = ( w  +1) в некоторой то­
чке M ( 21̂  ),  при переходе через которую о/ 6" , а
значит, и о( меняет знак, что невозможно. Следовательно, 
рассматриваемое течение имеет в плоскости ( X , t ) предель­
ную линию L , образом которой и является точка M ( ^

).
Найдем уравнения траекторий частиц газа, полагая в 

-t; = CQnst и используя*(2,4) и (3 .1 ), Оказывается, что
( 2,2 )

X ~ ’-(о) с/ б"

(3.5)
^  Л.

t =(е -  О Ь - е hzi6* гіб'

При этом использовано то обстоятельство, что на ударной 
волне ' ц й і + t /b  = ехр / а  Pa )• Полагая в (3.5) 
% =0, найдем траекторию поршня. Обозначим координаты пре­
дельной точки на поршне через х^ • Полагая, далее,
в (3.5) и меняя ^ от О до , получим в пара­
метрическом виде уравнение предельной линии в плоскости
(х  , t ).  Исключая ^  , будем иметь

~ а Ln
t Ь 

t ь (3.6)

Можно показать, что ударная волна (2.1) и предельная ли- 
Н.ИЯ (3.6) не пересекаются. Докажем, что (3,6) является C -I-"" 
характеристикой, т,е. вдоль нее c/x/(oft=u+c ( с
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скорость звука;. Действительно, из (2.2) следует, что вдоль
-характеристики

D
Z )(5е

'С,
P̂o

t;

d% (X е 
Ь ^

c/t;

I.
fe, и ,

касается

поскольку на предельной линии ( 1 + и
Сравнение с  ̂равенством (2 .4 ), связывающим в" $ 
показывает, что линия 3.6) в каждой своей точке 
выходящей из этой точки -характеристики. Следовательно , 
линия (3.6) является С^-характеристикой, выходящей из точ­
ки «

Поскольку задача о продолжении решения через характерис­
тику решается неоднозначным образом, имеем следующий ре­
зультат: задача о нахождении движения поршня, порождающего 
ударную волну (2 .1 ), движущуюся в покоящемся газе с пара­
метрами P = 0 ,  jo^-const при а > О, Ь>0 имеет бесчис­
ленное множество решений.

Во втором случае, когда а ^ 0 , Ь^О, движению вдоль 
траекторий частиц газа от ударной волны в направлении o/t > 0  
соответствует перемещение по интегральной кривой i 3.4) из 
TOHKHW=+^ I в направлении â w/<0 ( в этом
случае 6" У 0)* А тализ поля интегральных кривых уравнения
(3.1) показывает, что при таком перемещении мы неизбежно 
придем в точку z: = w  = 0. В этом случае задача имеет

единственное решение. Все частицы газа (как и ударная волна;

уходят в бесконечность за конечный промежуток времени, раз­
личный для различных частиц. Если -  время ухода про­
извольной частицы T; = const в бесконечность, то можно пока­
зать, используя i 3.5), что

T = T + (е “'=• - ) ) (Ь+Т,) i  т, = - ̂  Ь h.
оо

d e

где T  -  время ухода поршня в бесконечность.
4. Тіусть в области х > О находится покоящийся газ, дав­

ление которого равно нулю, плотность постоянна* В момент 
t -  O b область, занятую газом, начинает двигаться ударная 
волна по экспоненциальному закону х = а (е^ -1 )* где а и
Ь -  постоянные, имеющие размерности длины и времени со­
ответственно. Требуется определить движение поршня, порож­
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дающего эту волну, и течение газа в области между поршнем 
и волной.

Решение поставленной задачи ищем в следующей форме:

и = fc<5) ,
^Po

Ф(5)Ь

.2 s:± 2/у

(4.1)

/(C)=A H , s - = i a ^ ,F = 5 w ,
Ь>:>, С '^+аЛ .Г ’

Здесь используются принятые ранее обозначения. Подстанов­
ка в (2.3) приводит к системе дифференциальных уравнений:

ę̂ -г-__ 2o<̂ :z.'*~V(o(~2)'̂ (5°4—8)w ~ 2 di<o _  (v^+2.) ~ оі'г-

dw

w

-= Z-
-  w -w ^ ) (w - f - 2 )  ’ <3" a2-w-w '^)(\A/+2)'

\ 2 a -d . )
2 , S '- ; ?  ,

(4.2)

Траектории частиц газа в плоскости ( X , t  ) определя­
ются равенствами

б'
Л

^Po
^ a / ^  Ы и п ^ ^  h fih^€d6. 

J Р . ’  У
 ̂ (4.3)

Анализ уравнений и условий (4.2) приводит к следующему 
результату:
при а Ć О, Ь^О , т.е. при бГ ^ О, двигаясь по интегральной 
кривой, удовлетворяющей условиям (4 .2 ), из точки w 
^  SS 4- CXD  ̂ неизбежно пересечем параболу o<J.2i = ( w + 2 )  
в некоторой точке M ( причем - 2 . Эта точка
является образом предельной линии L течения в плоскости
( X ,  t  ).

Полагая в (4,3) б"= (о^ = ) и исключая 'ц , най­
дем уравнение этой линии
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i-i.

+ ('o. +  e - n . (4.4)

Нетрудно доказать, что линия (4,4) и ударная волна не пе­

ресекаются и что (4.4) является С^-характеристикой течения.

Следовательно, при а < О, Ь < О задача о нахождении движе­
ния поршня, порождающего ударную волну х = а -  1), кото­
рая движется в покоящемся газе с параметрами р =0, Po 
-OOnst^HMeeT бесчисленное множество решений.

При а >0, Ь > о ((э > 0 ), двигаясь по интегральной кри­
вой из точки W = t мы неизбежно приходим в точку
W = X=O ^ и задача имеет единственное решение.

5. Пусть в области х > 0 находится покоящийся газ, дав­
ление которого равно нулю, а плотность р  распределена по 
экспоненциальному закону еу.р(у./а) , где и
а -  постоянные, имеющие размерности плотности и длины со­
ответственно. В момент t =0, в область, занятую газом, на­
чинает двигаться по линейному закону х ^ t const )
ударная волна. Для нахождения движения поршня, порождающего 
эту ударную волну, будем искать решение системы (2.3) в ви­
де:

U= U=Û  Р((э) , V =  и Ф(5)Ь, F=6W  , ^ =
CL

- J t L  JL

^ и / н  , (5= -----^ ------
а  (т;ч-аррН

Соответствующая система уравнений такова:

)  (5.1)

0І21 ̂  )^(o(~^)w~~2w

dw W “" W^)(wH" О

6*w

(wH-/) ~c/z_______

6' w ^ )(/ + w )

2 (b o O
при (Э'^0

} (5.2)

Исследование задачи (5.2) показывает, что при а >0 (т .е . 
при (o' > 0) задача имеет единственное решение (движение по
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интегральной кривой (5.2) из точки = приводит в
начало координат). При а < О, двигаясь по интегральной кри­
вой из точки  ̂ мы приходим в некоторую то­
чку M (w ^  ^ ^ '̂ расположенную на параболе ( w  + 1) == о( ̂  . 
Эта точка является образом предельной линии L  течения в 
плоскости {X, t  )• Можно доказать, что эта линия является 
прямой, параллельной линии х Ь , и одновременно явля­
ется -характеристикой. Следовательно, при а ^ О постав­
ленная выше задача имеет бесчисленное множество решений.
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Р.В , Шаймуратов

К РАСЧЕТУ ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПОТОКА ЖИДКОСТЕЙ В 
СИСТЕМЕ СКВАЖИН

Из-за больших трудностей, возникающих при точном реше- | 
НИИ системы дифференциальных уравнений, которые описывают 
вытеснение нефти водой при площадном заводнении пласта, в на-
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Рис. I. Схема размещения 
скважин:

1— эксплуатационные сква­
жины; 2—  нагнетательные.

стоящее время широко используются приближенные методы рас­
чета, содержащие ряд допущений и недостаточно полно учиты­
вающие образование зоны двухфазного течения, В связи с этим 
определенный практический интерес представляет численное ре­
шение такого рода задач с учетом различия физических свойств 
фильтрующихся жидкостей и геометрии потока в системе сква­
жин, При этом последнее принимается во внимание из-за сим­
метрии в расположении скважин при площадном заводнении пла­
ста, Действительно, при четырех-, пяти-, семи- или девятито­
чечной системе размещения скважин достаточно выделить об­
щий элемент области фильтрации в виде прямоугольного тре­
угольника ^рис. 1), которым можно покрыть все поле течения, 
и определить характеристики фильтрационного потока в этом 
элементе для построения общей картины движения жидкостей.

Рассмотрим неограниченный тонкий горизонтальный пласт 
единичной мощности с постоянными проницаемостью к и по­
ристостью m « Пласт вскрыт равномерной пятиточечной си­
стемой скважин. Общим элементом области фильтрации явля­
ется равнобедренный прямоугольный треугольник, вершины ост­
рых углов которого совпадают с центрами эксплуатационной и 
нагнетательной скважин.

Считаем, что заполняющие поровой объем пласта жидкости 
несжимаемы и не смешиваются между собой, в начальный мо­
мент времени t  =0 пласт полностью занят нефтью и связан-
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ной водой, все скважины включаются в работу одновременно, 
при t > 0  в нагнетательные скважины закачивается вода с 
дебитом q ( t )  ,

Приведем алгоритм численного решения дифференциальных 
уравнений, описывающих процесс вытеснения нефти водой в об­
щем элементе поля течения с учетом геометрии потока,свойств 
фильтрующихся жидкостей  ̂вязкостей, фазовых дооница ем остей, 
капиллярного давления), граничных и начальных условий до и 
после прорыва воды в эксплуатационную скважину»

Пользуясь законом Дарси, зависимостью капиллярного дав­
ления P ( /> ) = Р ~Р  от насыщенности и уравнениями нераз­
рывности, имеем следующую систему уравнений (1) :

(̂к \ d P  / ^ Ph
— ^Pb ) = a t ( I )

V  (к
F„

F'H 

Здесь

• m
 ̂Эрн ЭРо )dt  a t  

-  оператор Гамильтона;

( 2)

ДЛЯ

o'Pk
Э

 ̂  ̂ а ^ ' " - aj/J
F ( P ) “  относительные проницаемости соответственно в
нефти и воды; , /lc -  вязкости нефти и воды; p^(x,y,t),
P ( х, у,  t ) -  давлешія в нефтяной и водяной фазах; х, у , ^ ) -  
насыщенность породы водой»

Согласно симметрии в расположении скважин, границы вне 
скважин, данные уравнениями: у®О, х*=а и х = у, являются не­
проницаемыми для обеих фаз (рис.2 )» Нагнетание воды с пере­
менным дебитом в скважину-точку (0,0) учитывается добавле­
нием члена 8^ / л х л у к  левой части конечно-раз­
ностного аналога /Діфференцйального уравнения ( 1). Здесь

единичной 
дх , а У -  ша­

ги сетки по осям х и у» Коэффициентом "8" вводится восьми­
кратная симметрия поля течения. Поток нефти в точке (0 ,0 ) 
отсутствует»

Аналогично учитывается граничное условие в точке извле­
чения нефти ( а, а) до прорыва воды в эксплуатационную сква­
жину. Это достигается добавлением члена q / л х  л у
к левой части конечно-разностного аналога дифс^^р^нциального
уравнения (2) ,  где о -  объемный дебит нефти, отне-

H а, а, т—г
сенный к единичной мощности пласта за время ^  ̂ • а̂оток жид-

п  ̂ -  объемный дебит воды, отнесенный к
в Oj (3,п

мощноста пласта за интервал времени
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Рис. 2. Основной элемент 
области фильтрации при пя­
титочечной системе разме­

щения скважин.

кости, нагнетаемый в пласт, считается положительным, извле­
каемый из пласта -  отрицательным* Отметим, что до прорыва

воды Я ^ н а а ^ "  ^ b O Q n *
После прорЬіві воды в тЛк^ ( л , а )  одновременно отбираются

нефть и вода. На основании известных теоретических исследо­
ваний и ряда промысловых экспериментов можно положить, что 
жидкости в этой точке извлекаются согласно отношению их по­
движностей, т.е.

w, л, ^

F.
(3 )

Далее из уравнения материального баланса с учетом несжи­
маемости жидкостей имеем

’ в O^n
I I

^  ^ H CL̂ CLj(X̂ n ' (4 )

Таким образом, согласно (3 ) и (4 ) граничное условие на 
эксплуатационной скважине после прорыва воды учтется добав­
лением членов S q ' / л х д . у ,  -  S q  ̂ / л х  а  у

^ в, а,а,п  ^ H а,а,п
соответственно к левым частям конечно-разностных аналогов 
уравнений { 1) и ( 2 ).

В начальный момент времени распределение насыщенности и, 
следовательно, давления в обоих фазах принимаются постоянны­
ми.

Известны следующие экспериментальные данные о фазовых 
проницаемостях и капиллярном давлении, представленные в виде 
функциональной зависимости.
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f r -  (Р>^ р ў  ■ f  ~  ___ 9 iL )^  ■
H  ̂ о, ъ  ̂ ’ в -   ̂ 8 '  ’

6'соз& ^  (р ) 1/̂  к /п1 ^

(5 )

(6 )

где f ( p ) — Oyói/Ln^—  -  безразмерная функция капиллярного

давления; 6̂  -  коэффициент межфазного натяжения; в  -кра­
евой угол между жидкостями и породой.

Складывая и вычитая уравнения О ) и (2 ) и вводя новые 
функции

(7 )

N = к (
P-U

Ь .
-) ,

зависимые переменные

^ - у ( р „ + Р е )

v = ^ ( p „ - p . )  =  f  р.

и безразмерные величины

^ = х / а  -, у - у / а  ; ^-^Яво,о,п 

M =  /к  , N = N p t ^  /  к ;

U “ ■ U СО 9во,о,п ’

(8 )

(9 )

р ' _  ^Ba,Ct,п . Q
ł,n ~  о ’ ^ ̂ 'В о,<9, п

’ _  ч И а, п
~~ а̂ QO,о
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^ И Cl,Y

' в, о, о, п
получим систему дифференциальных уравнений в частных произ­
водных второго порядка относительно й и v

 ̂ = v ( M  v ^ ) ”b ( N VV ) ;

5>ru,vJ =  v ( N  V u )  V V ) Н - о 4 ~  ^
 ̂ ' d f  di  ^

где Z=L Q• в п &о,о,п /  [/^k т ^  COs d .

( 10)

( 11)

Запишем граничные условия в новых переменных. 
Условия непроницаемости границ у = 0, х=1 , х = у ;

эа
9 X

Э у
Эу

где п -  нормаль к линии х = у .
Условия в точке нагнетания (0 ,0 ):

I  ~ 0  ; —  / =  0 ; 9  V

L i / І . 0 Эх

1 = 0 ; I =  0  ; Э Ў
I д = о /-.-Ў 9 Fi

- о

- о

( 12)

+ 8 X g  = 0 ;
’ ў=£7 ^BO,0,n

Г п
5  u , V _ -  8 = 0  .L » J y  = 0 B<3, £>,П

где "Х.= 1/100 д х  д ў .
Условия в точке извлечения (1 ,1 ) до прорыва воды:

^  [ l i ,  "  S 'X q  =  о ;

L- ’ -J >1 ' И

(13)

(14)
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Условия в точке извлечения (1,1) после прорыва воды:

Q--
-  X = O  ;

ч-\

ВГи, v1 + l^ U - 2 5  )= 0
(15)

Систему уравнений (10 ), (11) вместе с граничными и на­
чальными условиями предполагается решить методом конечных 
разностей (2 ) «  Согласно этому методу область фильтрации(пря­
молинейный треугольник) покрываем сеткой, как это представ­
лено на рис,2 , Пусть д х=  д у = К  -  шаг сетки по осям х 
и у ,  а At -   ̂ -  шаг по оси t , Для достаточно малых
h и L разностные уравнения, соответствующие ди(|)ферен- 
циальным уравнениям (1 0 ), (11 ), имеют вид

L Г и . .
4 I J

U-1 L .-  ,,J , - i - g U-.. , . , U . . . U . •
i+f,j ’ иН  ’ I.;

u. (16)

M ■ . v]] / <̂  ̂̂o L r\ ’ n-J

dP

(17)

-  переменныйгде -  линейные операторы;
коэ({)фициент« ^  ̂

Дифференцируя уравнение (6 ),  получим зависимость — —̂  от 
P  в виде ^

djD

Win
dd ’ о A S  V P

0,9
(18)

Уравнения (1 6 ), (17) для внутренних узлов сетки ( i , J ) 
рассматриваемой области в совокупности с разностными урав­
нениями для граничных узлов, полученными с учетом граничных 
условий (12 -  15), представляет замкнутую систему линейных 
алгебраических уравнений. Исходными данными для решения 
этой системы являются известные значения переменных на вре­
менном слое I результатом решения -  ранее известные ве­
личины на слое п + 1*
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Одновременное решение уравнений (16 ), (17) относительно 

переменных а и v сопряжено с громоздкой вычислитель­
ной работой# Во избежание этого предлагается следующий ме­
тод, который значительно уменьшает объем вычислений.

1. По начальным данным водонасышенности и экспе­
риментальными зависимостями (5 ),  (6 ) рассчитываются с по­
мощью уравнений (7 ),  (8 ),  (9 ),  (18) величины M /V (/^ ) ,

dp
d f

/ P ^  P o -

2. Решается система уравнений ( 16) вместе с дополнитель­
ными условиями для определения дискретных значений и . .

I I  ̂̂в начальный момент времени. ^ '
3. Используя данные пункта 2, решается система уравнений 

(17) вместе с дополнительными условиями для нахождения ве­
личин ^ Ijj Jf ® момент времени д t  .

4. Используя соотношения (8 ),  (9 ) и результаты решения 
пункта 3, находим величину водонасьдценности в каждом узле

в момент времени а  t  , Затем весь расчет по­
вторяется для следующего интервала времени до тех пор, пока 
не будет достигнут заданный предел обводнения скважины 
(1,1) i например, обводненность не(})ти 50%). При достижении 
заданной обводненности расчет автоматически прекращается.

Изложенный алгоритм расчета процесса вытеснения нефти 
водой в системе скважин при площадном заводнении пласта по­
зволяет учесть влияние свойств фильтрующихся жидкостей, ге ­
ометрии потока и дает более полное описание процесса вытес­
нения. Так, например, в каждой точке пласта на различных 
стадиях вытеснения расчет дает не только распределение насы­
щенности (и, следовательно, давления; воды и нефти, но также 
направление, величину скоростей жидкостей и местные значе­
ния подвижностей.

Следует отметить, что девятиточечная система размещения 
скважин отличается от четырех-, пяти-, семиточечной систем 
тем, что основной элемент поля течения содержит две эксплу­
атационные и одну нагнетательную скважину. Поэтому при рас­
смотрении девятиточечной системы площадного заводнения не­
обходимо наряду C граничными условиями вышеназванных сис­
тем учесть влияние второй эксплуатационной скважины на про­
цесс фильтрации. Решение же задачи о фильтрации жидкостей 
при четырехточечной схеме совпадает с решением семиточечной 
системы, если поменять местами эксплуатационные и нагнета­
тельные скважины ірйс.1 ).
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АНАЛИЗ РАБОТЫ ДЕЛИТЕЛЯ ПОТОКА

Рассматривается работа автоматического делителя потока, 
устройство и принцип работы которого состоят в следующем. 
Узел разветвления потока представляет собой камеру с под­
вижным поплавком ( рис, 1) ,  Жидкость, поступая в камеру под 
давлением P  , протекает в левый и правый каналы, на входе в 
которые поддерживаются соответственно давления P̂  и , На 
поплавок, таким образом, при течении жидкости действуют си­
лы, обусловленные переменным давлением по длине канала, а 
также силы вязкого трения потока о неподвижную поверхность 
поплавка, В зависимости от соотношения давлений при данном 
конструктивном исполнении камеры и поплавка последний зани­
мает некоторое положение равновесия, при котором в левом и 
правом каналах устанавливаются расходы жидкости q и q^ . 
Считая, что q  2 *̂ О, обозначим отношение

— к,

которое будем называть коэффициентом деления потока, 
ином соотношении давлений положение поплавка будет

{* )

При 
таким,

что расходы жидкости в каналах будут и q.L » чему бу­
дет соответствовать коэффициент деления потока ^

к-^ • I •

Целью настоящего исследования является определение зави­
симости коэффициента деления потока от соотношения давлений
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Рис. I. Устройство делителя потсГка^

при различных конструктивных параметрах, В связи со слож­
ностью решения уравнений Навье— Стокса в пространственном 
случае для получения качественной картины ограничимся рас­
смотрением плоского делителя^ Считая, что падение давления 
А =P^ -  происходит на участке B̂' и исходя из

условия симметрии, рассмотрим течение жидкости именно на 
этом участке. При этом будем пренебрегать трением потока о 
поплавок за пределами рассматриваемого участка. Выбираем в 
качестве начала координат точку О (р и с .1) и направим ось OX 
вдоль оси симметрии потока (рис.2 ),

Полагая, что течение является радиальным и плоским, урав­
нение Навье —-Стокса запишем в виде QJ

V-
I V

д г P
д P . 1 а V

+ П - 5 7 Т  + Г - F T +А’
Э ^ у

э е ?
- X ) .

г

O =- P
Э£_
Эе

2 у  Э V
2 a s

(1)

■iгде V - ІЛ P  ' -  кинематический коэффициент 
Р' ”  -  динамический коэффициент вязкости; 
ность; V  -  радиальная скорость.

V
г

Граничные условия для данной задачи буду' 
«О  и на оси симметрии (при 8 =0) ее

вязкости; 
P  -  плот-

т: при £  = 1 «А 
О,
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Рис* 2. К анализу течения в 
канале

вид
Из условия несжимаемости, которое в данном случае имеет 

V ) гч
Э г

получаем ^г
г “

Дифференцируя v  и подставляя в ( 1 ) э  находим 

1

где

/>

P

JO

1

Эг

Э р

3
г

1

jO э е -  2 • 
Г

1
U  =*•

Э U " Э ^ и
Э е ’ -  э е

2 Ii
и

(3)

2г

2 V U  . ^
— ^  ,

(4)

Преобразовав (4) и подставив его в уравнения ^ 3 ),окончатель­
но получим

P
----------5 -  + W  (£ ) .

г

1
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Заключаем, представив W 2W  ~

^  . w,W .
^2 2  ̂ ’ P  2

представив

P = 2v(u + )

окончательно имеем 2v(u + ~ )

P +  C

где ' а '  и "с "  -  c o n s t  
или

P  = 2/. + •Р‘Р—  + ~
^  2 г^  ^ *

Подставляя уравнение (5 ) в уравнение (4 ) ,  получаем 
»» 2

и  + 4 U  + —H   + =, _  г. \а = О ,

Вводя чцсло Рейнольдса

R e  = ^ U d S  =
-и.

где q  -  расход потока, и следуя [ 2]  ,подстаі|'овкой 
и ( е )  = q P ( £ )

превратим уравнение (6 ) в безразмерное

(5)

(6)

(7)

F  + 4 F  + R e - F * ^  + а  = О.

Для малых чисел Рейнольдса пренебрегаем влиянием слага­
емого, содержащего R e

F  + 4 F  + а  = О.

Граничными условиями для функции F  = Е (е )  будут:
oL

F ( I c t )  = О ;

(8 )

F ( 6 ) d £  = 1.

-et
Интегрируя (8 )^ находим частное решение
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P  _  c o s 2 £  -  cos2o4_____
s in 2  eC -  2 c o s 2

(9)

Подставив это значение в (7 ) и учитывая (2) ,  получим рас­
пределение скорости

у  _  _с[_ c o s 2  S -  cos2oC . 
г Bin2oL -  2oCc o s 2 ctC

(io )

Полное давление, согласно теореме Бернулли, определяется 
равенством

оС о

P  = 2 /  (Р  + V ) rd  £  .
Ł7

Подставляя значение P из (5 ) в подинтегральное выражение 
и интегрируя, находим

2
P  _  (4 д + +  2q м )  2сго^

2г ^
( I l )

где
2

M  = 4оС -  sin4oC -  8<Лсоз2оС + 8 ^ с о в  2оС .
8 (s in 2  оС -  2o4cos2oC )

Разлагая в ряд и удерживая первые члены, получаем для 
малых оС

M  + Ь^о< ^ .
1 1

Постоянные С и  q находим из условия при

r = r  ; P = P  ; r = R  ; P  = P  ,
-L 1 1 О

где = O B ^  . 
Используя эти условия, получаем

C =
(Р  -  P . r j a  

о 1 1

2y . o ( (R 2 _  r j )2 ^2

Исходя из физического смысла задачи

q  =  Т/І +  M N  - 1
M  » (1 2 )
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, ,  -  “ Я *  K  -  Ф  . (1 3 )
N = -----------------------— — 7; о

2f i  -  Ą )

Касательное напряжение на поверхности лоплавка (при £=о( )

ЭУ
= - v

г9 £
6 —о(

т.е. 2 S>Q s in2o(~ i.^ 04____________ __  *" / 3 \
~ j^2 sin2ot. -  2otcos2ot ^   ̂ 2««.̂  ~ *

/ I I
Сила трения на поверхности находится как

T  = ь ^ d r  .

Полагая ширину поплавка Ь “  It находим силу трения, от­
несенную к единице ширины поплавка

Г- “  R -
^  — — Б— ~ (  —

R - 1 1 2оС 1) . (1 4 )

Аналогичные зависимости имеют место для поплавка и в 
правом канале. Для определения положения равновесия рас­
смотрим одновременное действие сил трения и гидростатичес­
кого давления на поплавок.

C этой целью введем декартову систему координат, напра­
вив ось OX вдоль оси симметрии поплавка и поместив начало 
координат в точку пересечения оси симметрии линией А Оп­
ределим абсциссу равновесного положения точки С, т.е.
абсциссу наибольшего диаметра поплавка 2 d .

В наших обозначениях О^А^=О^А^ =г ; О В «О  B^ *= R
, 1 1 , 1 1 1 * 1 1 1 1  ^ 1 »

° 2*2  ■  ° /  2 2 ‘  ° 2®  2 ° 2®2  2'
Из очевидных геометрических соображений (рис.З) находят­

ся координаты точек

V “  /3
о Л

г  ‘ 8 ^ 1  -  1 8 / 3 ^ ' ‘ S *  1
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Рис. 3. К анализу равновесия поплавка.

t g ^  -  tg/32 ’ ^  2 tg o ^2 -  * S /02

A  (X q + r^ co s/ 3 ^  
I

Y  + r з і п Л  ) ;
O^ I

R 2 ® “ ^ 2 '  '

Y  + R  sin/3 ) ;
O^ I  '^ l

■У} -  ^ ^ tg  ;6^+ atgot^
+ R ^ s in ^02 •

tg  <^2 "

Относя силы, действующие на поплавок, к его единичной
ширине, имеем равнодействующую

£,с

Ф = s [  yP-tgyS^dx-y P - tgp^dx-T^coSye^+T^cos/J^l .
4  4 ,

Считая, что пьезометрическое давление P сохраняет постоян­
ные значения за пределами участка и А^В^ и изменяет­
ся согласно формуле (5 ) ,  получаем

dаPoL
Ф = з іп / 3 ^ со з^ 2 (^ '^ " ------ 2

~ о

) -
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- s in p  COSjS^
't g  A

L  2 2P^ ' -eё ,.^So %  tg

—  +2Ź, - е -
d

х (е - 2 А  +-T— —  
'' tg  ^ -) + -  I )

t g /Зі

- 2 - ^ 2

" 2 ^2

+ t g /S  ̂C X

"■cos/5^-

1 1 

1 1
cos/ 3  ^

B положении равновесия, т.е* при Ф =0, находим поло­
жение точки ' ^ • Подставляя это значение в выражение ( 12),
определяем значения расхода в левой и правой ветвях потока 
q и q  2 • отношение согласно ( *  ) и будет определять 
коэффициент деления потока при данных параметрах.
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К РАСЧЕТУ ДИАГРАММ РАСТЯЖЕНИЯ КОМПОЗИТНОГО
М АТЕРИАЛА

Прогнозированию свойств композитных материалов посвяще­
но значительное число работ D -  З] . Наиболее изучены упру­
гие свойства композитного материала в зависимости от свойств 
компонентов. Для решения этой задачи используются, как пра­
вило, континуальные модели. Анализ прочности проводится на 
/декретных моделях [4 ] .  в  настоящей работе простейшая ста­
тистическая ( континуальная) модель, учитываютлаяхрупкие разру­
шения в структуре, применяется для построения диаграмм де- 
•|)ормирования хаотически армированного композитного материа­
ла, расчета предела прочности и меры микроповрежденности 
при одноосном растяжении.
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Рассмотрим одноосное растяжение вдоль оси х тела (об­
разца) из двухкомпонентного хаотически армированного (изо­
тропного ) материала* Пусть модули упругости материала, от­
несенные к элементам структуры, -  статистически однородные 
и эргодические случайные поля* Напряжения и деформации, от­
несенные к элементам структуры материала, также случайные 
поля, характеристики распределения которых находятся в ре­
зультате решения статистических краевых задач теории упру­
гости [5 -  8 ]. По известному распределению напряжений стро­
ятся статистические критерии хрупкого разрушения [э ] , При 
нормальном распределении напряжений в компоненте к (к  = 1 ,2 ) 
C параметрами ^ ^и IZD^  , согласно С*Д* Волкову [9J , от­
ветственными за разрушение в элементах структуры становят­
ся растягивающие напряжения* Вероятность разрушения компо­
нента вычисляем по формуле

. P * -  P

2 + Ф (- И . к
) , ( І )

где ^  ( z )  -  функция Лапласа; P l -  предел прочности при 
растяжении компонента к  , ^

Величина Q ^  представляет собой долю разрушенных эле­
ментов структуры компонента к  , В дальнейшем будем пола­
гать, что разрушенный элемент структуры полностью теряет 
несущую способность, т*е* анизотропию сопротивления элемента 
C трещиной учитывать не будем. Если и P ^ -  объемные 
доли компонентов в материале, то по формуле полной вероят­
ности найдем меру поврежденности материала:

Q= P . Q .  + P ^ Q1 1  2^2 ( 2)

Доля прочных элементов структуры компонента к  равна 
/

-  -  V  • (3)

Разрушение части элементов структуры приводит к перерас­
пределению напряжений. Это можно учесть, построив решение 
статистической краевой задачи теории упругости для среды с 
повреждениями. Ниже строится решение такой задачи по мето­
ду, аналогичному методу "упругих решений" в теории малых 
упругопластических деформаций [Ю ]* Согласно этому методу в ‘ 
произвольном приближении i имеем статистическую краевую 
задачу:
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v£,^‘ ^=0 ; £^^^=def ; ^^1/3-®” ! . (4 )

Здесь -  случайные напряжения, деформации

и перемещения; u = < ^ > ;  e = < e > ; ‘ <... > -  оператор .мате­
матического о:кидания; 1 -  длина тела (образца); 0 ^ -
случайные модули упругости, отнесенные к элементам структу­
ры:

2
(5 )-  г: C X  (х ) - H C  

^ ( х ) " к = 1 ^ к  ^к*^^ к = 1  к  к  »

где "X. (х ) -  индикаторная функция подмножества точек,кс^-
---------- г.̂  _ модули упругости компонента к  ;

кция подмножества точек разрушенных элем^н-
поненета к ; C 
индикаторная функция подмножества

( i ̂
TOB структуры компонента к ;
При i =O имеем задачу для сплошной среды, в результате ре­

шения которой находятся величины P ^  и по форму­
ле ( 1) вычисляется поврежденность *  ̂̂

к ■

Система (4 ) эквивалентна системе интегро- дифференциаль­
ных уравнений относительно флуктуаций деформаций [б] :

£ °^ ^ \ x )= d e f У '  G^^\x,x* ) (v  П dV* , (б )

где -  тензор Грина (решение системы однородных
уравненйкГй'ля среды с модулями упругости П=С^'^**е’^+д^*'

е ° < Ч с ® .  < е ® >  ; л ® ,  с *  14° + д®;  С * .  С,

(п

C -

к = 1
Решая систему \6) по методу последовательных приближе­

ний, в первом приближении имеем ( индекс приближения опущен, 
поскольку в дальнейшем последующие приближения не вводят­
ся) :

£ .°^ '\ х )= (Ф  (^\х) + Ф ^^\х) ) . .

‘4>^^\x)=defy^ G ^ ^ \ x , x ' ) (  V С *  X ° ) 'd V ' ; 

^ ^ ^ \ x )= d e f  J "  G^^\x ,x ' ) ( v a  .

(7)
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При i =O (для сплошной среды) Заметим,что ите­
рации по 'К  и A y . строятся незавгсимо, поэтому каждому

соответствуе? ряд по >5  ̂ . Выписанный выше (7 ) пер­
вый член этого ряда дает удовлетворительные результаты, если 
свойства компонентов отличаются несущественно и величины

близки к 0,5, Он соответствует корреляционному
приближению в терминах моментных функций.

На основании решения {7)  получаем макроскопические мо­
дули упругости из соотношений

^ > (8)

и средние напряжения в компонентах по формулам [^б] :

p ( j )  = р (о  ( ^ )

Макроскопические модули объемной деформации и сдвига 
сплошной двухкомпонентной среды, вычисляемые на основании 
форіМулы 18),  равны [п ] :

К
К  = K -

O

'P  P  
1 2

4
к - . -  G

G  = G -
O

2 G  ( K  + 2 G ) P ^ P 2  

5 G ( K  + f  G-)

. ( 10)

2 2

гдеК P  G = jT^GP^;  К* =K^-K^ ; G *=G ^ -G^;
Здесь , G- “  модули объемной деформации и сдвига ком­

понентов, ^
C . учетом повреждений в произвольном приближении получа­

ем:

к (4  і|0_ [к *2р  F^i)+ ( p(i)+t<2 p W )^ ^ (К J  i ( 11)
о » 2  I  I  ^ ^

2 G^^^) [ g *  ̂  P̂ ‘̂^P^J^+(G J P^{^+ G ^
O 5  ̂ 1 2 ^ 1 1 2  2 ' -

где H  ;
k = l

к Д(і-'^к>’ « “ - I - 1( '^k-
Переход к модулям Юнга и кЬэ(})фициентам Пуассона 

шествляется по формулам:
осу-
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Е « -
О

СЗг̂ ^"о о
зк ^ * '+  а '

,(i)
' " °  ■ 2 ( з Х с . ( ‘ ) °O O  ^ o o

Если нагружение производится по способу монотонного уве­
личения перемещений, то средние (и макроскопические) дефор­
мации остаются в итерациях неизменными, Напряженця и
поперечные деформации изменяются, поскольку изменяются ма­
кроскопические постоянные упругости E w  и

р (0  = е е  . (13)
11 11 о ’ 22 33 о 11

.Вычисления по формуле (9 ) дают следующие значения сред­
них напряжений в компонентах;

P  = P  + (F  + 2 р '" )(P^^V  ^11,к ^ i i  к I cjl “̂ ^к ® іУ ''^к^ ’

где F ' k I  + ( К^^-  |

+ K k P ^^Q ^^5  15K^^^-4(K^^^+2G^^V

''(i)
^ k - ( - i )^-^^g ' p V 'p 'o '  + a ,  ^ ( k ^^^2 G '^ ' )x*  , ( i )p ( i )  

I  2
>(0 ^ (0  

'k* к I ( і ) .о Л і)

-H2e «11 ^  22 *

Дисперсии напряжений в компонентах, вычисленные в корре­
ляционном приближении, равны нулю. Это обусловлено тем, что 
неоднородность поля напряжений в компонентах вызывается бо­
лее тонкими эффектами взаимодействия элементов структуры, 
чем эффекты, учитываемые корреляционными функциями. Введе­
ние моментных функций высших порядков C нелокальной коор­
динатной зависимостью существенно осложняет вычисления и 
приводит к интегралам, не выражающимся через элементарные 
функции. Пренебрежение координатной зависимостью дает три­
виальный результат -  нулевые дисперсии напряжений и дефор­
маций в компонентах W  . Поэтому в данной работе дисперсии
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напряжений находятся на основании экспериментального изуче­
ния деформаций.

Распределение деформаций в компонентах исследовали на об­
разцах двух типов; из эпоксидно-фурановой смолы ( I тип) и ре­
зины (Г1 тип) по методу сеток. Для образцов обоих типов под­
твердилась гипотеза о нормальном распределении деформаций в 
компонентах при одноосном растяжении. Дисперсии деформаций 
(продольных и поперечных) в компонентах можно считать 
равными и независящими от нагрузки. Коэффициенты корреляции 
между продольными и поперечными деформациями малы. На ос­
новании этих результатов дисперсии напряжений в компонентах 
записываем в виде:

где D -  дисперсия деформаций.
Кроме того, ввиду линейной связи между напряжениями и 

деформациями в компонентах, принимаем нормальный закон рас­
пределения напряжений. Тогда, вероятность разрушения элемен­
тов структуры можно вычислить по формуле V1) •

Дисперсии напряжений в компонентах считаем неизменными 
в каждом приближении. Физически это означает, что концент­
рация напряжений, обусловленная появлением трещин, не учи­
тывается. Такое допущение^на первый взгляд,может показаться 
грубым, однако можно указать на процесс разрушения "пере­
груженных" элементов структуры, "выравнивающий" неоднород­
ное поле напряжений.

Вычисления проводятся до тех пор, пока полученное значе­
ние будет отличаться от предыдущего не более чем на за­
данную малую величину. Сходимость последовательности при­
ближений в общем случае не исследована, однако результаты 
проведенных расчетов показывают, что для некоторых материа­
лов эта последовательность сходится достаточна быстро, и уже 
во втором приближении получаем напряжения P iv  с точностью 
не ниже 2 %. Эти значения.чпринимаем в качестве истинных на­
пряжений, а величину -  в качестве меры мцкроповреж-
денности материала. В результате последовательного увеличе­
ния деформаций е^^ (или перемещений U ^ ) образца строим 
диаграмму растяжения, выраженную зависимостью Р^^(е^^). На­
ибольшее значение напряжений назовем макроскопи­
ческим пределом прочности при растяжении.

Поскольку "нагружение" осуществляется по мягкому спосо­
бу (путем увеличения перемещений), то в результате вычисле-
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Рис, I. Диаграммы растя­
жения композитного мате­

риала*
I - D =  0,75*10"^; 2 -

3 -  D =D = 1-10“®;

1,4*1)“ ?

ний удается построить участок диаграммы деформирования за 
•пределом прочности и постепенно достичь Q = I, при этом = 
*0 . Кроме того, ввиду единственности решения упругой задачи 
участок диаграммы растяжения до P  должен быть одинако­
вым при нагружении по мягкому и по жесткому (путем увели­
чения напряжений) способам.

Вычисления проводили на ЭВМ "Мир-1" для материала со 
следующими свойствами компонентов: = 6,6 *10̂ н ^ ^ і Ep =
= 2,85•10^ н/м^ I =0,32; =0 ,3 ; P^ =4*10^н/м ; І ^  =
= 4,5* 10"^н/м^. Эти постоянные характерны для эпоксидно-фура- 
новой композиции, для которой экспериментально построено 
распределение деформаций в компонентах. Дисперсию деформа­
ций принимали равной экспериментальному значению 10"  , а 
также близкими к этому значениям. Кроме того, в расчетах 
варьировали свойства компонентов и их концентрацию.

Типичные диаграммы растяжения, вычисленные по изложен­
ному методу, показаны на рис, 1, Зависимости микроповрежден- 
ности от истинных напряжений приведены на рис. 2, Макроско­
пический предел прочности P оказывается меньше предела 
прочности обоих коіМйонентов (разброс прочности компонентов 
для исследуемого материала оценивается коэффициентом вариа­
ции 5 -  10% и при расчетах не учитывался), C увеличением 
дисперсии деформаций (и напряжений) прочность композиции
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Рис. 2. Зависимость микроповрежден- 
ности от истинных напряжений:

I - D =  0,75-Ш"®; 2 -  D = 1 'Ю"® ;

3 -  D =  1.4'10"®.

Рис. 3. Зависимость предела прочности при растяжении 
Р *  и микроповрежденности Q  от дисперсии деформаций.

уменьшается, а микроповрежденность композиции Q , соот­
ветствующая пределу прочности, увеличивается (рис. 3 ). Увели­
чение прочности компонентов приводит к увеличению прочности 
композиции, однако микроповрежденность Q остается прак­
тически неизменной. Увеличение и уменьшение исходной кон­
центрации компонентов от 0,5 увеличивает прочность компози­
ции, Это, очевидно, связано с соотношениями упругих свойств
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и прочности компонентов: в рассмотренном примере прочность 
наполнителя меньше прочности связующего, а коэффициент Пу­
ассона больше, чем у связующего. Такое соотношение не ха­
рактерно для высокопрочных композитных материалов, C ^уве­
личением концентрации арматуры микроповрежденности Q не­
сколько увеличивается.

Хотя компоненты материала предполагались линейно упруги­
ми до разрушения, диаграммы растяжения композиции (рис, 1 ) 
оказались нелинейными. Нелинейность зависимости Р ( е )  харак­
терна для композитных материалов, в том числе с хрупкими 
компонентами. Проведенные вычисления наглядно показывают 
связь нелинейного поведения композитных материалов под на­
грузкой C микроповреждениями э структуре, обусловленными ее 
неоднородностью.
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В.П. Ставров, Л ,А. Круть

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ НАЧАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В 
КОМПОЗИТНОМ МАТЕРИАЛЕ

Средние значения начальных (термсютруктурных и усадоч­
ных) напряжений в компонентах хаотически и однонаправленно 
армированных материалов вычислены в работе [ l ]  , Моментные 
функции свойств среды предполагались локальными. Это огра­
ничение на координатную зависимость моментных функций упру­
гих свойств композитного материала приводит к детерминиро­
ванным значениям напряжений и деформаций в компонентах [з ] , 
что, как показывают эксперименты, не соответствует действи­
тельности. В настоящей работе статистическая краевая задача 
решается в реализациях, поэтому оказывается возможным по­
строение закона распределения случайных напряжений в компо­
нентах.

Композитный материал моделируется структурно-неоднород­
ной средой, модули упругости г^ (х ) и коэффициенты линейно­
го расширения оС (х ) которой (отнесенные к элементам струк­
туры) -  однородные и эргодические в объемах первого порядка 
малости (макрообъемах) случайные поля. Предполагается, что в 
пределах данного элемента структуры свойства постоянны.

Тогда
п п

2>(х)= Z  с. "X-(X) ;  х ( х ) =  E а X  (х ), ( l )
к =1 к =1

где упругости и коэффициенты линейного
расширения компонента к ; п -  число компонентов; ( х) -  
индикаторная функция подмножеств точек, принадлежащих ком­
поненту к  ,

Рассмотрим статистическую краевую задачу термоупругости 
среды C модулями тЛ(х) при отсутствии объемных сил и при 
детерминированных перемещениях границы S  тела V  :

v f , = 0 ; £ = d e f ^  ; ą = 2T - - ( £ - X t ) ;  £ ,°/S=0 , (2 )

где £, , 8. , "XL “  случайные напряжения^ деформации и пере­
мещения; V -  дифференциальный оператор Гамильтона; точки 
<, , ,> означают свертывание тензоров; ^  = X  - < х >  , где 

-  оператор математического ожидания; t -  детерми­
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нированная разнсють температур напряженного состояния и экс­
плуатации#

Если принять тензор Грина G-( х, ) уравнений (2 ) из­
вестным, то преобразуем систему ( 2 ) в систему интегро-диф- 
ференциальных уравнений относительно флуктуаций деформаций:

’ ( x )  = d e fy ^  а ( х ,  х ' )  • (v-n )'dv' (3)

Здесь е  -  е ;  е =  <е>  ; П = П* +
Если внешняя нагрузка отсутствует (рассматривается 
поле начальных напряжений), то е = а t , где а

=
= 1^-  с; C =<.•?>>; = л > - - ( е  -  o4t),

только 
-  тензор

макроскопических коэффициентов линейного расширения. В даль­
нейшем эта величина предполагается известной [ l ]  • Кроме то­
го, в случае двухкомпонентной среды с изотропными компонен­
тами

л""= R (4 )

где R =C о *  *  I
а  -  Зп Е; C = с  -  (. • =к а-к а";Е=(<9. .),к

модули объемной деформации и коэффициенты лйнейногі расши­
рения компонентов; = " Х - р ;  X =  ; р  = .

Решая систему (3 ) по методу последовате;?ьных приближе­
ний, в первом приближении полагаем:

■ ^(x) = d e fy G -(x ,x ')-(  v-n*)' dv' . (5 )

Так как при наложенных выше условиях среда макроскопи­
чески однородна, то интегрирование в (5 ) распространяется фа­
ктически на макроскопическую окрестность точки M (х ) .

В работах Q "  * посвященных статистическим задачам ме­
ханики композитных материалов, интегрирование по координа­
там осуществляется после применения оператора математичес­
кого ожидания, т.е, некоторые моменты случайного поля со­
стояния и свойств среды находятся путем действий над момен- 
тными функциями, задающими свойства# Ясно, что при переходе 
к моментным функциям теряется значительная часть информа­
ции о случайном поле свойств. Экспериментальное и аналити­
ческое построение моментных функций -  трудоемкий процесс 
[б, Т] , не обеспечивающий необходимой точности, особенно для
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моментных функций высших порядков. Вычисления для момент- 
ных функций, начиная уже с третьего порядка, оказываются 
громоздкими и далеко не всегда выполняются в элементарных 
функциях. Наконец, по результатам вычислений в моментных 
функциях (моментам распределения напряжений и ’деформаций) 
могут быть построены лишь приближенные законы распределе­
ния, причем для отдельных составляющих тензоров. Поэтому 
осложняется построение статистических критериев разрушения, 
учитывающих сложное напряженное состояние элементов струк­
туры.

Перечисленных недостатков можно избежать, если восполь­
зоваться переставимостью операторов интегрирования по ко­
ординатам и по пространству реализаций (осреднения). Такая 
возможность обсуждалась в работе И,М, Лифшица и Л,Н, P o- 
зенцвейга fs j , однако для решения задачи, поставленнрй в 
этой работе (определение макроскопических модулей упругос­
ти), оказалось предпочтительным проводить вычисления в мо­
ментных функциях.

Пусть имеется некоторая реализация случайного поля струк­
туры (х ) физических свойств тЛ(х) и с? (̂х) композитного 
материала. Ей соответствует реализация E^ (х ) случайного по­
ля флуктуаций деформаций ( х ) .  Реализацию функции П (х ) 
запишем в виде: 1

В (х )=  E  
i

где -  реализация П * (х ) при условии, что точка M ( х )
принадлежит элементу структуры с номером i ; (х ) -  ин­
дикатор множества точек элемента i , Тогда на основании фо­
рмулы ( 5) для реализации флуктуаций деформаций 0^ (х ) име- 

 ̂ Iем:

E ^ (x )  = de£ L  J g (x , x ' )  • dv’

fi)  ̂ ^ (i)Вводя тензор '  = d e f G - ( x ,  , преобразуем
Е ^ (х ):

Е ^ (х )=  E /(Vh^' Â ^ '̂dv'= E 
i i ^

V  ^ /л /Л( ^
- E yć A^^dv'.

 ̂ V
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Легко убедиться^.лто первая сумма в правой части 
нулю. Индикаторы обращают интегралы второй суммы
интегралы по областям V. 
туры:

занимаемым элементами

равна 
в

струк-

E  (х) = - ^ / ^ ( v - A ^ ^ V d v !  .
 ̂ V.

На основании формулы Ocтроградекого-Гауеса

,(І) . ( i )>

(6)

(7 )E  (х) = - Г /(h^4 A^'^)'ds' ,
i S .

I
где интегралы б^ утся  по поверхностям S . , ограничивающим 
области V. 9 п^ '̂^-орты внешней нормали к \іоверхностй S . • 

Учет последующих приближений в решении уравнения (3 )  ̂ не 
представляет принципиальных затруднений. Во втором прибли­
жении

£°(x) = d e fУо-(х,х ') • (v • i?"?. в°)*сі v '.

V
В отличие от П (х) реализации поля (х) не постоянны в
области , поэтому в выражение для реализаций (х )
войдут слагаемые, содержащие производные Е^(х) по коо^ина- 
там. Вычисление возможно численным интегрированием, объем 
вычислений при этом возрастает. Последующие приближения 
строятся аналогично. ^

Задание реализаций случайного поля П ( х ) ,  а фактически 
полей '^ (х )  и оС(х), осуществляется либо на основе экс­
периментальных данных, либо путем моделирования структуры 
материала на ЭВМ^ причем ввиду эргодичности полей т/(х) и 
< ^ (х ) для решения задачи достаточно одной представительной 
реализации. Вычислив ^  реализаций Е ^ (х ) по формулам ( 6) 
или (7) ,  нетрудно, пользуясь методами математической статис­
тики, вывести закон распределения случайных деформаций и 
напряжений в компонентах. Применяемый здесь метод решения 
аналогичен методу статистических испытаний (методу Монте- 
Карло). По изложенному методу далее находится распределение 
начальных напряжений в однонаправленном композитном мате­
риале, состоящем из двух изотропных компонентов.

Для среды ^армированной однонаправленными ' волокнами кру­
глого сечения, выражение (7 ) содержит интегралы по контурам 
L. элементов структуры (арматуры и связующего) в сече­
нии, перпендикулярном волокнам:
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E  (х )  = - Z  A ^ ^ V cIL' ( 8)

Вычисление можно свести к интегрированию только
по контурам кругов, образуемых сечениями армируемых воло­
кон, Действительно, в случае двухкомпонентной среды согласно 
(4 ) B w =  R (1  -  р ) ,  если і-ы й элемент структуры относит­
ся к арматуре, и B̂ '̂  = - R p ,  если i -ый элемент структуры 
относится к связующему. Контуры области, занятой арматурой 
и связующим, отличаются лишь знаком внешней нормали. В ре­
зультате суммирования в формуле ( 8) слагаемые, содержащие 
множитель P , уничтожаются, поэтому, переходя к компонент­
ной форме записи, имеем

E  | / (
9G- (х .х ')

ИЛИ иначе:
Lh

lot.
9 X,

J i___
д X.

E i j W - E i d W ^  ) R

I..
IJ mn

к

= - z:
к

2 i jm n  Jimn

Здесь

3G-. ( x ,x  ' ) /. ч/
I „ ..... —  n W d Ł 'ijmn Эх.

J
n к ’

к
(к )
n

где -  окружности радиуса * d L ^ = r ^ d  ^  ^  J п
косинусы углов между внешней нормалью к контуру и осями х ,̂ 
X2 (ось X  ̂ совпадает с направлением армирования). 

Компоненты тензора Грина G-(х, х ' )  равны:

2 TTd In —Г

а .^ (х ,  х ' )  = 0, если i = 3, j = l , 2  или j = 3 , i = l , 2 ;
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А  =
C + 3d 

4TCd ( c + 2d ) ; B= (ę..+ 4)
4TTd(c + 2d )

; x , - x ; ) ^  +

+ ( х ^ - х р ^

где с, d -  средние значения постоянных Ламе.
Здесь d = d ^ p + d ^ \ l-p );  c=c^p  + c ^ ( l - p ) ;  d \ d ^ \ c ^ ,  -

постоянные Ламе арматуры (Г ) и связующего ( I I ) .
Для вычисления начальных напряжений в арма'^ре и связу­

ющем потребуются не все компоненты тензора , поэ­
тому сначала запишем выражения дл-^ напряжений, а затем вы­
числим входящие в него интегралы .

Реализация напряжений в арматуре и связующем на основа­
нии физических уравнений системы ( 2) равны р..^=(с^ а ?  +
+ C l  R  -  а ^  U  'J

^ ̂  i]cL̂  ^
Учитывая  ̂ что компоненты изотропны, и что для однонапра­

вленно армированной (трансверсально изотропной) среды а^^ = 
~ ^22 ^ ^33 * записываем отличные от нуля составляющие тен­
зора P S .

ij •

P ( * )

■ ">'"* [ '̂122^ * * т * а ° з  J . ;

‘ [2 (1 % т * )а ° з  + т * а ° з ]  "  Зк<®>а(®> j t  .
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Таким образом, нужно вычислить лишь свертки тензоров.

задавать в полярных координатах плоскости х^, Х 2 ) с цен­
тром в точке M (х ) , величинами г и Г  -  координатами 
центра круга. Кроме того, для каждого круга задается ради- 
ус с М  .

Вычисления дают:

» 2  ° W 2

. (к )2. З г —  " "
*  . 2 ,^(к) *  ' 'O  *  ’

Т Щ -  -  *^о
-  Г

+ COS 2 .(к)

( , (к )2 ,  ,Ы 2 )3  

2> ) б _  > ) 2 > ) 2 (^ (к )2 J ( k ) 2 )

(^ (к )2 _  ^ (к )2 )3
*  О

---------(к)2 (к)2 *
— Г

c o s 2 ^ ‘̂ >
„ ________ О . *   ̂ *  о ________ о_________ о ^
 ̂ (к)2 *

-  Г » 2/ (к )2 _
■ *  *

(к)4 j.-  2r\ c o s  2 ^  (З г ' + г  *  О *  о
_ > ) 2 чЗ

О ^

» 2

(к )2 °  (к )2
Г' ' -  Г'
*  О

-  Bn|[2sin2‘f ^^ ( s i n2 ‘f ^ ^ - c o s 2 ¥ ^ b - -  

( . ( . ( k ) 2 . , W 2 ) 3

-  sin^V ’
Q (к) 4 / (к) 2
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+ ( > ) 2  ^ , (к )2 )  (_  з / к )4  ^ (к  )2 (к )2  _  (к )4
*  Q ^ O  О *  *

_  ^ (к )2 .3
О

+ з| cos'î ^̂  ̂ cos2'P̂ ^̂  + cos4 ‘̂’̂ ^̂  + sin2*î ^̂  ̂ X

X ( 1 + 2003^^^^^^)]

(k )2^ (k )2(2 (k )4 ^ 3 ^ (k )2 _2 ^ (k )4 ) 
^ O _______ O ______ O

3̂ (k)2(̂ (k)2 _ _,(k)2)3
O  ̂ *  O

C O s f^ ^ \ cO S ^ ^ ^  -  COS^ -  і Л
O ^ O  O O ^ - *

2 r O < H (, (k )2 ^ ^ W 2 )^

(> )2  °_ _,(к)2)з| •
*  O

Рис, I, Снимок микрошлифа однонаправленного 
стеклопластика при t = 100 С.
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Рис. 2. Кривые распределения начальных 
напряжений при t = 100 C в арматуре.

Рис. 3. Кривые распределения началь­
ных напряжений при t = 100 C в 

связующем.

Числовой пример просчитывался на ЭВМ "Минск-22" для 
материала, имеющего структуру, показанную на рис. 1, при сле­
дующих значениях свойств;
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= 6 • l0^н/м^ ; е ’̂ ^= 3 •10^н/м^ ; П = 0 , 3 ;  п̂  ̂= 0 ,35;

= Ю ” ^ l/ o c ;  2*10 ® i /q с ; р = 0 ,65 .

 ̂ I t ”  соответственно модули Юнга и коэффи­
циенты Пуассона компонентов) • ^

Кривые распределения начальных напряжений при t = 100 C 
показаны на рис. 2,3*
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А.Е. Крушевский, В.М, Чураков

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ В 

НЕОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДАХ

Известно, что решение уравнений Ламе с выполнением кра­
евых условий на части поверхности (например, для прямо­
угольника, цилиндра) строится в большинстве случаев в виде 
неортогональных рядов [^l] . Выполнение краевых условий на 
остальной части поверхности производится за счет применения 
различных приближенных методов, которые приводят задачу к
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решению бесконечных систем алгебраических уравнений [ { ]  . 
Попытки получения замкнутого решения указанных задач тре­
буют разложения данной функции в ряд по- собственным неор­
тогональным функциям .

В данной статье дается замкнутое решение некоторых кра­
евых задач для квадрата, прямоугольника и цилиндра в неор­
тогональных рядах, коэффициенты которых определяются мето­
дом бесконечного дифференцирования [4 ] .

1. С ж а т и е  ( р а с т я ж е н и е )  к в а д р а т а  д в у м я  с о с р е ­
д о т о ч е н н ы м и  с и л а м и  (рис. ! )•  Если заранее выполнить 
краевые условия на свободных сторонах квадрата (

= 0 при *2 /» '!'О решение можно построить в следу­

ющем виде:

^  г
U = -

X (2 х  C h X jjX -Q S h T -  х  c th  -— - — )1 c o s X  у ;к к

V
OO

= C y +  E  а [  2 ChX j^x+X^ ( у - - l ) ( 2 x  ShXj^x -  
к— 1

-  X c th  — -— s i n X  у *

Здесь ^ =

sh"X-Ka
^2 1 -  2V ' -  “ Р-

ни уравнения —  + 1 = 0 ; А  , C -  произвольные посто-

янные; а  -  сторона квадрата; ч) -  коэффициент Пуассона.

Краевые условия на сторонах х='^~ выполняются строго за
Sh 'Х а

счет корней уравнения --------- +1 = 0 • Краевые условия на

сторонах у =  ~  должны быть выполнены следующие:

^ y  J
a s  P  

-  2  ̂ 2а
P

+ --
а

ОО
X  COS

2 fTmx
а

т =1

^  ху ±  | )  = 0 ,
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Рис, I. Графики на­
пряжений в упругом 
квадрате, растягива-
емом двумя сосредо-
точенными силами:

1 - <5 ( у= I ) при

m = к ^ =  10 ;

2 - 6 у ( у = 1) при

m = к = 30 ;

3 - G ( у = 1) при

m = к ^ =  50 ;

4 - т; ( у = 1) =

= m = к = 30 ;
5 - • Ч ^ у ( у - і )  -
= m = к = 50 ;
6 - б  ( у=0 ) при

m = к = 50 ;

7 - <0̂  ( у  = 1) при

m = к = 50 ;

8 1 б  (у=0 ) при

m = к 50 ,

где Р/2 -  сосредоточенная сила, которая приложена в сере­
дине стороны квадрата и разложена в ряд Фурье,

В развернутом виде условия на сторонах У  = i  
ваются так:

записы-
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4 (у  -  l )  Q + 4 ( у  -  i )G  R e  E  >- д Г г с Ь Х
 ̂ K=I

+^K  (2 х  Sh “  a c h ')^ JJ х  cth )]COS

X +

X  а  
к

= ^  E
2а  а

COS
2ТГтх

т =1

2 Г
4 ( ^ - l ) G R e  E  X ĵ a J 2х  ch X jj X -  а  S h X  X X 

K= 1

X cth
X  а  *“ к X  ^

s in  — = О ,

Применяя к указанным условиям операцию бесконечного

ч2•) , получим:дифференцирования П ( і  -  
'=1

C ="8{y -  I )  G  a  ’

A

 ̂ 2 -  2ч2 6 ^ 2 :r
P ( X  “ X  ) ^  ^  ^K K K K

8M / N / ^ (y - l)G (E j^ s in  c o s ^ ^

>- a
Jv/ Sin — -—  COSfT m

X  Q 2 ^  '
- “X. s i n — 5----c o s — r ) ( l +  c h > jja ) sh  — r—2

2
2 X . . ^ 2  2 4ГТ m

M  = I  + C h  X  j jS + — " '-~2 2 2 2 2 ’
X - X  4TC m + X aK K  KK K

N  = 4 + X ^  .
K

B результате имеем следующие формулы для напряжений:

со OO

(э = 4 ( У '- 1) G -R e  ZI 21 Х „ А  2 c h X  х  - X  х   ̂  ̂  ̂ к к т ' -  к кк=1 т=1
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а
кX (2 x s h 'X  X -  а  c h 'V  х  cth

. к к 2 ■>] C O S  X  у  ;к  ̂ *

(3
У

_ M ? r - l ) G  
Г

OO OO

C + 4 ( У' -  l )  G- R e  H  П  ^  А  х  
 ̂ 1  ̂ к кк =1 т =1  ^ ^

г ^
X 2 C h X  + " V k C^x  s h X j ^ x  -  a ch ")^  х  c th  — ^— )J ^

X c o s X у ;
оо OO 2 P

X  = 4 ( >^“ 1 )0  R e  H ZI X  a  2 х  c h X  х  -   ̂х у  . K K m L  к
к =1  т =1

> а
а  S h X  X cth к “ s i n X  у .  

-J к
Для вычисления напряжений по приведенным формулам сос­

тавлены программы на языке АКИТ ЭВМ "Минск-22". При
S h X a

этом были заранее определены корни уравнения
V +1=0

на ЭВМ и записаны в виде массива на магнитной ленте
(1000 корней). Вычисления производились при различном коли­
честве корней и натуральных чисел т .  Выяснено, что ряды 
очень быстро сходятся во всех точках, за исключением грани­

цы у = J+ , где обнаружена медленная сходимость. На рис. 1

и в табл. 1 приведены результаты вычислений напряжений при 
значениях к  = т =  10, 30, 50, 100. Как видно из рис. 1, напря­

жение <о монотонно возрастает при увеличении чисел
У  ^

и т .  В остальных точках стороны у = + _ ^  напряжения б" и

% не стремятся к нулю, а совершают бесконечные ограни­
чу

ченные колебания, как и следовало ожидать при разложении 
импульсивной функции в данный не ортогональный ряд. Указан­
ный характер сходимости наблюдается и при разложении им­
пульсивной функции в ортогональный ряд Фурье. Например: 
сосредоточенная нагрузка Р/2 разлагается в ряд

f (x )  =
2 Qi C O S

2тт тх

т =1

95



Т а б л и ц а  I.

10 20 30 40 50 100
X \ 10 20 30 40 50 100

0,0 0,591 0,814 1,054 1,298 1,542 2,738
0,1 0,556 0,396 0,582 0,382 0,591 0,471
0,2 0,451 0,434 0,425 0,420 0,416 0,405
0,3 0,612 0,449 0,639 0,433 0,650 0,416
0,4 0,469 0,450 0,439 0,431 0,426 0,410
0,5 0,599 0,440 0,633 0,418 0,649 0,390
0,6 0,446 0,422 0,406 0,395 0,385 0,356
0,7 0,535 0,399 0,581 0,365 0,608 0,310
0,8 0,407 0,378 0,357 0,340 0,325 0,268
0,9 0,426 0,377 0,468 0,343 0,499 0,269
1,0 0,437 0,432 0,429 0,428 0,427 0,424

П р и м е ч а н и е .  Во всех вычислениях, в том числе и в про­
межуточных, учитывались лишь первые семь цифр.

который во всех точках, за исключением х = 0  , колеблется в 
пределах

-  ^  ^ £ ( x ) i  I f  ; /  f ( x )d x  .  I  .

— sl/ 2

2. С ж а т и е  ( р а с т я ж е н и е )  п р я м о у г о л ь н и к а .  В задаче 
о растяжении квадрата выполнялись заранее условия отсутст­
вия нагрузки на сторонах ~  . Однако можно строить ре­
шения так, чтобы заранее были выполнены краевые условия на

Пнагруженных сторонах y=j+ —. При этом следует заметить,

нужночто краевые условия в целях улучшения сходимости 
выполнять заранее на больших сторонах.

Итак, рассмотрим растяжение прямоугольника двумя сос­
редоточенными силами, приложенными в середине длинных
сторон. Решение, при котором выполняются условия нагруже­
ния, записывается в виде:
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U  =  C x + 2 ch 'X .j^y+ ■ К ^ (у -- і)(2 у  S h X y -
X h гГ зР х

-  h c h V  Cth ^ ) ]  S in X ^x  -  +

P  ^
*  * u ( r - i ) a

sh
'fCmh

[2  ch
2nm y

m
ę^^^2Timh 2rcm h »̂“ a

a
2fTm ( r -  i ) ( 2 y  Sh -  h C h ^ fflS iL  c i h - L a b . ) ] X

X s in -
2*n:mx

= -  —  C y  + ( г г - l ) ( 2 y ChX^ y -

-  h sh"Xję.y cth
X^h

c?o
2:

sh
Trm h

- . ________________ Д________  r „  ^ 2-rrmy
4 t t (y - l )G  „.1 „ ( з ^ г ц т і !  a

^ a  a  '

-  2Ttm ( ) (  J ,2 n m y _ ^  ^ ^ 2 ш п у  Я Ш Ь. )1 ^

X c o s -
2m rix

a

Это решение состоит из двух частей: первые два слагае­
мые определяют однородное решение, дающие нулевые напря-

h
жения на сторонах y = jf  — , остальные слагаемые дают реше­
ние для бесконечной полосы.

Запишем краевые условия на сторонах ^  = +. *2 *

<3-̂ (11, у)- .Ifc ljG  C S 2{ у -1) G  ? Ch >̂ у S
X ĵ  X  а

+ X  ( 2 y s h X y -  h C h X  у  cth „
K K  K ^ ■) C O S
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O O

+ Z
P  s h

Ttmh
a

, , 2Ttmh . 2Ttmh  ̂
m = l a (s h — ^

2 C h -SlSSm K. S IU 2 . K
a  a

a

( 2 y 3 h ^ I 5 ^ - h c h ^ ^ ^  Cth cosTCm = 0 ;

a ^  2 Г
^ x v ( ±  ^  A  I 2 y  Ch X y  -

x y  г   ̂ Kr=I K K^“ ^

-  h s h X ^ y  c th  — r—K Z

-K^a
S in = 0,

B результате применения операции бесконечного дифферен­
цирования получим

C = O;

1 6 Р Я ^ т ^ х 5 н ^  S h T r m h ( s h 2 rT m h  2-rrmh>

кт
( ^ - l ) G a  ( I + C h X ^ h )'

X

X

/^2 :г 2 ч2 ~ . .  ,( Х ^  X  ) M N  s h — T— COSTtmк____ к________________^_____________________

, 2 2rtm h / 4TT^m^h^ ^ 2 , 2/4’S h  — J — / ----------5------------ X _ ^ h  /

8 x :
M  = 3 + Ch X ^  h -

Jtv

N  = 3 +
T rm h 4 (s h 2rrmh 2Trmh , 2rcmh ч ---------  _  ---------- ---------  \

Л Л =4 /
2TThm/ , 2irmh . 2rvmh \ L 8 h -------- ( s h ---------+ --------- )

a   ̂ a  Qi ^

-  c th
T rm h

a

. / en ^ m ^ h ^  ^ 2 .  2 - 2 , 2 ч
1 6 n m h (-------- -----------  X  h J-]' 2  K k '

_________a________________
2 2 2

/ 4 r r m h  ^ 2 , 2 / 4
a /  ----------2------  -  I
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Т а б л и ц а  2

X
Сосредоточенная нагрузка Треугольная нагрузка Ступенчатая нагрузка

0Г
___________ У__ в -у

у = 0 у= 1 у = о у = 1 У  = 0 у = 1 у = о у = 1 у = 0 У =1 у = о У =1

0,0 -0,243 1,610 0,912 2,100 -0,031 0,030 0,350 0,385 -0,001 0,006 0,202 0,206
0,5 -0,047 -0,501 0,504 -0,100 -0,023 0,044 0,321 0,320 -0,001 -0,005 0,202 0,193

? 1,0 0,082 -0,127 0,089 0,100 -0,009 0,013 0,245 0,240 -0,005 0,014 0,204 0,208
1,5 0,057 -0,194 -0,155 -0,100 0,002 -0,003 0,160 0,159 -0,012 0,012 0,202 0,189
2,0 .0,022 0,070 -0,019 0,100 0,011 -0,022 0,081 0,080 -0,017 0,072 0,177 0,218
2,5 0,007 -0,105 -0,010 -0,100 0,015 -0,046 0,025 0,007 -0,001 0,000 0,102 0,102
3,0 -0,002 0,102 0,001 0,100 0,007 -0,017 0,005 0,000 0,012 -0,067 0,030 -0,02
3,5 -0,006 -0,089 0,002 -0,100 -0,009 0,011 0,006 -0,00 -0,003 0,009 0,009 0,010
4,0 0,128 0,128 0,003 0,100 -0,030 0,058 0,000 0,001 -0,030 0,048 -0,002 -0,01
4.5 -0,017 -0,041 -0,039 -0,100 -0,037 0,117 -0,075 -0,00 -0,040 0,137 -0,085 0,007
5,0 0,037 0,154 -0,184 0,100 0,080 0,109 -0,378 0,00 0,089 0,115 -0,420 -0,01

П р и м е ч а н и е .  Во всех вычислениях, в том числе 
вые семь цифр.

и в промежуточных, учитывались лишь пер-



Рис. 2. Графики напряжений в упругом 
прямоугольнике, растягиваемом сосре­
доточенной, треугольной и ступенчатой 

нагрузкой:

б -у (х ,  | ) ; 2 -  < э ^ (х , 0 ) ;

(Э у (х ,  | ) ; 4 -  (5 у (х ,  0 ) ;

6 - ^ ( х ,  0 ) ; б -  (З у (х ,  0 ) ;

7 - б у ( * .  | ) .

На основании полученных формул составлена программа для 
вычисления напряжений на ЭВМ "Минск-22". На рис. 2 пост­

роены графики напряжений для прямоугольника (h  : а  = 1 : 5)

при у =  О и у = “  (сплошные линии).

Кроме сосредоточенной нагрузки рассмотрены случаи треу­
гольной нагрузки (пунктирные линии) и случай ступенчатой 
нагрузки (точка с пунктиром). Получение решений для этих 
нагрузок не составляет никакого труда: достаточно в формулах^ 
для сосредоточенной нагрузки вместо Р /  а  подставить значе-

rrm h,
ния для треугольной нагрузки ступен­
чатой нагрузки__,В  табл. 2 приведены значения

ftmh а

напряжений для указанных трех типов нагрузки при у  = О и
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h
у=  , Ввиду быстрой сходимости вычисления

Ci "У
при двух корнях уравнения — -  + 1 = 0  и

производились

m = 10*

3, Р а в н о м е р н о е  в р а щ е н и е  у п р у г о г о  ц и л и н д р а  
в о к р у г  н е п о д в и ж н о й  оси.  Формулы для напряжений и пе­
ремещений получены в статье (5 ).  В данной работе приведем 
результаты вычисления напряжений по указанным формулам. 
Вычисления производились на ЭВМ "Минск-22", для чего
составлена программа на языке АКИ = 400, Значения бесселе­
вых функций от комплексного аргумента, входящие в решение 
задачи, вычислялись на основе представления бесселевых фун­
кций в виде определенных интегралов. Численный анализ пока­
зывает, что построенные не ортогональные ряды очень быстро 
сходятся для значений 0 < h < R .  Этим подтверждается выска­
занное положение о том, что заранее следует выполнять кра­
евые условия на большей части поверхности тела, обеспечивая 
выполнение краевых условий на остальной части поверхности 
за счет сходимости построенных рядов. На рис. 3 приводятся 
графики напряжений для цилиндра h = R  = 1, для которого пло­
щадь цилиндрической поверхности равна площади обоих торцев. 
Для значений h , малых по сравнению с R , можно отбросить 
неортогональные ряды и получить приближенное решение в ви­
де:

I
ч

Z

lA 4 I A
rI

I
Рис. 3. Графики напряжений в упругом ци­
линдре, вращающемся вокруг неподвижной 

оси:

1 -  & (q z )  = ^ „(q .z ); 2 -  (5 {0,5^  ) ;

3  -  б '^  ( l ,  z ) ;  4  - 6 ^ ( l , z ) ;  5 - 6 ' ^ ( 0 , ^ z ) .
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г 4 8 ^ [ 4 ^ 2( 3 гг ;

2

2. 2 2"|+ б̂ Г г J ;
-TJ = S ' = О , rz  Z

где CjO -  угловая скорость; jd -  плотность материала.
Это решение точно удовлетворяет условиям Коши внутри 

цилиндра и на торцах ^;=+ — ^ приближенно на цилиндрической

поверхности г = R .
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Н.Я. Бойко, В.М. Шиповский

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ К 
ЗАДАЧЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 

КОРПУСНЫХ ДЕТАЛЕЙ ПРЕССОВ

В данной статье дается расчет напряженного состояния 
стола пресса К2535А при затяжке и станины пресса К8544 при 
рабочей нагрузке на основе методов теории упругости с при-
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менением элементов аналитической механики.
1. С т о л  п р е с с а  К 2 5 3 5 А .  Для решения задачи построим 

ряды аппроксимирующих функций и возможных состойний в классе 
степенных функций от всех трех координат X , Y ,  Z  , Предпо­
ложим, что стол имеет полную симметрию относительно плос­
костей X O Z h Y O Z  и нагружается при затяжке симметрично. 
Тогда упругие перемещения u (вдоль оси О Х ) будут четными 
относительно'" Y '  и нечетными относительно "Х ',  v (  вдоль оси 
O Y ) -  четными относительно "X " и нечетными относительно 
'Y " ,  W (вдоль оси O Z )  -  четными относительно координат 
"X " и 'Y " ,  Что касается координаты Z , то упругие перемеще­
ния будут содержать как четные, так и нечетные степени. 
Учитывая последнее, запишем ряды искомых упругих переме­
щений в следующем виде:

^  ^  ^ ^ 2 m  + l ,2 n ,pm ,n ,p=0

^  ^ ^ 2 m ,2 n + l,p  
m ,n ,p=0

2 m + l  2n P
X у  ;

2m 2 n + l  P 
X у  z  ; (1 )

■s- 1ЛГ 2*^ 2*  ̂ PW =  2_- W  „  X у  z  
_ 2m ,2n,p

m ,n ,p=0

Ограничиваясь четвертыми степенями, запишем эти ряды в 
развернутом виде;

O ll

(2)

• t y ^ z W o 2 i * z W o o 3 + x V ^ + x V w 3 3 3 » x 2 z 2 w 3 0 3 - b

103



2 2 4 4+лг z MV +V W  + z  W  
^  022 ^ 040 004*

Для определения неизвестных коэффициентов (обобщенных

перемещений U^QO OlO "  ^013 ’ ^ООО ^ 0 0 4  ^
построенных рядов (2 )  составим вариционные уравнения, урав­
нения внутренних и поверхностных связей.

Вариационные уравнения составим исходя из принципа Лаг­
ранжа:

J  K - ^ a d V  -  J ' t -- B -K d V  + у S - U d S = O ,  ( з )

_  V  V  S
где К -  вектор объемных сил; 8“ u -  вектор возможных пере­
мещений; T  -  тензор напряжейий, S'E -  тензор возможной 
деформации; P  -  вектор поверхностных сил, d V  -  элемент 
объема тела; d S -  элемент поверхности тела.

Для определения обобщенных перемещений U. , V  и 
согласно (3 ) имеем следующую систему алгебрайчесюіх урав­
нений [l] :

BI п P

H Ь . . и . +  ZI C., V, + H  I., W, - Р . = , 0 :111  Ii  ̂ 1 I-. ; »
і = і   ̂ к =1  
m п
E  с ’ .и.  + E  S

^  h = i  ^  ^
P

V. + E  - Q ^  = O;
i-l 8‘ ‘ k-1 8k к gh h (4)
m n P
E  l ' U .+  E  a-' V, + H

. . di  I ,  ̂ d k  к
1=1 к= I  h = l

W - N  =0.  
h d

Так как аппроксимирующие функции и возможные перемеще­
ния выбраны в классе степенных функций, то все коэффициенты 
уравнений (4 ) определяются в виде интеграла I ^ j^p= ^ х ^ у ^ х  
izr d V , взятого по всему объему стола. Здесі^т,п,р -
натуральные числа. Вследствие сложной конструкции стола 
указанный интеграл для всей обіастй интегрирования записы­
вается слишком громоздко. Поэтому область интегрирования

разбивается на отдельные участки (параллелепипеды, цилиндры и 
призмы) и для каждого из них записывается свое выражение
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определенного интеграла. По этим отдельным формулам для
определения I составлена программа и реализована на 

гппр
ЭВМ "МИНСК-22М".

Некоторые значения определенных интегралов I при­
ведены в табл. 1. шпр

Уравнения внутренних связей составляются из условия рав­
новесия элемента внутри тела без учета объемных сил, т.е. 
из условия d i v T  = 0. Уравнения внутренних связей для пост­
роенных рядов (2 ) записываются в виде;

3 0 0 *^ 1 2 0

% ''0 3 0 * ' '2 1 0 * '^ 0 1 2 * (г -  І ) ( « 1 2 0 * ™ 0 2 і )  ‘  °  ■

0 0 2 " * ^ ^ 2 0 0 020̂ "*' (̂Jf'“ 3 X U -  0;  ̂ (5 )

1 2 y W ^ + 2 W 3 3 3 « W ^ 3 3 f  3 ( ^ - 1 ) ( и з з з « 0 3 з )  -  0 ;

% W 3 0 3 ł6 W ^ + W 3 3 3 ) t (^ - l ) (3 U 3 3 3 + V 3 3 3 )  -  0;

% W o 3 3 + 6 W 3 ^ * W 3 3 3 ) ł (3 . -  !Х и ^ з Н - з У з з з )  -  0.

Уравнения поверхностных связей представляют собой усло­
вия закрепления и нагружения стола. При предварительном 
сжатии стола вводим одну поверхностную кинематическую и одну 
поверхностную статическую связь. Поверхностная кинемати­
ческая связь обращает в нуль вертикальное перемещение w  
при X =  0,525 м, Y =  0,77 м и Z=O,  т.е. в точках, лежащих 
на осях шпилек у нижнего края. Кинематическая связь необ­
ходима, так как обобщенное перемещение не определя-

ется из вариационных уравнений и уравнений внутренних свя-
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Т а б л и ц а  I

m, n, P I m,n. P m, n / P I
m .n. P

0 0 0
1 о о 

о о 
о о 
о о

о
о

1 о 
1 о
2 
2 
2 
3
3
4

0 О 1
1 О 1 
0 0 4

0,44846
0,00022
0,13416
0,00001
0,07377
0,00012

-0,00005
0,00002

- 0,00001
0,16320

- 0,00001
0,05577
0,00000
0,00000
0,08384
0,15928
0,00011
0,05944

2 О 1
3 О 1
0 1 1
1 1 1 

1 1 
2 
2 
3

2
0
1 
О
0 о
1 о
2 О
0 1
1 1 
О 2
0 О
1 О 
О 1

0,05339
0,00001
0,00006

- 0,00002
0,00001
0,05955
0,00000
0,00000
0,09952
0,00005
0,03875
0,00003

-0,00001
0,03834
0,07251
0,00002
0,00001

зей. Обобщенное перемещение ^ qqq не представляет упругую 
деформацию тела, а определяет лищь жесткое перемещение его.

Поверхностная статическая связь определяет напряжение O' ^ = 
^  2= -590 кг/см на поверхности стола при X= 0,525 м, Y  =

4 F

P  -  площадь0,77 м и  Z= 0,66 м, где P  -  усилие затяжки, 
контакта между стойкой и столом.

И уравнения внутренних связей (5) ,  и-уравнения поверх­
ностных статических связей служат для улучшения сходимости 
решения, представленного конечными рядами (2 ).  Кинемати­
ческие условия не следуют из вариационного уравнения Лаг­
ранжа и должны выполняться в обязательном порядке.

Таким образом, задача расчета стола при затяжке на осно­
ве изложенного свелась к решению 41 алгебраического урав­
нения: 30 вариационных уравнений по числу аппроксимирующих 
функций, 9 уравнений внутренних связей (5 ) и 2 уравнений 
поверхностных связей.

106



Указанные И  уравнений связей включаются в вариационные 
уравнения при помощи множителей Лагранжа* Следовательно, 
41 уравнение" образует совместную систему относительно 30 
обобщенных перемещений и И множителей Лагранжа. Следует 
отметить, что указанную систему уравнений можно получить, 
исходя из условия минимума потенциальной энергии упругого 
тела при учете связей, наложенных на ряды (2 ).  Функция 
Лагранжа при этом записывается в виде:

Ь  =

п

E d V  f. ,
1 1

V і=1

где T  и E -  соответственно тензор напряжений и тензор де­
формации упругого тела; -  множители Лагранжа; f. *= 0 -  
уравнения связей.

Формирование вариационных уравнений с множителями Лаг­
ранжа, уравнений внутренних и поверхностных связей и все 
вычисления производятся на ЭВМ "Минск-22М", для чего 
составлены соответствующие программы.

Значения обобщенных перемещений равны:

V XOO U 1 2 0 = 5.92 ^lOl
«3 0 1 -  '2.59 103,70 U 1 0 2 = 3.89 ^^103

Voio- 22,Ш V 2 1 0 = -1.00 ^030= ^Oll
V =-115,74 

211 V o a i= V 0 1 2 = 102.71 ^013

Wooo- W^oo= 6.53 ^400= % 2 0

™220- в.91 Wo40 = 92.17 W ooi= W 201

*0 2 1 - ^20 2 " 74,47 W022

Wq03= -18,52 "^004=
При вьхчислении упругих перемещений (в  мм) и напряжений 

( в кг/см ) нужно вычисленные обобщенные перемещения раз­
делить на 8,1- 10"̂ .

Расчетные значения напряжений при затяжке сравнены с 
экспериментальными результатами исследования напряженного
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состояния стола. Схема расположения датчиков изображена на 
рис. I, а графическое сопоставление их значений с расчетными 
результатами показано на рис. 2. Анализ сравнения показыва­
ет удовлетворительное совпадение расчетных и эксперимен­
тальных результатов. Следует отметить, что результаты рас-

26S---^
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28й 11-оЛ

26S

275

‘ 26 В 

27В

2вВ

67'-к>

68

69

70^

0#

73
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76

-ио-

Рис. 2« Графики напряжений сечениях стола пресса
К2535А:

1 -  87 -  номера датчиков; о -  экспериментальные 
данные; х -  расчетные результаты.
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чета получены в предположении полной симметрии конструкции 
и нагружения стола. На самом деле конструкция стола не 
совсем симметричная, а шпильки затянуты не одинаково. Улуч­
шение совпадения расчетных и экспериментальных результатов 
возможно за счет построения более полных рядов аппроксими­
рующих функций и уточнения нагрузки на поверхности стола.

2. С т а н и н а  п р е с с а  К8544 ,  Определим напряженное сос­
тояние в районе втулки на внутреннем листе станины при 
статическом действии рабочей нагрузки (усилия прессования). 
Эта зона станины является наиболее нагруженной, так как 
именно в этом месте действует на станину усилие прессования 
и возникает концентрация напряжений вследствие отверстия

то

Рис. 3. Расчетная схема станины пресса К8544.
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под втулку. Таким образом, задачу расчета станины будем 
решать локально, используя наиболее полную информацию наг­
ружения указанной зоны.

Благодаря симметрии конструкции и нагрузки относительно 
плоскости X O Z  (рис. 3) и закрепления нижнего края ( Z  == 0) 
станины искомые перемещения запишем в виде следующих 
степенных рядов [ 2 ] :

m + n + p = 4  

U =  H
m, п, P =0

m + n + p = 4  
V =  H

m, п,  P  = 0  

m + n + p = 4  
W =  H

m, п, P=O

m 2 п  р  + 1
X V Z  :

m , 2 n , p + l  ^

m 2 п + 1  р  + 1 
^ x y  Z ;

m , 2 n + l , p  + l

ллг ^  Р+1
m , 2 n , p + l

В результате применения вариационного уравнения Лагран­
жа (3 ) и уравнения Коши (d i v  T  = O) получим 33 вариацион­
ных уравнения и 17 уравнений внутренних связей. Свободные 
члены вариационных уравнений определяются как работа уси­
лия прессования, равного 0,5 P (Р  = 2500 т ) , приложенногоH H
в точке X  == о, у= 0,66 м, 2 =̂ 3,55 м.

В качестве достаточной информации для определения напря­
женного состояния в районе втулки следовало бы привлечь 
связи взаимодействия станины с эксцентриковым валом и
шпильками. Однако выяснение этих связей требует детального 
исследования работы пресса при учете контактных деформаций 
во всех местах стыка. Составление связей взаимодействия 
представляет собой задачу более трудную, чем определение 
напряженного состояния при известных условиях закрепления и 
нагружения. Поэтому вместо решения задачи в комплексе с 
другими деталями будем отбрасывать все связи взаимодейст­
вия и вводить значения напряжений или перемещений в точках 
контакта.

Итак, для получения решений в районе втулки на внутрен­
нем листе введем перемещения точек верхнего листа по
осям стяжных шпилек (кинематические связи) и напряжения у 
контура отверстия на внутреннем листе (статические связи). 
Перемещения этих точек согласно экспериментальным данным 
составляют порядка 20% удлинения от P^, а напряжения вбли­

111



зи места контакта^вала и втулки (верхняя точка втулки) сос­
тавляют 140 мН/м^. Остальной контур отверстия предполага­
ется свободным от напряжений. Таким образом, к 50 основным 
уравнениям добавляются 2 уравнения кинематических связей

w ( + _  0 ,82; 0 9 6 ;  4 , 7 2 )  = 0 ,2 7 5  мм

и 10 уравнений статических связей (табл. 2 .). 

T а б л и ц а  2

Координаты, M Напряжения, мН/м2

X Y Z (5X х у ^XZ ^ y z

0 0,66 3,705 — -140 - - -
0 0,66 2,63 - - 0 - 0 -
0,46 0,66 3,09 0 - - 0 0

-0,46 0,66 3,09 0 - - 0 0 -
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в  результате получим систему 62 уравнений (33 вариацион- 
HbIX уравнения, 17 уравнений внутренних связей, 2 кинемати­
ческие связи, 10 статических связей) с 62-мя неизвестными 
(33 обобщенных перемещения, 29 множителей Лагранжа).

Все расчеты полностью автоматизированы и производятся 
на ЭВМ "МИНСК-22М" по составленным программам. Время 
счета составляет 15 20 мин машинного времени. Результаты
расчета приведены на рис. 4. Отсчет угла приведе» на рис. 3. 
На рис. 4 точками отмечены результаты тензометрирования 
станины в районе втулки. Сравнение радиальных расчетных и 
экспериментальных напряжений обнаруживает хорошее совпаде­
ние их в исследуемой зоне.

Л и т е р а т у р а
1. К р у ш е в с к и й  А .E . Вариационные методы расчета кор­

пусных деталей машин. Минск, 1967. 2. К о н д р а т ю к  В.Ф., 
К р у ш е в с к и й  А.Е. К вопросу расчета станины пресса К8544 
на прочность. -  В сб.: Технология торфяного производства и 
торфяные машины. Вып, 2. Минск, 1973.

Н.Я. Бойко
К ВОПРОСУ О РАВНОВЕСИИ УПРУГОГО ПАРАЛЛЕПИПЕДА 

ПРИ ЧАСТНЫХ ВИДАХ НАГРУЗКИ

Рассматривается равновесие упругого параллелепипеда в 
случае растяжения (сжатия) при заданных на двух противопо­
ложных гранях касательных напряжениях и нормальных пере­
мещениях и в случае изгиба при заданных на двух противопо­
ложных гранях касательных перемещениях и нормальных нап­
ряжениях.

Трудность приложения уравнений упругого равновесия к ре­
шению задач растяжения, изгиба и кручения различных тел, в 
том числе и прямоугольного параллелепипеда, состоит в ин­
тегрировании этих уравнений при точном удовлетворении гра­
ничных условий.

8 Зак. 5479 113



М.М. Филоненко-Бородич (10, 11) для решения задачи об 
упругом равновесии прямоугольного параллелепипеда ввел в 
рассмотрение косинус-биномы -  последовательность неортого­
нальных функций. Идея решения задачи заключается в разбие­
нии тензора напряжений на две части: основной и корректи­
рующий тензор, построенный при помощи косинус-биномов и их 
производных. М.М. Филоненко-Бородичу принадлежат соображе­
ния о выборе основного тензора для любым образом нагружен­
ного параллелепипеда. Граничные условия удовлетворяются 
точно.

Изучению задачи о равновесии параллелепипеда при помощи 
бесконечных систем посвящены работы Г.М. Валова [4] ,
Э.Н. Байды [2] , А.А. Баблояна и С,М. Саакяна [ l ]  ,
Б,С. Бегуна и Е.А. Палатникова [З  ̂ , С.М. Саакяна [s, 9J .

Напряженное состояние упругого параллелепипеда с задан­
ными на границах нормальными напряжениями и смещениями 
изучает И.П. Цай jjiS] , решение предлагается в рядах. Для 
ортотропного параллелепипеда [ і^  решения в перемещениях 
представлены в виде двойных бесконечных тригонометрических 
рядов C произвольными коэффициентами и с экспоненциальным 
сомножителем. Значения коэффициентов рекомендуется нахо­
дить методом Фурье из краевых условий на гранях параллеле­
пипеда.

На основании уравнений Ламе с использованием кубической 
решетки и вариационно-разностного метода (5 ) рассматрива­
лась задача сжатия однородного ортотропного параллелепипеда 
вдоль вертикальной оси частично распределенной симметричной 
нагрузкой и задача изгиба кубической ортотропной или изо­
тропной Плиты C закрытой полостью, размещенной в центре 
плиты, заделанной по боковым граням, под действием час­
тично распределенной вдоль вертикальной оси симметричной 
нагрузки (6) .

В этой статье решение поставленных задач ведем на основе 
вариационного метода перемещений,используя рады Фурье, непол­
нота которых на концах отрезка устраняется дополнительными 
членами.

Искомые перемещения запишем в виде рядов:

h 1=1
, 2 n iz  \+ и .  COS —;—  ) :IC h ’
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V =V  + ^ г '^ - ,  ^  - l ) V „ +  Z  (V. + ( I )
o h l " ^ ^  , 2  ^ 2 . ^ ^  IS h

h 1=1
. ,,  2rriz ^
+ V. c o s —;---- ) ;

IC h

W=W  + 4 ^ W  + + ( 1 2 ^  - l ) w ^  + г  (w . s i n ^ ^  +
o h  I  , 2  ^ 2 . ^ ^  IS hh 1=1

. ,,, 2 m z  Ч
+ W . c o s  —;---- ) .

IC h '

Причем обобщенные перемещения (дополнительные функции) 

^ l *  ^ 1 ’ ^ l *  ^ 2 *  ^ 2 ’ ^ 2  условий на тор­

цах:

h “  —
при Z =  + -  , = ^  = ^ z

h
Б задаче А и при z  = +-— u=u  ; v = v  ; S ' = + Z  ;—  ̂ Г7 '7 '7 — 7

В задаче Б:

+ — + — + —
U - U  V - V  W - W

и  = - 2 -------- ^  . V  = - 2 -------- W  = — 2----------------- 2-
1 2 ’ 1 2 ’ 1 2

и  = —  
2 12

V = —  2 12

Х"^ + X
Z Z а  / + -  \------ ---------—— _ VV )

G- d x  ^ z  Z _

•“y "̂  + y ”Z Z d / + “ \----- ------ ~ ( VV - W  )
G  dy^  Z Z '

(2 )

hW  =
2 12^L

z'*'+ z~ + в(%\% )
Z z ^ d  / + -  \

^2 d x ^ ^ z  ^^z

d
( v !  -  V -  )2 d y  '  z

Для определения функций U , V , W . U .  .V  W  TI 
V W  0 0 0  i c '  i c ’ ic* is  *
^is* ' '̂ îs используем разложения
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и  = U  + ^ ( 1 2 ^  - l ) u  + H  (и  c o s - ^ ^ ^  +о OO b о1 ^2 о2 OKC D

2 п к х . ь+ и  ,o k s  Ь '

V „ = V  + T ^ V  . + i ( l 2 - ^ - l ) V  + 2 : (V  c o s ^ '^ ^  +О OO Ъ O l  , 2 ' о2 ' оке  ЬD K= 1

^  ^  O O

'" 'о  -

+ W  s in  ) ;o k s  к '>

2'ГТку ,, COS-T— ^ +
o k s  D

и. = U .  + ^ и .  + i ( l 2 ^ - l ) U .  + Г  (и. ^ o s ^ ^ ^ ^ +ІС ICO Ь IC l  . 2  1с2 , 1скс Ь

ick s  о
2 со

V. =V. +4?^- о “  ^  1 COS +ІС ICO Ь 1СІ ^2 '  1с2 хеке Ь

+ V. ^ Ы п ? 2 ^ ) ,ICks D

W.

(3)

-2ТСку,Q ^ OO
'I =W. +^w  ^ + -| ■ ( l2 ^ - l )W . „+ 2: (w. c o s ~ -~ -̂ - +

ICO b i c l  j^2 '  ic2  ic k c  b

+ W . S in 2 n k ^ 4  .
V. / »

U. =U . +4^U. .+-І-Сіг^-l)u. „ + H 2-rcky
^ i s  ISO b I S l  ^ 2  Ш2 к Г і Ц э к с ^ ° ®  b  ^

+ U . . s in  ) ;i s k s  b  '

V. =V. + ^ V . + | -(1 2 ^  -  l )V  2+ E  ( V ____c o s " ? ^ ^ - +IS ISO b i s l  ^2 i s2  11

t v .  ^  S i n ^ ) ;i s k s  b
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9л7- ^ ^
w. =W. + ^ W .  ^ + i ( l 2 ^ - l ) w .  + H  (w

IS ISO b I S l  ^  j^2 is 2  is k c  b

2 n k y  ^
k = l

+ W . , s in  
is k s b

Для нахождения оставшихся 45 неизвестных функций имеем 
27 уравнений равновесия внутри параллелепипеда, полученных 
из вариационного уравнения равновесия элементарного столби­
ка тела [т ] , и 18 уравнений равновесия на поверхности (на

гранях У = ±  ), полученных из условий удовлетворения кра­

евым задачам на этих гранях. Причем для краевых задач А и 
Ь

Б по граням У = ;+1^  дополнительные функции 1*^0 2* ^ O l*

1 І с і ’ ^ і с 2 ’ ^ і с 1 * ^ і с 2 * ^ і с і ’ ^ і с 2 *  ^ i s l *' ' 0 2 - ' ^ 0 1 - ' " 0 2  

« 1 з 2 '  V l ’ ' ' - 2 '  " ' і з і '  '^ is 2

находятся сразу из краевых условий на этих гранях. Осталь­
ные функции разложений (3 ) для краевых задач А и Б по гра­

ням у  =_+ ^  находятся из дифференциальных уравнений конеч-
Ь

ного порядка. Для других же краевых задач по граням

для отыскания части или большинства дополнительных функций 
составляются дифференциальные уравнения бесконечного поряд­
ка.

В качестве примеров рассмотрим следующие задачи:
1) равновесие упругого параллелепипеда при заданных на

Ь
его гранях у=+_ ~  нормальных перемещени51х и касательных

h
напряжениях и на гранях z = j f касательных напряжениях и

нормальных перемещениях или касательных перемещениях и 
нормальных напряжениях;

2) равновесие упругого параллелепипеда при заданных
Ь h

и Z = J f -  касательных напряжениях

нормальных перемещениях или касательных перемещениях 
нормальных напряжениях;

3) равновеси^упругого параллелепипеда при задаі^ных
ого гранях у =  Jf “  напряжениях и на гранях ^ = каса­

тельных напряжениях и нормальных перемещениях или каса­
тельных перемещениях и нормальных напряжениях.
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Перечисленные три задачи-примеры имеют 27 объемных ва­
риационных уравнений и 18 различных поверхностных уравне­
ний. Кроме того, 45 уравнений для каждой из трех задач-при­
меров распадаются на несколько независимых групп уравнений, 
содержащих соответственно несколько групп перемещений.

Приведем несколько таких групп перемещений для трех 
задач-примеров с решением некоторых частных задач, допус­
каемых каждой из групп.

Группа, содержащая неизвестные функции О* ^ 0 2 *  ^ O k c

^ г -  ! K Zj -t z  ,
У0 2  1 2 G -h /  ' у

-Ь.
2

І2Ь d f  6h
2 , 2 00 b 02 .

d x  i

+ Z  + f  K „d z ~ ] d y  = О ;
3 J

2 " "  2 
h d 3b cosTck hb d
2  ̂ 2 02 2 , 2  4 . 2  

d x  ГГ к d x

к /
2 2 2

z"^ +Z

(4 )

. 2, 2hrr к
)W Okc +

=O= c o s  d y  t  ̂  / х

X (z*^ +  Z ~  +  f  к  d z ) c o s ^ § ^ d y  = О ,
Z Z У чЗ о

л

дает следующие перемещения:

2z2 z
^  = TT  ; h I V = —

h I

w  = W qq + І (1 2  ^  + Г  W ,

(5 )

02 ^   ̂ ’ * 0 ксb к=1
cos 2ттку

Рассмотрим частную задачу этой группы: упругий невесо­

мый параллелепипед, грань которого х = +  — закреплена,грань 

^  2 свооодна, а грани ^ с известными касатель-
/ Ь ^ ч

ными перемещениями (при z = j f ~ v  = u = 0 ) и с  извест-
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H
ными нормальными напряжениями { при z  = — )

свободны, подвержен действию касательной нагрузки при у  = 

= ~ ^ ^ ^ = Т и  при у =  -  ^  ’ равномерно распределен­

ной по граням у==+, ^  I на которых известны еще нормальные 

перемещения (при у  = + _ ~ v - 0 )  и касательные напряжения

(при у  = + ^  'TS = 0 ) .— 2 z y

Перемещения и напряжения имеют вид:

2 2ч 1 / _ у ^  Ь Т
U = O ;  V = O  ; w  =  - ^ ( ^  - а х -  х ^ ) + - ^ - ( 1 2 ^  6 0

ь
T b

OO

г C o s n
G- .  ̂ 2, 2/ . 2 П ка . . 2 пка  чк=1 П  к ( s h  — g —  + C h  — g —  )

c h j^ (a + 2 x ) X

X COS
2 теку 

Ь ’ (б )

OO

XZ
- (а + 2 х ') - 2 Т  Г  ----------- ------------------------Ь '' '' . . _  / . 2 пка  . . 2 пка  чк = 1  T l k ( s h  — g —  + C h  — —— )

X

X COS 2т^ку

Q /у\ ОО
= 4 ^ у -  2 Т  г  

z y  Ь
COS п к

к = 1  n k ( s h ^  + C h^  )

X c h [ - ^ ( a  + 2x)]  Sin ;

X

б  =0'  ='^ =0.X у  ху  Z

Это же решение (6 ) получается и для задачи с теми же 
условиями по граням х = +  ~  z = +  —  ̂ ^ теми же касатель-

“ 2 — 2|з
ными напряжениями по граням у=+_ j но вместо известнььх

нормальных перемещений по граням у =  + ~  заданы нормаль-
Ь ^

ные напряжения (при у  =J+"^ = О),
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Эта же частная задача для всех трех различных граничных
Ь

задач по граням У = ±  і но с закреплением параллелепипеда 
и по грани X = - будет иметь решение;

^2 2 ЬТ^1/ а  2ч. 1 у  .4 1
u = 0 ; v = 0 ;  w = ^ ( ^ - x  ) + i ( l 2 ^ - l )

OO с о з Я к с Н
 ̂ z:

2 n k x

Cr ,  ̂ _2, 2 , п к а
к = 1  ТГ к Ch-:;----

COS

Ь

2 теку 
Ь

6 G

2 Т . OO COSfrk Sh 2тгкх

% х  = - '
- T ^ X -  2 Т ,  21
Ь 1

к = 1  ftk Ch

21

ггка
Ь

2Пкх

COS 2гтку.

(7 )

^zy -г— ^Ь 1

^  COSTTk Ch ^

к = 1  1Тк Ch TTka
Sin 2ітку

(э = (э = (э = % = 0 .X у  Z х у

в  случае частично распределенной по площади гра­

ней симметричной касательной нагрузки интенсивности q реше­
ние системы уравнений (6 ) и системы уравнений (7 ) следует 
строить при:

T = T  = 
1

С і С з Я

a h  

OO 2qc

OO

+ z:
m = l  

T ln c

ГСП h

TCmc
S i n

а
1 2ТГтх---COS ---------- +а

оО
+ Z  ■

Л=1
атхп

Sin

Ttmc^
X Sin Sin

h

TCnc

h

3 2Ttnz у-COS — ;------  + ^
OO

Z  . 4 q

3 2тттх-  COS ---------  COS

т = 1  п =1  TX тп 

2TCnz
h

Группа, содержащая неизвестные функции * ^ 0 2 * ^Ok c *
V I V  f которые определяются из уравнений:

W _L ^ xV S
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h
2

h
2

h
2

u =- _ 2 (^ -1 ) d
 ̂ 2 OO 2̂ ^02 dx b ^ y-b dx

b h
2 2

h
2

Ь
2

2^.2 d W  dy -  
1

Ь
2

Cr^hb dy;

Ь
2

h
2

- ( > г — ^  2 V3 2dx

3 yb c0 srck  d ^

te d x
h h
2 2

^ ^  I
G h  J x'̂  +x“ + / I

__ Z

h h
2 ^ 2

- { i r - i ) r c k ^ U o k ^ * | (

G(-5‘' - l ) c o s r x k  d

b ITk d x

2y-2 P  

~ r  J
d .ДГ • 2 , Sin dy 1

Okc
b

2Г:, 2

У dx " ' I

dx Oks

2 *7 d 2якуW ^ co s  — dy -

Ь
■“ 2

d _  \ 2 ттку
-;— % ) c o s ----- ^

(8 )

Ь dy ;

dx

2 2 2 d_ _ ja. к .
^ ^  2 ''^O ksb

d bcOsTTk ^

dx h
2 r-

ПЁХ d y  -  ^  f
b ^  a h y  L z

O l

+Y  +Z

b
2

h
2
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2

h
2

' ‘ У  ■

дает следующие перемещения:
2 OO ^

u . U „ „ + i ( l 2 - ^ - l ) U  ^  E и O O S ^ ;
к = 1

(9)

V
OO

2 у , г  . 2 т г к у  2 Z= W ^n- .+ 21 V _ , _ s i n — г— ^ ; W = —Ь O l ' , . '' Oksк=1 h 1

Следующая группа уравнений содержит неизвестные

h 
h

^ 0 2 ’ ^ 0 0 ’ ^ O k s ' ^ O k c '

2

/  (u*-u-)dz,^ O l  2h у ' “'у "у  

'2

— ^ТГ7 f (Y'^ + Y “ )d z  -  12 ^ G h  7   ̂ V

- ł
>̂ 2 '= г  ■ _ , Ь , 1

dx b

[ w , ( | ) - w ^ ( | ) ] - и .G y d x  O l ’
b

^^2 ^

b
2

b
2

h
2

Grbh ■ / K * K  Ч
b
2

h
2

, C O S ^  ci TT /
rrk 2^01"^^ 2 H 2dx dx

w ^2 o 2, 2y b  d  2-ПГ к

b 2 )® O k s
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1 ) c o s T C k  d  , ,  / , d

b b

h

h
2

ol_
dx W ; ^ s m ^ d y . - . g L y '  [ x * + x ;

b
2

b
2

■"/ (I<i d z ] sin ^ § ^ d y ; (1 0 )
h

'2

( j - l ) £ u „ , , T < k * 3 b = 0 3 « k  d  „  . , b  d
V „ , + ( :2 , 2  , 2  02 ^2 ^ 2 

TX к  d x  d x

-  r
2n2k2

) v
2Гс

b
2

I
b
2

Okc h dy I
b

“  2

2 iT k y  
b dy +

h
2

Q h ( K 2 - B ^ ^ ) d z ] d y - 0

b
2

h
2

и определяет перемещения следующего вида:

U = + г  и , ,  B i n ^ ;
Ь O l Okc Ь

\ ^
V = V o o + ł ( l2 ^ -  l)Vn^+ Г

OO

w - f  W ^ .

' k t .
 ̂ ( l l )
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Рассмотрим частную задачу этой группы: упругий невесо-

мый параллелепипед, грани которого х=+_ ~  закреплены,^ а
Iti ””

на гранях Z=Hh-  известны ^ормалыр^ю перемещения (W^t=Q)

и касательные напряжения ( Y  = О, X  = 0 )  подвержен дейст-

ВИЮ нормальных напряжений при у = — б" = T  по граням 
Ь ^ у  4

у  = на которых известны касательные перемещения при

ЬУ  = ±  2 U = W =  O .
Перемещения и напряжения имеют вид:

V  =

к = 1

__4  / а
ь а ' -  4

, 2іТкх , ^
'х, s h  , + x D ,  c h

2fTkx
k b  к b

2 о 2 ь т .
:------ ----------------------------- 'і'» 4

Ь б JTG

оо
+ Г

к = 1
( А .  + ^  X > к  1

Ь ^  ч , 2гткх , ^  , 2 п к х
X ^ rr r  D, J c h — г— + x D .  Sh2ТТк к '

2 У 2У
S ' = -----^  + 2 G  E

X ггь 4

к

2 тт к

Ь COS
2 г г к у  .

^  ( A ^  O h ^ + X  S h S ^ ) - .Ь   ̂ к  Ь  к  Ь  '

1 ^  , 2 Я к х
""T- D, Ch  

^ - 1  к Ь
Sin

2 Я к у

б  . -2G  Т.
У  Ь 4

OO

+ ^ ^  " и ,  Ch- I l  
у - 1  к

к = 1 1 -

2 т т к х

2 п к / ^  , 2 п к х  . ^  , 2 я к х
-г— (А ,  C h — ;------ + x D ,  S h — г—

Ь к  Ь к  Ь

( 12)

) 4

ь

2Е о

Sin
2tTky

«г ^  ^  ^  ^ 2 ^  ^  _  , 2 г с к х  . 2 -ггк у
о  = ------:—  -------- --G  I l  D, C h — ;-------  S in  — •

Z  у Ь  4  у - 1  к  Ь  Ь

2
%  = 0 ;  %  = 0 ;  X  = - т -  T ^ x + 2 G  EZ X  ’ ^ z y  ’ х у  Ь  4

,  ̂ , 2 т с к х  , ^  , 2 т г к х  \ . У  ^X ( A ĵ  S h - ^  + X D ^  C h - ^ ) + - D j ^ s h
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X  c o s

D, = - s h

2 itk y
b

rrka
T ' b c o s ' n k  

4

G  -JfTT к  ( 1 2nk b b O /

A -  = C h
к

rrka
a b c o s  fX k T 4

b

Еще одна частная задача для этой группы уравнений (10) 
и перемещений (11 ): упругий невесомый параллелепипед, гра­
ни которого закреплены, а на гранях z = +  ^  известны нор-

машгные перемещения (w  = 0 )  и касательные напряжения 
— ±  ^(■у = 0 , Х  = 0 )  испытывает касательные смещения при у  =

=^u=u"^ = s^  и при у = -  — U = - U  на свободных
У

гранях у=+.'^ # которых известны нормальные напряжения 
Ь ^(при V= + -  ̂ (S' = 0) и касательные перемещения (при у  =

Г ь  -2 .Ч  У= + -  W = О).

Перемещения и напряжения имеют вид:

и - | : : = з + ? i ( B ^ c h
2rrkx . ^  . 2тrkx^ .
—;----- + х С ,  S h — г — )s inЬ к Ь '

2ттку
Ь

W = O ; т; = О ;
Z X % = О ;ZY

OO

(S' = 2 G  i :
^  k=l^-

2fck
b sh

2Ttkx 2-nk. + xC, Ch- ,
b к  b

1 ^  , 2тскх 1 . 2'ГСку
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OO
<5 = — 2 G- 51

У к=1

2nk/^ . 2rtkx , ^  . 2-пкхч .
—г— (В, S h — г —  + хС, C h - T ----- )  +Ь ' к Ь к Ь

. 2 г г - 1  ^  . 2 -п к х
+ ------С, Sh —г —1 к  Ь  .

. 2ттку ^
S in

<5'„ . . - C f o  E с, Sh S i n ^ , ( 13)

к - 1

2 s ,

ху  Ь 

Г

к=1 Ь
_  I 2ТГк/_ , 2ГГкх ^  , 2тrkx^ .
G -+2Q  I - T - ( B ^ c h -   + x C ^ s h — ------) +

^ - 1  к
_  , 2тткх"|  2 т х к у
С,_  C h ——— J C O S -------- ^

Ь

T^ka

где Cĵ --
2s„ ,  C O S f l k  s h  ,

3 to
, /;>Г+1 Ь  , T X k a  , т х к а  . а ч

2 s „ , c o s n k
_  а  Л Г к а  ^  . 3В =_ — th —г----С, + ------------ ;----к  2 Ь  к  , , f i k af i k  c h  -T —

Следующая группа уравнений содержит неизвестные U.
и. ,,,V. W. ^ ,W . is2 IS i  . icO ic2 h

isO

V

U.

1 / / + -  \ • 2mz , . cosni. „ = 7“ / (V -V  )sin ——  dz + -----Ti s l  hy ^ у  y^ h fU
-  H

2

toc osrci / to Ч к 'j
L  2  ̂~ ^  2 '

i y ( | ) - V i ( - | ) ]

is2 6fli d y L
to cosn i d 

6fri dx ^

X Fv ( - ) - v  VL 1̂ 2̂  ̂ l '' 2 'J  6 dx is
b

h
2

h
2

1 Аг -ь  / ) s in - ^ ^ d z ;'1 oCrh J y y  h

h
“■ 2

w ic2 6Ghy ^  у  у
/г̂ + . 2fliz ,(Z  +Z  ;c o s —;-----d z - toni V. -3h i s l
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b  CQSfti d
2 ^ 2 . 2  d y L  2 ^ 2

W „ ( ^ ) - W „ ( - (14)

ь ( у - 4 -
dx h

 ̂ 2 b T t i(r - l )  d _ 2 COSTTi
h dx icO ПІ J

d d ,+ ---- ^ )U, dy -
b
Z

2 2 
d x  d y  

^ b

2 (y - l ) c o s r o  / A  d y -  W  dy+
TCi / dx dy  I  Tt I h -/ dx 2TCi

b h -  ^
2 2 ^

a h
+ ^ d - N  . 2 n iz  ,(K ^  - B - ; — % )s in — ;------ d z'• I  dx ' h dy = O

b h 
2 ‘ 2

f  < 4  ^  )'"ic5d x  h
b b

2 2 2
. A / d ^ , . d , , 4 , . S h cosrr i /" / d

- 2ar2C o s m y  ( — U ^ + — V ^ ) d y + — — y — у  ( “ ^  +
- fc I d x

2.2

b
2

dy
h 
2

+ /  (K,

-  ^
4 r r  i ■ )W_dy  + 4

h
( z ”̂ +Z )cosfri +

b
“ 2

h
*2

■3^^^ h
2rriz . ^ 2 n i . 2rrizx , ------+ B - T - S in  ——  )d z dy = O .

2
Ряды для перемещений этой группы уравнений (14) будут 

иметь вид:
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2 z
ы = Т “ ^  h

1=1*“ b -*

2rriz
h

V =
2 z

+ H  V.  ̂ Sin
h i . ,  b 

1=1
I S l

2Triz
h

(15)

c o s
2 n iz

hW = i ( l 2  l )W 2 +  E  r w . ^ Q + i ( l 2  ^  -  l )W .^ 2 ]  
h  I= I* - b

Рассмотрим частную задачу для систем (14) и (15 ): уп­

ругий невесомый параллелепипед, грани которого х = ^  — зак­

реплены, находится в абсолютно жестких гладких направляю-
ь

щих по граням y=j^ и подвержен действию касательных
, h + h -

смещений при z= -r-u =u  = и при z = - ':7Ьі = - u  = s, ^ z ^ Z Z Z
no граням Z=Jf “  , на которых известны касательные пере­

мещения (при Z= ̂ V = O )  и нормальные напряжения (при 

Z = + -  б ^ - О ) .

Для этой частной задачи напряжения и перемещения будут 
иметь вид:

2 Z  ^  , 2ТТІХ  . ^  , 2 л і х  ч . 2 r ^ iz  ^U = - ; -  +  H  (в.C h  — — + X  С .  S h - ;; ;^ — :) s i n — — ; V = O  ;
h 2 • >.' JL 1=1

h h

oo
MV=TL

i = l
_  £ t i c . ) s h S ^ ^ x C

L 2ni 1 h
c o s -

2-rviz
h

^  ^  / 2 т т і „  , 2ТТ1Х 2 t t i ^  . 2 m x  .& = 2 G .E  ( - — B .sh --T — +-7— x C .c h -—T—  + 
X 1=1' h i  h h 1 h

1 ^  . 2ЛГІХ  ̂ . 2-rtiz
+ — ^ C , s h — T— )s inгг-1 i ” h

2^2  oo

h

i .

^  ^  , 2rrix . 2rrizL- C ,s h — — Sin— - — ; t; =  %
h h ’ z y ZX = 0 ;
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—  2 G Ł  ( ^ B . s h ^ - f S Ł ^ C . c h ^  + 
^ i - I

г г -1 i

h  

2ТСІХ
h ) s i n

h

2 r c iz
h

h

2s^ 

x y  h
ł 2 G E (S 2 ł B . c h - 2 " ^ ^

i = l

2ТТІ 2ТГІХ

^  ^ , 2'гсіхх
+ ^ ' C .c h  —; )c o s

гг-1  1 h

„  , -ma
где C . = - s h - p ^

h  1

2-niz

h + T ^ x C . s h  , h  1 h

h

25^ c o s r r i

ą + J i
2 2ТГ1 1

^ + 1  , r r ia  , t r ia------s h —;— C hh h
■)7Гі

2 s^  COSfXi
B . -— -------f t h 2 ^ c . .

1 , m a  2 h  1
ni ch - h

B приведенных частных задачах приняты 
начения:

2 ( 1 - у )  ■ ^  = ____ 2 V _
О 1 - . 2 V *  ^2 1 - 2 V В = 2аоС

следующие обоз- 

1 +V
1 -  2ч)

где V -  коэффициент Пуассона; G-- модуль сдвига; о( 
коэффициент линейного расширения; т; -  закон распределения 
температуры тела.

Таким образом, решение рассмотренных задач построено в 
ортогональных рядах, коэффициенты которых определяются из
условий нагружения (закрепления) параллелепипеда по граням 

а
X  =  4- —  •

-  2
Путем совмещения решений построенных частных задач 

можно получить решение более сложных задач при точном
удовлетворении краевых условий.

Л и т е р а т у р а

1. Б а б л о я н  А.А., С а а к я н  С.М. О двух задачах о равно­
весии прямоугольного параллелепипеда со смешанными гра­
ничными условиями, -  "Изв. АН Арм, ССР. Сер, физ.-мат. 
наук", 1964, № 6, 2. Б а й д а  Э,Н, Напряженное состояние уп­
ругого параллелепипеда. -  Труды Ленингр. инж.-строит, ин-та,

9 Зак. 5479 129



1966, вып. 49. 3. Б е г у н  Б.С., П а л а т н и к о в  Е.А* Простран­
ственная задача теории упругости для прямоугольного парал­
лелепипеда. -  Труды Гипронииавиапрома, 1968, вып. 3. 4.
В а л о в  Г.М. Первая основная задача теории упругости для 
прямоугольного параллелепипеда. -  ПММ, 1966, № 6. 5. Н а р ­
ва к П.М., К о н о в а л ю к  Д.М. Напряженно-деформированное 
состояние сплошного ортотропного параллелепипеда. -  В сб.: 
Расчет пространственных и строительных конструкций. Вып. 2. 
Куйбышев, 1971. 6. Н а р в а  к П.М., К о н о в а л ю к  Д.М. Об 
одном случае изгиба кубической плиты с закрытой полостью. -  
В сб.: Расчет пространственных и строительных конструкций. 
Вып. 2. Куйбышев, 1971. 7. К р у ш е в с к и й  А.Е. Вариационные 
методы расчета корпусных деталей машин. Минск, 1967. 8.
С а а к я н  С.М. Об одной смешанной задаче упругого равнове­
сия прямоугольной призмы. -  ДАН Арм. ССР, № 2, 1965. 9.
С а а к я н  С.М. Об одной задаче равновесия прямоугольного 
параллелепипеда. -  "Изв. АН Арм. ССР. Сер. физ.-мат. наук", 
No 5, 1965. 10. Ф и л о н е н к о - Б о р о д и ч  М.М. Задача о равно­
весии упругого параллелепипеда при заданных нагрузках на 
его гранях. -  ПММ, 1951, т. 15, вып. 2. 11. Ф и л о н е н к о - Б о ­
р од ич  М.М. Две задачи о равновесии упругого параллелепи­
педа. -  ПММ, 1951, т. 15, вып. 5. 12. Цай И.П. Напряженное 
состояние ортотропного параллелепипеда. -  В сб.: Математика 
и механика. Тезисы докл. 4-й Казах, межвуз. науч. конф. по 
математике и механике. Ч. 2. Алма-Ата, 1971. 13. Цай И.П. 
Напряженное состояние упругого параллелепипеда; -  Труды се­
минара кафедр теор. механики и высш. математики. Джам- 
бульск. технол. ин-та легкой и пищевой пром. 1972. вып. 2.

С.С. Гурин, Е.Н. Ламбина

ПРИБЛИЖЕННЫЙ РАСЧЕТ ТЕРМОУПРУГИХ НАПРЯЖЕНИЙ 
В БИМЕТАЛЛИЧЕСКИХ ОТЛИВКАХ

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Рассмотрим один из методов изго­
товления биметаллических отливок. В форме соосно с ней ус­
танавливают сердечник, представляющий собой сплошной или
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полый толстостенный цилиндр. Поверхность последнего покры­
вается тонким слоем легкоплавкого металла. В пространство 
между сердечником и формой заливается металл, образующий 
после затвердевания внешнюю часть биметаллической отливки. 
При малой по сравнению с диаметром высоте отливка будет 
представлять собой биметаллический диск. Нами ставится за­
дача определить термоупругие напряжения в диске, возникаю­
щие при его изготовлении.

Примем следующие обозначения: <5

окружные напряжения в сердечнике; S'

(1) ^ (1 ), 

-(2)

(5^ -  радиальные
"(2)’ -<о \ -  радиальные &

Локружные напряжения во внешней части диска; ^

^ 2 » ^2 * ^2 ”  Юнга, коэффициенты Пуассона и

фициенты линейного расширения металлов внутренней и 
ней части диска соответственно; р  я внутренний

и
1

коэф-

внеш-

± -  ̂
внешний радиусы сердечника; ^^2 “  формы; T = T  (г, t )  -
температура в момент времени в точке на расстоянии от цент­
ра диска; T ^ = C o n s t  -  температура после ,  ̂ окончательного 
охлаждения диска; u y = u ^ ^ (r ,t )  и =U  (г, t )  -  ради­

альные перемещения; t -  момент времени, соответствующий
1затвердеванию материала промежуточного слоя, 

сердечник.
Приведем обозначения для средних температурных 

тей в кольцевых областях с радиусами , г и R  , г

покрывающего 

резкое-

^ l ( r , t ) =  ...■ f  ( T - T ^ ) r d r  r ^ R ^ ) ;
г - / >  У>

Г

^ ^ г ( т -  T ^ ) r d r  ( R ^  ^  г ^  R^  ) .
Г -  R J

R

О п р е д е л е н и е  т е р м о у п р у г и х  н а п р я ж е н и й  до  мо ­
м е н т а  з а т в е р д е в а н и я  п р о м е ж у т о ч н о г о  с л оя .  Будем 
полагать напряженное состояние диска плоским. Расплавленный 
металл слоя играет роль зазора между сердечником и внеш­
ней частью диска. Поэтому напряжения вычисляются по из­
вестным формулам теории термоупругости (1, 2) для кольце-
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вых областей со свободными границами:

2

Г

2 ^
+ ( I ------ ^ ) 0 ^ ( r , t ) - 2 ( T - T ^ ) ]  ;

(I)

г

г

1
+ ( 1 ---- 1 )  ^2 (• " »* )-  S ( T - T ^ ) J  .

(2)

Если в формулах (1 ) и (2 ) положить t = , то получим
напряжения в момент затвердевания слоя.

Формулы (1 ) и (2 ) могут быть справедливыми лишь в не­
большом промежутке времени, предшествовавшем моменту
затвердевания слоя, в связи с изменением свойств материалов

при повышенных температурах^ При высоких температурах нап­
ряжения, вычисленные по (1 ) и (2 ) ,  можно рассматривать 
лишь как условные термоупругие напряжения.

О п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р н ы х  н а п р я ж е н и й  п о с л е  
з а т в е р д е в а н и я  л е г к о п л а в к о г о  с л о я .  Введем обозначе­
ния:

Вычислим радиальные напряжения на стыке внешней и внут­
ренней части диска в момент ,
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(3 )

Рассмотрим граничные условия задачи

(1)
г=ІР

= О ;

(2

r=R ^  I r = R ^  ’
г  1

б

U

(2)

(2)

r= R , = О ;

(1)
r= R

1

(4 )

Последнее граничное условие эквивалентно условию

(2)
а r = R ,

I

( і^
r= R ^  * (5 )

_ ( l )  ^ (2 )  ,
где и -  окружные деформациИф

(При формулировке граничных условий полагаем, что Han-  
пряжения в диске при t >  будут такими же, какими они 
были бы при непосредственном контактировании частей диска. 
Это предположение выполняется точно при полном выдавлива­
нии материала легкоплавкого промежуточного слоя из отлив­
ки,)

Обозначим <5 (1 )
T=R^ г 

1
г= R =  -  P

T огда напряжения в диске можно рассматривать как сово­
купность температурных напряжений, возникающих в кольцевых 
областях со свободными границами, и напряжений, вызванных
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внешним давлением р (для сердечника) и внутренним давле­
нием P (для наружной части диска).

Напряжения, вызываемые внешним и внутренним давлением 
в кольцевых областях, известны (3) .

Получим

6

’’ i

г
2 2 
IR. - P

( l )  _ °^ 1 ^ 1

-  2 (T  -  T  )
 ̂ O

(1  + " ^ )
-  T r

2

- f i  ^

(6)

2 ^ 2
R .  Rp

^ ^ ( i -  — | ')p  ;
R ^  -  R ^  

2 1

, Ч Г  R
^ ( 2 ) _  2 2

2

R
w

( l + ^ )  9 ^ { п ^ р ) + { г -  - j )  ^2(* " «* )-

-  2 (T  -  T  )
 ̂ O

R "  1^2
+ •

R ^  R ^

При этом первые три граничных условия (4 ) 
непосредственно.

Вычислим

выполняются
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Получим

<  *  <  -  
- 1 - — 2 * > / - 2  

uR 2  -  « 1
(8 )

^ l - 2 2
L  R ,  - P  -J

Подставляя (7 ) в (5 ) ,  определяем р :

P = ; (9)

где L  = -=гт- 
^ 2

г- 2 2 г 2 2
R - +/>

^ 2  ^ 2  ^ ^2 ^ E _ 2  2 “ ^ 1
Rp  -  R - 1 L r - P  J

. (1 0)

Таким образом, температурные напряжения после затверде­
вания промежуточного слоя определяются по (j)opмулам (6 ) и 
(7 ) ,  где P вычисляется по (|)ормуле (9) ,

О п р е д е л е н и е  о с т а т о ч н ы х  т е р м о у п р у г и х  н а п р я ­
жений.  Положим в ( б ) и ( 7 ) Т = Т .

Тогда ^

(5 (1)_
г _  2 2
о  R  ~Р

^ d -  ^ ) Р о  ;

(i)
й 2 2

R ^ - P

(1 1 )
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=

(5 (2) _

R

2 2 
^ 2 - ^ 1

(1 -
R

2 \

2 2 
R o

ГR ^ - R ,

(1 2 )

где о(  ̂ S  -  о( S  
2 2 1 1

Таким образом, остаточные термоупругие напряжения опре­
деляются температурным полем диска в момент затвердевания 
промежуточного слоя.

Положив во всех формулах fi = 0 , получим решение задачи 
для случая сплошного сердечника.

Л и т е р а т у р а
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А.Н. Дубко

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАСС ТЯЖЕЛЫХ ТОЧЕК НА ПРИВЕДЕННЫХ 
СХЕМАХ БАЛОК ПРИ РАСЧЕТАХ ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ 

ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Для определения частот собственных изгибных колебаний 
балки приведенную схему этой балки целесообразно представ­
лять в виде невесомой упругой связи с некоторым количест­
вом тяжелых точек. Частоты колебаний такой схемы получа-
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ются в результате решения векового уравнения, структура ко­
торого не зависит от способа закрепления балки и закона
распределения полезной нагрузки. Это обстоятельство весьма 
ценно при решении задач на ЭЦВМ, так как оно позволяет 
составить всего одну программу, которая может быть исполь­
зована в задачах об определении частот балок с самыми раз­
нообразными конструктивными особенностями. Если же балку 
привести к схеме с распределенной массой, то ее частоты 
получаются путем решения частотного трансцендентного урав­
нения, вид которого изменяется очень резко при самых незна­
чительных изменениях в схеме балки или ее полезной нагруз­
ки. Например, частотное уравнение однородной консольной бал­
ки C защемленным концом имеет вид

choC COSoC + 1  = О .
Если же поместить на балку массу, сосредоточенную в 

одной точке, то частоты ее собственных изгибных колебаний 
определятся из уравнения Q]

S ^ (o l. )-T (o ( )v (< A )+  c (n S [^ ( l - x ) ] [ s (o < . ) v (< A x ) -

- Т (о < . )и (Л х )  . M n T [ o ( ( l - x ) ] [ s ( Ч ) u ( < ^ x ) -

-  V { o ^ ) v U  x)J = О ,
где S , Т ,  и ,  V -  балочные функции А.Н. Крылова; п - о т ­
ношение массы полезной нагрузки к массе балки; х  -  относи­
тельная координата тяжелой точки.

Значительное структурное различие представленных уравне­
ний не позволяет составить одну общую для них программу 
машинного решения. Вообще можно утверждать, что примене­
ние стандартных программ для рещения частотных уравнений 
балок C распределенными параметрами практически невозмож­
но. Именно поэтому приведенную схему балки в виде упругой 
невесомой связи с тяжелыми точками можно рассматривать 
как достаточно перспективную.

Однако теории построения таких схем пока уделяется не­
достаточное внимание, а некоторые серьезные работы допус­
кают неточности в этом вопросе, рекомендуя массы тяжелых 
точек принимать равными распределенным массам соответст­
вующих участков балок. Ошибочность этого тезиса может быть 
обнаружена с помощью самых простых примеров. Допустим, 
что надо определить низшую собственную частоту однородной 
балки на двух шарнирных опорах. Учет распределения массы 
по всей длине дает
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к = n J Ł l
m I

Если же теперь решить ту же задачу о колебаниях моде­
ли балки в виде невесомой связи с одной тяжелой точкой на 
середине пролета, то

к =
1
1

4 8  E  I

Из сравнения частот следует 

m 0,4863 m ,

т.е, величина массы тяжелой точки в данном случае при­
близительно в два раза меньше массы балки. Для ступенчатых 
балок подобные соотношения значительно сложнее. Ясно, что 
простое сосредоточение массы, распределенной вдоль некото­
рого участка, приводит в одной точке к значительным иска­
жениям значений частот. Поэтому при построении приведенной 
схемы балки сразу возникает вопрос об отыскании величин 
масс тяжелых точек. Решение этой задачи можно получить, 
если выполнить следующее условие. Рассматриваемая балка и 
ее приведенная схема должны быть динамически подобными, 
т.е, все их частоты с одинаковыми номерами должны совпа­
дать. Математическое выполнение этого требования приводит 
к следующему результату.

Согласно формуле Рэлея \j^ , максимум кинетической энер­
гии "Г и потенциальной энергии колеблющегося телаrnSLX
П при сохранении количества энергии одинаковы.

Так как T  =к^ А  , пде к -  частота собственных коле­
т а х

баний, то к = пm ax
А

Составив подобные соотношения для приведенной схемы и 
сравнив частоты балки и ее схемы, можно установить, что 
кинетические и потенциальные энергии балки и ее схемы 
должны быть соответственно пропорциональными и, в частнос­
ти, совпадать. Равенство потенциальных энергий используется 
при подборе изгибной жесткости приведенной схемы. А ра­
венство кинетических энергий может быть взято в качестве 
условия, C помощью которого определяются массы тяжелых
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точек на схеме балки. Если количесюч^ таких точек на схеме 
балки взять равным количеству мест естественной концентра­
ции массы балки, то массы этих точек можно определить так. 
Сначала балку, если она имеет ступени, надо привести к
постоянной жесткости, выбрав одно из сечений балки в ка­
честве основного (например, № 1) и введя коэффициенты . =

1 *= —  ̂Тогда масса каждого участка новой балки равна т .  =
І1 * ^

= Далее удобно массы всех участков выразить через

массу одного какого-либо участка и коэффициенты пропорцио-

нальности масс. Тогда т .  = m ^ v .
т .  1 1 1 1

Здесь V. = ---- . ‘
1

Если предположить теперь, что каждый участок однороден и 
задать уравнение динамической упругой линии в виде y (x , t )  = 
= f(x ), s in  к t, то кинетическая энергия элемента бесконечно 
малой длины i -  ой ступени определится так:

а всей балки

, , 2  2 ,  ̂ V <$; fc
/р = п ід ік  COS k  t ^  i

i= I  Al. (I)

I  A 2
Здесь Y  У   ̂ ( x ) d x ,

где 1. -  координата начала i = ой ступени; 1. -  коорди-
І - 1

ната конца этой ступени.
Функцию можно назвать функцией конструктивных осо­

бенностей балки. Ее значения для балок с различными спосо­
бами закрепления можно вычислить и табулировать для ис­
пользования в качестве справочного материала при численном 
решении задачи.
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Теперь определим кинетическую энергию приведенной схемы 
балки. Массы тяжелых точек ее также можно выразить через 
некоторую массу m и введенные выше коэффициенты пропор­
циональности масс .. Кинетическая энергия i -  ой точки 
определится выражением

2

Т . = 
1

m V . 
о 1

Э у ( х  ,t )

St

а всей схемы

T  =
m к COS к t ^
- 2 ------5------------  Г  V ; f ^ ( x  OV

І=1  ̂ ■
(2)

Из сравнения выражений (1 ) и (2 ) следует
п

, і= 1  ДІІ
m = I ------------------

O l n
z: V. f2 (x.)

•  ̂ i i 1=1

Имея массу m и коэффициенты пропорциональности V. 
можно определить величины масс тяжелых точек на приведен­
ной схеме балки.

Решение данной задачи проведено с предположением о пре­
небрежимо малом влиянии инерции поворота поперечного сече­
ния изогнутой балки на ее жесткость. Точность решения ока­
зывается теоретически равной точности метода Рэлея Г4 І, 
[ 2 ] ,  [3 ] .
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В,С. Вихренко, М.И, Кулак

О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ТЕНЗОРОВ В ПРОСТРАНСТВЕ 
ТРАНСЛЯЦИЙ И ПОВОРОТОВ ТВЕРДОГО ТЕЛА

В ряде задач механики абсолютно твердого тела возникает 
необходимость преобразования тензоров не только при измене­
нии ориентации системы координат относительно тела, но и 
при изменении положения ее начала (полюса). Такая необходи­
мость возникает, в частности, при анализе броуновского дви­
жения жесткой несферической частицы [ і  -  3j •

Условимся в дальнейшем в качестве обобщенных координат 
, определяющих положение твердого тела, выбирать коорди­

наты полюса и набор угловых переменных, 'Определяющих ори­
ентацию тела. Тогда в шестимерном пространстве трансляций 
тела вдоль осей системы координат O x ^  х^  х ^  вращений 
относительно этих же осей удобно ввести векторы обобщенных 
сил X  и скоростей о

х ; . (  ) ;
M о

л V

со
(1)

компонентами которых являются главный вектор P  и главный 
момент M  относительно полюса О системы сил, действующей 
на тело, й^ійнейная скорость V  полюс'а и угловая скорость 
со тела.

Динамические уравнения движения в шестимерном простран­
стве могут быть записаны в тензорной форме [2 -  4]

d t

VV

и / о \  ̂ V

-  ł ( ----^  X ̂ О О о (2)

где I -  тензор коэффициентов инерции, играющий роль кова- 
риантшого метрического тензора. Вид этого тензора определя­
ется кинетической энергией тела [З]

VV2К  = W  • I о о W (3)

Тензорные обозначения не являются традиционными. Кова- 
риантные составляющие тензоров в рассматриваемом рима—
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новом пространстве с метрикой I обозначаются индексом ^ , 
а контравариантные -  индексом ^ . В уравнение (2 ) входит 
обобщенный импульс (или ковариантные составляющие обоб­
щенной скорости)

V 9К./ VV л V
P o - (4 )

Внутреннее произведение тензоров обозначается точкой, а 
операция транспонирования -  тильдой.

Рассмотрим прежде всего преобразование векторов при 
изменении положения полюса.

Контравариантные составляющие преобразуются согласно 
выражению

- V  V  + ( е . г ) . ^
w " = (  Р ) = (  о ' -

P со со
) = . (5)

Отсюда следует явный вид матрицы преобразования контра- 
вариантных составляющих

E £ т

р ' " =  ( ) ,  (6 )
о  E

где E  и S  -  единичный тензор и тензор Леви-Чивитта соот­
ветственно в трехмерном пространстве, а г = O P^

Для определения закона преобразования ковариантных сос­
тавляющих вектора рассмотрим обобщенную силу

= ( ) = ( ) = /З"" .
" M + ( £ т )  PP  О

Матрица искомого преобразования имеет вид
е: О

VA . ч

/3 + ( ) .
£ * г  E

и, как и следовало ожидать, выполняется условие

(7 )

(Q)

AV .
Г - Р  - (

E О
)

E  —''V AV VA , V
= E  ; у- = /3 = ( ) .

О E О E
(9)
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О т м е т т , что выполнение соотношения (9 ) необходимо для 
инвариантности мощности системы сил относительно выбора 
полюса

N = X p .  W p  = x ; . ( y - V ' ^ ) . w
о  о

W q  . (1 0 )

На основании инвариантности кинетической энергии частицы 
относительно выбора полюса находим закон преобразования 
ковариантных составляющих метрического тензора:

~  А N/V л ^  /\ ду VV AV ч
2К  = W p .  Ip .  W p  = W q . ( ^ . I p . ^  ) •  W

л
о ( I l )

L
^VA ^VV AV

= /S • I .
О

, ^  AV(/5 -/3 VA

= E ) .‘ Р  ‘ о '  ^
Это преобразование является обобщением теоремы о мо­

ментах инерции относительно параллельных осей.
Важной характеристикой взаимодействия частицы со средой 

при линейном сопротивлении движению является тензор коэф­
фициентов трения Q -  3,5^ • Ковариантные составляющие этого 
тензора могут быть записаны в виде

W
Ć- = Р < Х  X  > = (

O O ). (1 2 )

Р < Р Р >  Р < ^ Р М ^

Р < М  Р >  Р < М  м >  
о - O O

где оператор P  представляет операцию интегрирования вре­
менных корреляционных функций

о о
Р < А В >  = y < A ( t ) B ( t  + t ; ) >  d -I; . (13 )

Угловые скобки обозначают усреднение по ансамблю при 
фиксированном состоянии рассматриваемой частицы.

Из определения (12) и закона преобразования (7 ) сразу 
же следует и закон преобразования для .*

^ v v  VV AV

который, естественно, совпадает с ( 11).

(1 4 )
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Обратный тензор коэффициентов инерции представляется 
контравариантными составляющими метрического тензора

/^vv 4 -1   ̂ АЛ VA VA = /3^"^= ( - £ - г  е ).(15)
О

Рассмотрим также преобразование смешанного тензора ко­
эффициентов трения

AV
= L

лл
(16)

который играет определяющую роль при рассмотрении релакса­
ционных характеристик несферической броуновской частицы 
[ 3 ] .

На основании (15) и (14) находим

S  P
„XV лк
Э • ' •

VA

/3
VA VV

у
AV

(17)

^ AV ^  AV AV

/3 • ^ o  *

что соответствует полученному в [ з ]  
Отметим далее, что

результату.

AV
=  ( р  " "  )

\-1 (18)

(обращение матриц преобразования и ^  по смыслу этой 
операции соответствует замене г —^ ~ г ; тот же результат 
получается и при непосредственном выполнении обращения мат­
риц). Поэтому преобразование матриц смешанных тензоров 
второго ранга является преобразованием подобия, и времена 
релаксации, определяемые собственными значениями матрицы 

, инвариантны относительно выбора полюса. Однако, как 
следует из непосредственных вычислений [2» З] , в общем 
случае вид матрицы, при помощи которой производится диаго- 
нализация тензора , отличается от В Поэтому невоз-

, AV *
можно диагонализировать матрицу только за счет изме-
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нения положения полюса и физический смысл независимо ре- 
лаксирующих параметров не просматривается.

Матрицы /3^  ̂ и /3^  ̂ определяют преобразование тензоров 
любого ранга при параллельном переносе системы отсчета
Ox X Xo в трехмерном декартовом пространстве на вектор

 ̂ = OP ,  Это преобразование неортогонально ( /3 ^/0 ) .
Преобразование тензоров при изменении ориентации сис­

темы координат Ox х х^ описывается шестимерной клеточной 
1 ^ 0

матрицей оС , составленной из матриц поворота в 
трехмерном пространстве

( 1?
о

) .

обычном

(19)

Это преобразование является ортогональным { oL  ̂ cL =E  ) 
и поэтому матрица оС описывает изменения как ковариантных, 
так и контравариантных составляющих тензоров.

Полная группа преобразований в шестимерном пространстве, 
охватывающая трансляции и повороты, определяется произве­
дением матриц cL и /0 . В матрицу /3 входят вектор г, тензо­
ры E и в  , инвариантные относительно изменения ориентации 
системы координат, и поэтому операции, представляемые мат­
рицами oL и /3 , коммутативны. Тем  не менее следует иметь в 
виду, что компоненты вектора г неинвариантны относительно 
вращений, так что коммутационное соотношение имеет вид:

(20)
Здесь в матрице 0 компоненты вейтора г  определены при 

старой ориентации системы координат, а в матрице -  при 
новой.
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М.А. Левин

К ВОПРОСУ О ПОНИЖЕНИИ ПОРЯДКА ВЫРАЖЕНИЙ, 
ОПИСЫВАЮЩИХ РЕАКЦИИ СВЯЗИ КАТЯЩЕГОСЯ 

ДЕФОРМИРУЕМОГО КОЛЕСА

В сравнении с работой автора [ l ]  ниже дается подробный 
вывод выражений более низкого порядка для реакций связи ка­
тящегося деформируемого колеса.

Будем исходить из следующей системы выражений, приве­
денных в работе [ i j  (эту  систему будем называть основным 
вариантом или вариантом I ):

2 ^
о

P l ( ‘̂ )  = k ^ / W ^ (< P -p )d ^  + k2  -2oC^) + W ^ ( ¥ ’ ) ] -

(I)

/

W

- k g U 2 ( < P )  ;

P3(<iP) = k ^ -k gU 3 (lP )tk g lw ^ (^ ^ )-W ^ («?> -2 c/ .^ )] ;

(2)

(3 )
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'U ,

U
1^0

, (< P )= - P ^ ( ‘P ) z ^ ^ - k ^ 2 /  -

(4 )

M

- k i 3 [ W i ( V ’ -2 o L j+ W i(< P ) ]+ k ^ ^ u ^ ( f ) ;

M _ ( < P ) = k  b/ W  (^"-/1̂ )01̂  + k  b[w (V̂  -2Я )̂ +
_L O O

(5)

+ W ^ ( ‘P ) ] - k 3 b ^ 0 ( ¥ ^ )  + к ^ з 1 ^ 2 (У ^ )-Ш з ( -2o(.^ )] -

в(<е)  ;

(6)

- к16

W ^ ( <p ) + k^^dW ^(<P)/dV ’ =u^ (<p )+k^gU 3 (<^ ) ;

W o ( ^ ) + k ^ g d W ^ ( <(̂ )/d r  =u^(<f )  + k ^ ^  0 ( V̂ ) ;

W  ( V ^ ) + k _ d W  ( ‘f ^ d r  = b 0  (< P )-k ^  „b<^ ( f )/-Ч ^ -1 «18

= X q (V^ ) -T  V̂ ; и^ {г )=у^ ,^ )+2^^^^ (<е ) ' ,

u J < F ) = z  ( r ) - z  
3 '  CO

(7)

(8)

(9)

(10)

При построении выражений более низкого порядка примем 
за основу теорию М.В. Келдыша [ 2 ]  и способы получения уп­
рощенных теорий, разработанные Ю.И, Неймарком и Н.А* Фу-

фаевым в [s j  для случая "больших скоростей" и "больших ки­
нематических параметров".

В задачах о движении сложных систем О качением, когда 
число элементов в системе велико, в ряде случаев может ока­
заться, что упрощенные выражения для реакций связи, вытека­
ющие из выражений (1 ) -  (10 ), после подстановки в уравнения 
движения позволяют достаточно хорошо описывать динамику 
системы, приводя к системе уравнений более низкого порядка, 
чем в случае использования соотношений (1 ) -  (10 ). Это мо­
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жет иметь место, например, для сильно инерционных систем, и 
в особенности когда нас интересует поведение элементов с 
большой инерцией, входящих в такую систему^ Следовательно, 
задача о понижении порядка выражений, описывающих реакции 
связи, C последующей оценкой точности такой процедуры имеет 
большое практическое значение.

Отметим также то, что развитие теории качения шло в 
направлении повышения порядка уравнений, описывающих реак­
ции связи. Поэтому, рассматривая серию систем выражений 
все более и более низкого порядка, вытекающих из (1 ) -  (10) 
мы должны получить все известные и хорошо зарекомендовав­
шие себя теории, в противном случае система выражений ( 1 ) -  
(10) вызвала бы законные возражения.

Основным критерием близости к системе (1 ) -  (10) пред­
лагаемых ниже систем выражений более низкого порядка яв­
ляется здесь степень совпадения изображений по Лапласу при 
нулевых начальных условиях для реакций связи, определенных 
по выражениям (1 ) -  (10) и рассматриваемых ниже выражений 
более низкого порядка.

Как уже отмечалось, за основу принимается теория
М ,3. Келдыша, которой соответствуют следующие выражения:

*  * * * ,  *  * * * „ .  / \ 
P  =- £^ (Э

^ ( у  - б - ^ ) =  0  +
Г

d x

— 2 ( у - в - ) . 5 ^ ( 9 + г Г ) . З і  6 - - S 2  ^ - в .  
d x

(12)

(13)

Отметим, что выражения теории [2]  (11) -  (13) записаны 
В иной системе отсчета,^чем выражения (1 ) -  (10 ), Действи­
тельно, составляющая P  лежит в плоскости х у ,  в то время 
как составляющая направлена вдоль орт^ Ie , который 
перпендикулярен плоскости колеса. Далее 0" измеряется в 
плоскости х у , а <5̂  в направлении орта е" и т.д.

По аналогии с выражениями (11) -  (13) используем в
рассматриваемой здесь системе отсчета следующую систему 
выражений для нахождения P ^  .*
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^ 2  “ *2 ’  г d ‘f “̂ 2 "  ®̂ 2  ̂ *’'2 + 9

г d ł” ®2 -  * 5  "^2 ■

Отметим, что в последнем уравнении отсутствует член,
аналогичный члену ^ 3 ^  в уравнении (13 ). Дело в том, что 
выражение (13) определяет кривизну на плоскости х у ,  а в 
выбранной здесь системе отсчета из условия совпадения изоб­
ражений по Лапласу для реакций связи по различным подходам 
в определенной области изменения і^раметра изображения по­
лучаем коэффициент, аналогичный равным нулю, В выра­
жении для отсутствует член, аналогичный f*  ^  в ( 11) .  
В дальнейшем будет показано, что при переходе к системе 
отсчета, используемой в теории М.В. Келдыша, член, анало­
гичный , присутствует.

В силу аналогии между выражениями для ^ ^ 2  (^і^*
выражения (1 ) ,  (7)  и (2 ) ,  ( 8 ) )  можем записать

1 d .а 
Г dV  ̂ ®

Интересно, что здесь коэффициент  ̂аналогичный 
в уравнении (13) ,  как показывает в дальнейшем сравнение 
изображений по Лапласу, не обращается в ноль.

Структура выражения (3 ) подсказывает, что P ^  следует 
искать в форме

^ 3  ^3 “  ^4 ’^З ^5 *
При этом член f учитывает влияние u и u (появле-

ние члена с связано с разностью W ^ ( S ^ ) - W ^ (  ^  - 2 o4^ )j.

При вычислении моментных составляющих обратим внимание 
на то, что здесь моментные составляющие приведены к центру 
колеса С, тогда как в теории [2]  они приведены к точке К -  
точке встречи линии наибольшего наклона в срединной плос­
кости колеса и плоскости качения х у .
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Выражение для ищем в форме выражения из (11)
C добавлением ^ и члена, содержащего в связи с Z со
присутствием в соотношении (4 ) разности W

M  = Р _ -  Z - f  б'^- f  Ф - f  2̂  .
1 2 с о  6 2 7  8 о

Из рассмотрения выражения (5 ) вытекает, что Л̂ 2 следует
искать в виде

= - Р .  Z »2 1 с о  9 1
так как сумма М ^( +P^(<iP) ( 5 ) аналогична по

структуре выражению P ^  ( ^ ) из ( 1). ^
Упрощенное выражение для М3 следует искать в форме M  ̂

из ( И )  C добавлением члена, пропорционального так как
^,входящие в выражение ( 6 ),  образуютпеременные W

слагаемое, аналогичное по форме ( 1) и поэтому

1 d
^ 3 г d<P (ье -б- )̂= ;

- - ^  = S .  6- - s _  г ; ' - з _ Ь Г  Г d r  6 0  7 о 8

(заметим, что появление члена опять связано с раз­
ностью W  ( V^ ) - W ( ^  2d о) ^ выражении ( 6 ) )•

Итак в силу вы§казанных выше соображений строим сис­
тему выражений для реакций связи более низкого порядка в 
Cледующем виде:

= - ' і  ■
(14)

(15)

^ 3  = ‘ з  - '4 ^ 3  * ' 5  ‘ (16)

M i  = ^ 2  " с о - ‘ б ® 2 - ‘ 7‘" - ‘ 8=г:^ (17)

М 2 = (18)
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= - ' ю ^ о  ' l l  ^ 2  ’
(19)

V ^ - " i ' ^ i  - M  + = з “ з  ■<^°>

T  7 ^  (>^o -  ^^o) = ® 5r d V
I  Л .
r dV” '■‘' i( ^ + ^ ) =  ^ 4 6 -2 - 3 ^ 2̂ (21)5 2 "

H<^(69 - ® o ) - 2 ^  ; r d ‘P
I
r d<P

S g b f  . (22)

Систему выражений (14) -  (22) в дальнейшем будем называть 
вариантом I Г.

Каков бы ни был способ построения системы варианта I I  
окончательная оценка правильности этой системы с точки
зрения ее близости к варианту I может быть дана в резуль­
тате сравнения изображений по Лапласу для реакций связи по 
обоим вариантам при малых и больших значениях параметра 
изображения р (случай /р/~^0 и случай/р/--*-схэ ). Одновре­
менно из условия совпадения изображений п р и / р / О  и/р/ 
-►о^выразим коэффициенты 9 2̂ * * ** * ^ ц ’ ^2* * * * *^8
через коэффициенты К . , К  , в  выражениях "варианта 
I. 1 2 20

Поясним важность рассмотрения двух предельных случаев 
/р/— О и/р/—► OO , Как известно, при замене в выражениях 
для изображений по Лапласу параметра изображения р на мни­
мую величину, например вида р ^ ^ < ^ 0  і приходим к комп­
лексным передаточным коэффициентам, которые представляют 
собой реакцию на гармоническое воздействие вида _•

Если за время поворота диска колеса на угол ^ , равный углу
контакта в невозмущенном движении 2  имело место к  ^о
циклов гармонического воздействия, то V= 2 rtk ^ . При движе­

нии, мало отличающемся от равномерного качения с̂о^= c o n s t  , 
получаем

k g  = 2 cL^I T g  ,

где T g  -  период гармонического воздействия.
Окончательно для кинематической частоты v  имеем

V =  2 ГС к ^  =В
4тхо1о

(23)
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Таким образом, случай малых р(/р/ О, v ~^0)соответст- 
вует качению, при котором время поворота диска колеса на 
угол 2Ло (время прохождения центром колеса пути порядка 
длины области контакта) составляет весьма малую долю . от 
периода гармонического воздействия. В частности, это имеет 
место при большой скорости качения с о Поэтому этот слу­
чай соответствует случаю, иногда называемому "случаем
больших скоростей", хотя такой же эффект достигается и при 
малых значениям coq , когда велико.

Случай больших р (/р/~^^ » означает, что за время
поворота диска колеса на угол 2cI q имело место большое чис­
ло циклов воздействия. В частности, это имеет место при 
весьма малой скорости со^ , или тогда, когда колесо непод­
вижно ( со  ̂ *= 0 ). _

С р а в н е н и е  P j .  Для изображения P j по Лапласу из (1 ) и 
(7 ) находим 

Г к .

(2 4 )

Удерживая члены порядка не выше р^, из соотношения (24) 
получаем

(' к
^^=кз| і-(о4^+к ^^ )р

X (а^ + к ^ з й з ) - к з й ^  . (2 4 ’ )

Из выражений (14) и (20) для Р| следует

1 к

^ l =
18

, 2 1 2
^ l + - P - " - P

г

‘ 1 8 - P - " - P
г _

-------- U

S +
1 г

2 , 1  ^P + -  P
г

1 '

(2 5 )
Сравнивая (24) и (25) из условия равенства коэ(|х|)ициентов 

при U. в обоих выражениях получаем s .  = S  /к , f = к_ •
1 чЗ Io  1 чЗ

результате, удерживая члены порядка не выше , из выра­
жения ( 25) следует

2

^ l  = ^̂ 3 1- Р + ^ (
2

)р ‘

152



X (u^ + k ^ g U 3 ) - k 3 U ^ .
(2 5 ')

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях P в выра­
жениях (24^ ) и (2 5 ^ ,  находим

=
1 3 ’ ^2 ''( '^ o  •

Таким образом, изображение определяется системой 
(14) -  (22) (вариант I I )  при малых с точностью, соответ­
ствующей удержанию членов порядка р •

С р а в н е н и е  Р 2. Данное сравнение производится аналогич­
но. Поскольку результат получается аналогичным предыдуще­
му, что может вызвать удивление в связи с использованием 
только двух членов с коэс|эфициентами s  и в выражении 
(21) в сравнении с тремя членами с коэфгЬициентами s ^ , ,
S ^ j B выражении (2 0 ), то приведем здесь соответствующие 
преобразования.

Из выражений (2 ) и (8 ) находим

^2 = 1 +  к

а удерживая члены порядка не выше р , из последнего полу­
чим

P 2 - k 6 | l - U „ f k ^ 9 ) p t  I  ^
 ̂ 6 . J

x (u 2  + ^ 2 0  ® ^ "^ б^ ^ 2  •
(26)

C другой стороны, из выражений (15) и (21) следует

2 к

^ 2  =
20

г

■ ^ 5 ^ 1  2
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-  f

5 . 5  . 1 2

^  I  2®4 — P+ —  P
Г

■ U
2* (27)

Из сравнения коэсЬфициентов при в выражениях 
и (27) получаем /^^20’ * УД®Р*ивая те
члены порядка не выше из (27 ), находимчлены порядка не

S
Р^=к^<^ 12 61 s , r

5 ^ 1 / 5  1 ч 2
2 '' 2 

Ч

X
(

(u 2  +1^20® ^6^^^

Сравнивая выражения (2б'  ) и (27 ' ) и учитывая, что к 

19
= r(cto+l< получаем

^4= 2  ̂ 2 ‘Ч  , 3 ч
(^ o k  P + 3 Т—  )

-- ----------------- , s ^  =  r ( c < ^  +  k ^ g )

4 9  " ^ a k .6
С р а в н е н и е  Pg. Из выражений (3 ) и (7 ) следует 

изображения Pg

^7 , г ,  - 2 c i „ p - |  -

19/^4

2которое C учетом членов порадка не выше р принимает

г 2
Р 3= —  +кр|_2р(оР-2р<о('^о+1<^^)р ]  ( ^ i +^18^3^“ ^8^3

Одновременно из выражений (16) и (20) вытекает

P  Л .
3 P -------- S ,  "  ,  ( 9 i ^‘' W - ‘4“ 3-
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Сравнивая (28) и (29) при/р/-^ ^ , находим 
Для малых значений р из выражения (29) получаем

Из условия совпадения (28* )  и (29 ' ) имеем f ^=2oC^rk^ 
и еще раз ранее полученное соотношение S^= г  ̂ .

Таким образом, и в этом случае изображения при малых 
P совпадают с точностью до членов, содержащих P^ включи­
тельно.

С р а в н е н и е  Mj .  Найдем изображение по Лапласу для M j 
C учетом (4) ,  (8)  и (9) :

 ̂ Ь 9 - к _ Ь < Р  _ _

■к^тР 8

ЧО р'

+ к^
(30)

1 -I-/̂  "*2оС^Р\ 2 20 , —+ к . „  - ( 1 - е  о Р )  -  к ^ ^ и ^  .

2
Для малых P находим, учитывая члены порядка р , 

^ 1 = ^ 2 ^ с о  [ - P  + (= ^ о + к ^ ^ )р ^ ](ь ё -к ^ д Ь  -

- k g b ^ ^  + 2 ^ k i o | l - ( ^ o + l ^ l 9 )P + [ ( '^ o+ '^ Iq ) ~ (ЗО')

U ^ i g ) + | o c 3 p ^

C другой стороны, из выражений (17) ,  (21) и (22) выте­
кает

f
= P .  Z +

1 2 с о  г
8 - ^ б Р

® 7  1 2

Г

■ ( b e - k ^ g b ' f ' )

-  І^Ч> +

I  +•—^  P + — ^
(u2 + *^20^^ ^6^^2 *

(Зі)

s r '  “ Р
4  S ^ r
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Сравнивая (30) и (31) при /р/— °о  , находим f^=

= Ь к . Для малых р из (31) получаем
о

® ( з і ' )

+ f.
— -̂  / 5 1 \ ^

1 -  — . Р + — ( - ^  -  )Р2  ̂ 2 
"  ^4

( и ^ + к ^ ^ 0 )  ^0^2*

Приравнивая коэффициенты в соотношениях (30' ) и (31* ) при
членах порядка р и р^ и учитывая, что
ходим

fg  = r 2 o l^ b k ^ ,  s^  = r(oC^ + k ^ ^ ) S ^ .

Отметим, что выражение для уже было получено выше.

Из совпадения подчеркнутых членов вытекало бы, что s

равно
- 2

 ̂ "^ 0 ^ 1 9 '' 3 Ь " ^ Э т о отличается от ранее по­

лученного значения , Так как различие возникает из-за
учета членов порядка р^, то можно говорить о совпадении 
изображений при /р/—> О с учетом членов порядка не выше р * 
При этом за основу принимается ранее полученное значение 
S . э так как оно подтверждается сравнением изображений для

(отметим, что если опустить в обоих выражениях для s  
2 2 3 4г

члены порядка q  и о4 q  ^ сравнении с то можно
говорить о совпадении изображений с учетом членов порядка

).

С р а в н е н и е  М2- Изображение по Лапласу для М2 в силу 
выражений (5 ) и (7 ) равно

M ^ = - Z  
2 1 с о +к17'

(32)
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При/р/-^0, учитывая члены порядка не выше р и зна­
чения- к ^ , , находим

M ^ = - P  Z 
2 1 с о

2 ^1 2
3 к

14

^14|^

Из выражений (18) и (20) для получаем

M  = - P ^ z  
2 1 с о

^9 ®1

1 . - 2  
2

(u i+ k i8 U ^ )+ f9 U i . (ЗЗ)

Сравнивая выражения (32) и (33) при/р/ —'•оо, получаем,
что • Г1ри малых P из (33^ следует

~ ®2 . 1 / ®2 1 ч 2
, ( — - т г ' рL i  г 1 J

М „ = - Р .  Z - к . .  
2 1 с о  14

+ .
14 1

Ц+кіейз)+

(ЗЗ')

Приравнивая коэ({)фициенты при одинаковых степенях р в 
выражениях (32*)  и (33’ )» находим уже известное значение

2к

И значение , равное г

12 у 3 v - l
Зк ' -14 . Поэтому, как и_в случае сравнения M j , нахо­

дим, что значения изображений М2 при малых р совпадают с 
учетом членов порядка р (отметим, что^сли  в^боих выраже­
ниях для опустить члены порядка (Л ̂  и в сравнении 
C oCq^^7 >to совпадение получается с учетом членов порядка 
P^)*

С р а в н е н и е  М3. Из соотношений ( 6 ), ( 8 ) и (9 ) находим 
для изображения Mg по Лапласу
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М з = [ ^ ( 1 - е - 2 ”̂ -Р )+к2 Ь (1  + е - 2 “̂ ^Р)

-2 < р ч  ^̂ 2 ^ 2 0 ^  , д
"  i H - k ^ g P  -^^16^

1 Ь 0 - к  Ь< '̂
— — l Ł - _ k  ь ^ ё +
1 + к ^ _ р  3' 17

( 3 4 )

Для малых P C учетом членов порядка не выше р и 
чений коэффициентов, входящих в выражения (1 ) -  (10 ), 
чаем

3  3

к

^ 3 = ‘" з Н  G  -°^<^^17"

-<=<3 Р ^ }(Ь 0 -к ^ з Ь < / ^ )-к з Ь ^ ^  +к^^2<<^[^-(
2
3  к ^ '"QJ |\—  ' " 1 8 ' "  " " 3 "

^ i g ) p " ] ( u 2 + k 2 o ^ ) - k i 6 ^  .

Из уравнений (19) ,  (21) и (22) вытекает

+ к .

f
8

10 к
М з = 18

7  ^  1 2
^6-^— P ^ - P

(b9-k^gb</^ ) - f ^ Q b  X

X

8 ®7 1 2
І Г “  + T P +  7 2  P 

IS —  ё  + f  H
®7 1 2

^ б - ' т р - ' ^ р
5  11 + ----P + ---- T̂T-

4  S ^ r

Из условия совпадения коэффициентов при р в выра 
(34) и (35) следует, что £ ^^=кзЬ , ■ = ® з = к
Удерживая члены порядка не выше р*̂ , из выражения (Зс 
ходим ^2

1 - г ^ ^ + -| < —  -  ^  )р ^ 1 (ь ё  -  к^дЬ  ?  ) -M g - k g b I s . r *  2 '  2 S -
' - 6  г S -  б

б
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Из необходимого равенства выражений (34' ) и (35* ) сле­
дует

s^=r(c^^+k )s^=S2 . = I
Г  3

S^ = r(cCo + k ^ g )s ^  , s „ = k ^ ^ .  s ^  = k^^-s^ = S ^ .8  1 8  6  18  I

При этом должно выполняться равенство к^^Зо^оГ •
Последнее действительно выполняется [ l ]  , если в коэффициен­
тах перед малыми отклонениями удерживать члены порядка не 
выше JLq . Обратим внимание на то, что при/р/“-*-0 рассмат­
риваемые изображения совпадают с учетом членов порядка р2. 

Таким образом, значения коэффициентов, входящих в выра­
жения (14) -  (22) варианта I I ,  оказываются следующими

S i = S e = - (o^-o^ i^+3
г  3

_ 1 / , , ^ 2  ^4  . З х - 1
1 ® 8 ’ ® 4  3  к  -  ̂ ’к»

ХИ

^5 '̂ <9*̂  ^-iq )

B выражениях для и в ряде случаев можно опус­
тить члены, содержащие о(^ .

В соответствии с методом, развитым в работе [З, с. 329J, 
рассмотрим случай больших величин кинематических парамет­
ров s ^ ,S 2 j « . . » S g  . Как показано в работе [з] , во вторых 
из равенств, входящих в систему (20) -  (22 ), в этом случае
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следует опустить производные по ^ . В результате система 
уравнений варианта I I  в случае больших кинематических пара­
метров преобразуется к виду

Р 2 - - < 2  '^2-

М - Р . Z -  f г з  -  L f  - f „  г » : ,
1 2 с о  6 2 7  8 о

“ з - - ‘ і 0 ® о - ^ ' і 1  ^ 2 ’

d V  ( ' ' i  ^  ^  t ^ r
1 d 
r r ^ 3

^ , K -  3 - , ) -  3^,+ e  , г ^ - т ^ -  3 -^  ,
14

( 1 4 )

( 1 5 )

(16)

( 1 7 )

(1 8 )

(19)

( 3 7 )

( 3 8 )

1  ^ 
r ^ ( b S - a - ^ ) .  , (39)

f .  . =

f 2
Cl V*“  s ~ r  ^S g r

S  ^
5

=  0^.n+l< ,
V

1
r

Ч з '

^2 ®7

^ з ^ "

( 4 0 )

Систему выражений (14) -  (19 ), (37) -  (39) в дальнейшем 
будем называть вариантом I I I ,  вытекающим из соотношений 
варианта I I .  Близость варианта ГИ к варианту Г оценим,
сравнивая изображения по Лапласу для реакций связи по обоим 
вариантам.

Вместо соотношений (25) и (25*) теперь имеем

' ’і ■ Т Т Т ^ К ^ ‘"і8“з ) - 'і “ і ( 4 1 )
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Отсюда следует, что при / р/--^ <^овыражение (24) совпадает с 
(41 ), При/P/— О совпадают выражения (2 4 ')  и (4 1 ')  с учетом 
членов порядка не выше р.

Аналогично., вместо (27) и (2 7 ')  получаем

= • ( u o + k „ ^ e ) - ,
2 1 +  ̂ 2 20 '  2 2 14^

^ 2  =  ^ 2  ( ^  -  Ч 4Р  ^  ^ 4  ( ^ " 2  ■"^"2 0 ® ) -  ^2 ^ " 2  *

( 4 2 )

( 4 2 ' )

Здесь также совпадают изображения (26) и (42) при / р/->с?о. 
Для случая/р/-*-О выражения (2 б ')  и (4 2 ')  совпадают с уче­
том членов порядка не выше р.

Далее вместо (29) я (2 9 ')  находим

= —  +
^  __5 P  /—

3 P г 1 + f^^p '^ ^ ! ‘^^4 8^ 3 " Ч ’ ^З12"

^3 '5
Р 3  = + - f  ( p - f l2P^ ) ( ^^ l ' ■^18^ "з ) - ^4 ’̂ 3• ( ^ 3 )

(43)

В случае /р/~^ооиз формулы (43) следует, что

Последнее отличается от значения Pg = 3^ 3  ̂вытекающе­

го из (28 ). Таким образом, при / р/—''с о  появляется погреш­
ность. В случае/P /-*0 выражения (4 3 ')  и (28* ) в точности 
совпадают с учетом членов порядка р .̂

Для изображения M j вместо (31) и (З Г  ) получаем

M  = P ^ z  -  
1 2 с о  г

(44)
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■^1 + f ^14

■" б̂ Ч 4Р  ̂ ^^2  ̂^20® ̂ -  ^ e S  •

(44 ')

Сравнивая (44) и (30) при / p/->do , как и в предыдущем слу­
чае, получаем погрешность. Выражения же (44 *) и (ЗО ') сов­
падают C учетом членов порядка не выше р.

Вместо выражений (33) и (ЗЗ' ) для изображения имеем

M (4 5 )

м.

(4 5')

При/P выражение (45) совпадает с (32 ), а в случае
/р/->0 (45*) совпадает с (3 2 *), если учитывать члены порядка 
не выше р.

Для изображения Mg вместо (35) и (35 *) находим

Г) _ ^  _

(46)12 '

і ; г : 7  •14

4 - ^ ( p - f l 4 P ^ ) ( u 2 + ‘̂ 2 0 ® ) - ‘ l l ®  •

(46 ')

Сравнивая выражения (46) и (34) при/ р/-^®< ,̂ . находим,
что имеет место погрешность. Изображения (46*) и (34*) 
совпадают, если учитывать члены порядка не выше р.
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Следует отметить в общем неплохое совпадение изображе­
ний по Лапласу для реакций связи, определенных по вариантам 
ГI и I I I .  В случае варианта I I I  число уравнений может быть 
уменьшено на три, так как вторые из уравнений (37) -  (39)
позволяют исключить из системы три переменные 2̂  ̂> 2^-

Рассмотрим теперь случай "движения с большой скоростью" 
на основе метода, изложенного в работе [3, с. 327J . При 
этом аналогично тому, как это показано в [3J , исходим из 
предположения о допустимости пренебрежения в выражениях 
(20) -  (22) производными по ^  от величин O'

в сравнении с другими членами, входящими в эти вы­
ражения. В результате система варианта I I  преобразуется 
следующему виду

к

du^

d f  ^2^3
( 4 7 )

^ ^ 2  d  0 
^ 2  ~  “ ^ 3  +  ^ 4  ^  ~ ^ 5  Ci У  ’ ( 4 8 )

d U i

^ 3  “  ■  ^ 7 ^ ^ 3  ® ^ 8 d « P  ’ ( 4 9 )

d u
)—— - а  • 
d<f 1 3 ^ ’ ( 5 0  )

d u
M _ = - P ^ z  ^ -  а  U  • 2 1 с о  1 4  ^  1 5  3  ’

( 5 1 )

d 9

" ^ 1 7

!л
r s ^

а - = ------5 S^r

^2=-
' і ^ з

+ а
du ,

18 d ^ -  ^ 1 9 ‘^

^4 =

f _ S  _2 5

f

^7  = ^4' ^ 8  г

6  5
а 10  ̂ ■ 11 ^12  S^r

6 5 
^9  г S .

^•13 Ч  ’

(52)

K5S )
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а 14 rs,

11
18

^1 5
'9® 3

а
^10^8*^

19

^1 6  Ч і ’ ®17 Г S,
(53)

Полученную систему выражений для реакций связи назовем 
вариантом ГУ* По выражениям варианта ГУ можно легко найти 
изображения по Лапласу для составляющих реакции связи.
Нетрудно убедиться, что при / р/—►скзвсе изображения стре­
мятся к бесконечности, в то время как изображения в соот­
ветствии C вариантом Г остаются ограниченными* Таким обра­
зом, для больших P выражения варианта ГУ дают большую 
ошибку, что и следовало ожидать, так как они соответствуют 
случаю "большой скорости движения", а точнее малых р(|р/-^0. 

При малых P сравнение изображений по Лапласу в 
соответствии с вариантами ГУ и Г показывает, что для сла­
гаемых, входящих в выражения варианта ГУ и содержащих 
Ug, Э и , имеется погрешность даже с учетом членов по­
рядка не выше р.

Рассмотрим теперь случай движения с "большой скоростью" 
и при "больших кинематических параметрах". Группа уравнений

(20) -  (22) варианта ГГ принимает здесь следующий вид

1 ____1
г

1
г

d
___ £

■ ^

= 4 ® 2 - ® 5 ’^  ■ “ ■

- 1^-.о
Ь dG 
г d ‘P

В результате выражения варианта I I  в данном случае преоб­
разуются к системе, которую назовем вариантом V  и которая 
отличается от варианта -ГУ отсутствием членов, подчеркнутых 
в выражениях (48) и (50) (т .е . Hg = H j^ -O ).

Возможны варианты записи выражений для реакций связи 
деформируемого колеса, основанные на одновременном исполь­
зовании выражений из всех рассмотренных вариантов Г -  Y  .

164



Например, можно взять выражения для и Pg из варианта 
V  , Р 2 -  из варианта I, а остальные выражения из варианта 11 
и т.д. Все зависит от того, каким составляющим реакции свя­
зи следует отдать предпочтение с точки зрения точности их 
описания, при рассмотрении движения конкретной механической 
системы.

Перейдем теперь к системе отсчета, используемой в рабо­
те [2]  . В соответствии с выражениями (14) -  (19) и обозна­
чая М, = М, - P o Z  .M o  = + P- находимIk 1 2 со 2к 2 1 со

P  = P ^ co s¥ ^  -  s in  4̂  = ^

I k 6 2 8 о

“ в •  t  « г к  - ‘ ю  ^2  •

( 54 )

Так как при ширине колеса равной нулю (Ь = 0 )  имеем
^8 ^lO ^ 9* последние выражения (54) вместе с уравне­
ниями (21) соответствуют теории М,В, Келдыша, При этом 
кривизна линии качения явно не зависит от ^  .

Найдем теперь связь с теорией В.С.Гоздека |̂ 4 J . В теории [ 4 ]  
находятся четыре составляющие реакции связи. Две из них 
определяются в соответствии с выражениями варианта ГГ
(15 ), (19 ), (21) при ширине колеса равной нулю, а две дру­
гие -  по выражениям варианта ГП (14 ), (16 ), (37 ), что соот­
ветствует случаю "больших кинематических параметров".

Укажем также, что теории Ф. Картера [5j здесь соответ­
ствуют выражения (47) и -(48) варианта ГУ при а. = а« = 0.

2 5
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M.A. Левин, Ю.А. Гурвич

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК 
ПНЕВМАТИКА ПРИ БОКОВЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ 

ВОЗДЕЙСТВИЯХ

При рассмотрении динамики и устойчивости механических 
систем C качением (например, автомобиль, трактор, самолет 
на взлетно-посадочной полосе) необходимо знать силы, дей­
ствующие со стороны плоскости качения (дороги) на деформи­
руемое колесо (пневматик). Причем эти силы (реакции связей) 
изменяются во времени, т.е. являются нестационарными. Тео­
ретически эти реакции исследовались многими авторами. Из­
вестные экспериментальные работы в основном рассматривают 
стационарные реакции.

В данной работе изучаются нестационарные характеристики

деформируемого колеса. Для этой цели используются специали­
зированная установка, впервые позволяющая получать частот­
ные характеристики катящегося деформируемого колеса.

В работе излагаются результаты экспериментального ис­
следования некоторых характеристик нестационарного и ста­
ционарного увода катящегося деформируемого колеса, имеюще­
го в своем составе пневматическую шину 135-254 ( 5,00-10) 
модели В -19А . В частности, получены амплитудно-частотные 
характеристики в функции кинематической частоты при боль­
ших боковых силах, т.е. с учетом проскальзывания в области 
контакта и характеристики увода при постоянных боковых си­
лах. Без этих данных невозможно рассмотрение колебаний в 
системе управляемых колес и исследования устойчивости дви­
жения транспорта с пневматическими шинами.

В работах [з  -  б ]  используется кинематическая частота, 
которая связана с путевой частотой, применяемой в работах
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При исследовании нестационарных характеристик увода ши­
ны важно также определять их независимо от времени. Необ­
ходимо учесть быстроту изменения бокового воздействия,
например, перемещение при прохождении центром колеса, дви­
жущегося со скоростью V , расстояния, равного длине площад­
ки контакта 2а. Если T  -  период бокового гармонического 
воздействия, то соотношение . _  2а  показывает, сколькок -  ^/р
циклов бокового возмущения имело место за время прохожде­
ния центром колеса пути 2а. Если % -  время одного оборота 
барабана, a d -  диаметр бегового барабана, то линейная ско­
рость точек периферии барабана определяется зависимостью

2 а  ^
— —; при этом соотношение V .^TT будем называть

кинематической безразмерной круговой частотой. Кинематичес­
кая частота линейно зависит от времени % . Формула для
кинематической частоты принимает вид:

4 а
d T  •

V

1 2

1
\

Усилтет
8-ДНУ-7М

Шк
пишатя

___ł T H
Осциллограф

Н-700
Елок

питания

Рис. 1. Принципиальная схема экспериментальной установки 
для получения характеристик нестационарного увода ( а )  и 

схема усиления (б )  :
1 -  основные тензорезисторы; 2 -  компенсационные ,
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Для экспериментального определения характеристик неста­
ционарного и стационарного увода авторами спроектирован и 
изготовлен стенд, принципиальная схема которого представлена 
на рис. 1, а.

Каретка 1 может совершать возвратно-поступательное и 
вращательное движение в вертикальных направляющих, при 
этом колесо 2, вращающееся на оправке 7, прижимается к по­
верхности бегового барабана 4. Беговой барабан 4 приводится 
во вращение двигателем постоянного тока 6 с регулируемой 
скоростью вращения.

Осциллятор 5 C регулируемой величиной амплитуды придает 
беговому барабану осциллирующее движение.

Кинематическая частота может изменяться за счет T h v .
C целью исключения инерции колеса с шиной кинематичес­

кая частота изменяется не за счет изменения частоты осцил­
лятора (что при больших частотах вносило бы значительную 
погрешность из-за инерции), а за счет изменения скорости v  
или времени ^ , в то время как входящий в состав стенда 
низкочастотный осциллятор имеет фиксированный период Т , ко-- 
торый равняется приблизительно четырем секундам (0,25 гц ). 
Это дает возможность пройти диапазон кинематической часто­
ты от V -  о до V =

Для того чтобы еще больше уменьшить влияние инерции ко­
леса C шиной, гармоническое перемещение в осевом направле­
нии придается беговому барабану, а не шине с колесом.

Колесо C шиной 2 устанавливается на оправке 7, которая 
закрепляется в каретке 1 при помощи пространственной сис­
темы стержней 8, 9, 3,

Пространственная система стержней состоит из четырех 
вертикальйых стержней 8, которые сжимаются при приложении 
вертикальной нагрузки, двух поперечных стержней 9, которые 
сжимаются или растягиваются при приложении тангенциальной 
нагрузки к колесу с шиной, и одного продольного стержня 3, 
который растягивается или сжимается при приложении боко­
вой нагрузки к колесу с шиной. При сжатии стержня на ка­
кую-то величину конец стержня, расположенный перпендикуляр­
но к этому стержню, перемещается на ту же самую величину, 
т.е. второй стержень изгибается. Длина и поперечные размеры 
стержней подобраны таким образом, что усилие, необходимое 
для изгиба одного стержня, составляет около 0,5% от усилия, 
необходимого для растяжения (сжатия) второго стержня, при 
этом также выполняются условия устойчивости стержней под 
действием осевой нагрузки.

168



Для снятия характеристик нестационарного увода, ампли­
тудно-частотных характеристик пневматической шины 135-254, 
испытуемое колесо с шиной 2 нагружается вертикальной силой 
Сх. При этом вертикальные стержни 8 сжимаются и наклеен­
ные на них фольговые тензорезисторы ФКПА-10-100, собран­
ные в полумостовую схему, реагируют на деформацию. Сигна­

лы от тензорезисторов усиливаются с помощью усилителя 8 - 
АНЧ-7М и фиксируются осциллографом H-700. Схема усиления 
показана на рис. 1, б.

Затем включается двигатель постоянного г ока 6 с регули­
руемой скоростью вращения, а осциллографом фиксируется 
погрешность нуля при измерении боковых сил в зависимости 
от вертикальных нагрузок, причем для каждой вертикальной 
нагрузки существует своя погрешность нуля.

Для вертикальной нагрузки G-= 500 кг погрешность нуля 
при измерении боковой силы равна 350 кгс/м, для G = 400 кгс 
погрешность нуля составляет 250 кгс/м и для G =  200 кгс 
погрешность нуля равна 150 кгс/м (в  единицах измерения Q / 
е ).

Далее осуществляется пуск осциллятора при предварительно 
установленной определенной амплитуде (эксцентриситете) гар­
монического перемещения бегового барабана. Изменяя ско­
рость вращения бегового барабана или время тг, определяем 
при этом значение амплитуды боковой силы Q , под действием 
которой стержень 3 сжимается или растягивается, а тензоре­
зисторы, наклеенные на стержень 3, реагируют на деформацию 
и результат фиксируется осциллографом.

Для каждого значения v  или на осциллограмме полу­
чено по И амплитуд боковой силы.

Обработка экспериментальных данных ведется по средней 
арифметической измеренных амплитуд боковой силы для каждо­
го значения V .

Далее подсчитывается дисперсия и стандарт. Дисперсия
обозначается через и выражается формулой

п

2
(Э =

іЕ і  [ а  ( Q i ) - A  ( Q ) ]

(п -  l )

где A .(q .) -  результат i -го  измерения амплитуды боковой 
силы; а ( ^ )  -  средняя арифметическая измеренных значений
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Т а б л и ц а  I

3.0
5.0
6.0
9,2

11,0
16,0
20,0
23.5
29.5
32.5
45.0
58.0
70.0
80.5 

118

36.0
46.0
48.0
52.0
54.0
52.0
51.0
48.0
46.0
46.1
47.0
48.4 
50,6
51.0
55.4

3600
4600
4800
5200
5400
5200
5100
4800
4600
4610
4700
4840
5060
5100
5540

0,40
4.80 
2,70 
3,32 
4,10 
2,95 
2,92
1.81 
2,72 
1,61 
0,76 
1,53 
0,43 
0,70 
1,22

200
690
520 
576 
640 
543 
540 
432
521 
402 
277 
392 
208 
264 
330

амплитуд боковой силы (п =  11); е -  эксцентриситет ( амплиту­
да) осциллятора, а стандарт равен ОТ.

В табл. 1 приведены цифровые результаты обработки экспе­
риментальных данных для вертикальной нагрузки G =  500 кгс.

По вычисленным средним значениям амплитуд боковых сил 
A .(q ) строим графики амплитудно-частотных характеристик 
боковых сип в функции кинематической частоты V . По оси 
абсцисс откладываем время -т;, которое пропорционально кине­

матической частоте V , а по оси ординат амплитуду боковой 
силы, поделенной на величину эксцентриситета (амплитуду)

A ( Q )
е

гармонического осциллятора

Результаты экспериментов по определению амплитудно-час­
тотных характеристик боковых сил в ({)ункции кинематической 
частоты приведены на рис. 2, причем все кривые получены для 
одного значения эксцентриситета гармонического осциллятора 
е = 0,005 и для одного давления воздуха в пневматике р = 
2,3 кгс/см^ при этом 2а равно 0,2, 0,18, 0,13 м при G- рав­
ных соответственно 500, 400, 200 кгс.

Обратим внимание на то, что начальные участки кривых 
(рис. 2 .), снятых даже при наличии проскальзывания, совпа-

170



Рис, 2. Амплитудно-час­
тотные характеристики бо­
ковой силы пневматика 

135 — 254,

Рис, 3, Зависимость боко­
вой силы от угла увода 

Q = Q ( S - ) ;
1 -  G- = 500кгс; 2 -  400; 
3 -  300; 4 -  200;Р-2 ,Зати.

дают по характеру с аналогичными теоретическими кривыми, 
полученными в работе [б ] .

В заключение отметим экспериментальную работу Д.А, Ан­
тонова [[т] , в которой рассматриваются не становившиеся зна­
чения боковой силы при вращательном движении каретки с 
постоянной скоростью вокруг вертикальной оси.

Для снятия характеристик стационарного увода боковой си­
лы в функции угла увода Q *= Q (<^) каретка 1 с колесом 2 
(рис. 1) устанавливается под разными углами (углами увода) 
к срединной плоскости бегового барабана, нагружается верти­
кальной силой G , Предварительно до поворота каретки фикси­
руется осциллографом погрешность нуля при измерении боко­
вых сил, причем для каждой вертикальной нагрузки фиксирует­
ся погрешность нуля боковой силы. Затем замеряется боко­
вая сила Q ,

При обработке экспериментальных данных подсчитывалась 
средняя арифметическая боковой силы Q , определялась дис­
персия ^ 2  и вычислялся стандарт 0 '.
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Графики зависимости Q = q ( (^ )  для разных вертикальных 
нагрузок приведены на рис, 3, причем все эксперименты про­
водились при одном давлении воздуха в пневматике р =
2,3 кгс/см^.
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В.П. Бадеев, Ш.Ф. Марголин

О МЕХАНИЗМАХ ДВИЖЕНИЯ ПО СЛОЖНОМУ ЗАКОНУ 
В ОДНОМ НАПРАВЛЕНИИ C ОСТАНОВКАМИ

Механизм подачи слоттера представляет собой сложный 
пространственный улиточный механизм, состоящий из кулачка 
барабанного типа, совершающего равномерное вращательное 
движение, и ведомого звена, которое выполняет неравномерное 
вращательное движение в одном направлении с остановкой. 
Диаграмма зависимости угла оС поворота ведомого звена от 
угла Y  поворота кулачка представлена на рис. 1,а ( криваяоС).

172



За полный оборот кулачка ведомое звено в соответствии с за­
данной диаграммой поворачивается на 300 (5/6 оборота).

Механизм слоттера, несмотря на свою внешне кажущуюся 
простоту, имеет существенные недостатки.

Главным недостатком механизма подачи слоттера, где ве­
дущее звено представляет собой сложный кулачок барабанного 
типа большого диаметра (около 450 мм ), является повышенный 
износ кулачка. Он выходит из строя после сравнительно не­
большого срока работы. Другим недостатком. является невоз­
можность изготовления кулачка на наших отечественных стан­
ках без довольно сложного приспособления. Последним недос­
татком является высокая стоимость кулачка.

Все эти причины заставляют нас работать над новым ме­
ханизмом, который может полностью заменить механизм пода­
чи слоттера, сохраняя, естественно» заданный закон движения 
ведомого звена.

Механизм, кинематическая схема которого приведена на 
рис. 2, может полностью заменить механизм подачи слоттера, 
который представлен дифференциальным механизмом, состоя­
щим в свою очередь из центрального колеса с внутренним 
зацеплением 2* , сателита 3, водила H и другого центрального 
колеса 4, жестко связанного с ведомым валом I I .  Централь­
ное колесо 2* получает вращательное движение от ведущего^ 
вала I при помощи зубчатых колес 1 и 2 с внешним зацепле­
нием, из которых первое жестко сидит на ведущем валу I, а 
второе жестко связано с колесом 2^. Водило Н, являясь тол­
кателем кулачкового механизма, получает возвратно-враща­
тельное движение от плоского дискового кулачка К, который 
жестко сидит на ведущем валу I. Таким образом, закон вра-
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щательного движения центрального колеса 4 и вместе с ним 
ведомого вала ГI будет зависеть от вращательного движения 
колеса 2 ' и возвратно-вращательного движения водила Н, дви­
жение которым передается от ведущего вала I. Подбирая нуж­
ный профиль дискового кулачка, можно осуществить требуемое 
движение ведомого вала I I .

Произведем кинематический расчет механизма.
Для дифференциального механизма можно написать

.H
^24 -  п

4 H
(1)

где i ^  -  передаточное отношение от колеса 2̂  (2 ) к коле­
су 4 в предположении, что водило H остановлено; и

число оборотов соответствующих звеньев механизма. 
Переходя от оборотов к углам, уравнение (1 ) можно пере­

писать следующим образом:

. H 
^24

4̂ 2
оС -  /3

(1,а)

где 2 “  УГ'ол поворота колес 2 и 2 ; оС. -  угол поворота
ведомого звена (колеса 4 и вала I I ) ;  р  -  угол поворота во­
дила.

Величина i ̂  равна

^2'
(2 )
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Выразим угол поворота 2 звена 2 через угол поворота 
ведущего звена Г, Для этого обозначим

21

откуда
= i

^2 21^

Тогда уравнение (1,а)  примет вид

H 21 Г -/3

‘ 24 ^  ^

Определим из этого уравнения требуемый закон изменения 
угла /3 поворота водила. Решая уравнение относительно ^  ,
получим

P -
1 -  i H

24
(‘ 21*° - ^ 2 4  ^  )• (3)

Определим соотношение между передаточными отношениями 

^21 ^ ^24 •
В соответствии с диаграммой, изображенной на рис. 1,а, 

имеем, что в начале цикла углы = О и оС = 0. Следователь­
но, согласно уравнению (3 ) и угол = 0;

Из этой же диаграммы следует, что в конце цикла * F  = 
360 и оС *= 300 . Но конец одного цикла есть начало следую­
щего. Следовательно, в конце цикла, как и в начале, /3 *= 0. 
Тогда, подставляя эти значения в уравнение (3) ,  получим

1 -1

или
24

= I - H
^21 б ^24 (4)

Тогда уравнение (3 ) примет следующий вид:

/3 =

lH
24

-  ‘04
( f  < 6 - 4 ) .
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Обозначим

Тогда

іН
24

I  -  i'іН
= к .

24

^ = к (|  -  Л ).

(6)

(5,а )

ТакиМдОбразом, угол поворота /3 водила пропорционален ве­
личине { -  -  о4 ).

 ̂ 5
На рис, 1,а построены диаграммы Г ^  = f( ^ оС = f( )

и диаграмма f ^  j » как разность первых двух ( величина 
^  при этом принята отрицательной).

На рис. 1,6 диаграмма ^  *=f построена отдельно. На
^ _ней изменена система отсчета углов и , Последняя при­

нята от одного из крайних положений водшіа.
По этой диаграмме следует строить профиль дискового ку­

лачка. ^
Максимальная ордината диаграммы (1 7 * )^ ^ ^  ®сть вели-

чина пропорциональная углу размаха водила. Расчеты показали 
(мы их здесь не приводим), что эта величина равна

( - ^ )  = 102°.
m ax

Выберем величину І24 ^ соответственно величины „^ 2 1  » 
к  и ^  'габл. 1 приведены различные значения І24 и
соответствующие им значения І24 и к , подсчитанные по
формулам (4 ) и ( 6 ),  а также значения углов подсчи­
танные по формуле

= к (  —  )m ax m ax (7 )

Из табл. 1 видно, что механизмы с положительным значе­
нием i 2̂ 4 не могут удовлетворить требованиям конструкции, 
так как они требуют большого угла размаха водила, что труд­
но осуществимо кулачковым механизмом. Кроме того, это тре­
бует усложнения дифференциального механизма.

На нашей схеме (рис, 2) величина i ^  является отрица­
тельной, Из отрицательных величин  ̂наиболее приемлемой, . по­
жалуй, является величина i 24= -  , так как при этой вели-
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Т а б л и ц а  I

іН
24 . ^21

к ^m ax

-  1
5

"  6
1

"  2
51° ^

1
"  2

5
"12

1
"  5

34°

1
■ 5

5
"18

1
"  4

25,5°

1
"  4

5
"24

1
"  5 20,4°

■"2Т I 34°

5 51°

^ 2 4 + 1 102°

m ax
чине вполне допустимы и угол размаха водила ^

5
и передаточное отношение 2̂1“  “ Ш*

Остановившись на этих величинах, количество зубьев 
чатых колес можно принять равными: z  =20,  z  = 72,

25,5

зуб- 

количества72, ^3 = 24, ^4 = 24. Легко проверить, что эти 
зубьев удовлетворяют выбранному варианту.

В ы в о д

Импортный механизм подачи слоттера, несмотря на свою 
внешне кажущуюся простоту, обладает целым рядом недостат­
ков: сильно изнашивается, труден в изготовлении, очень дорог. 

Предлагаемый нами механизм, заменяющий механизм пода­
чи слоттера, устраняет эти недостатки, полностью сохраняя 
при этом требуемый закон движения ведомого звена. Он сос­
тоит из простого дифференциального механизма, водило кото­
рого является толкателем плоского кулачкового механизма, 
выполнение которых не представляет большого труда.
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А.в. Моисеев, Ф.М, Олехнович, Ф.И, Матюшенко 

СТЕНД ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ МЕХАНИКИ ТРЕНИЯ

Пары трения современных механизмов работают в условиях 
сложно-напряженного состояния при больших удельных давле­
ниях и скоростях скольжения. В этих условиях исследования 
механики трения на лабораторных машинах не могут дать
полного представления о ряде процессов, происходящих на по­
верхностях скольжения. В первую очередь это связано с тем, 
что такие испытания проводятся на образцах, которые по
своей форме и размерам существенно отличаются от узлов 
трения реальных механизмов. Применение принципов моделиро­
вания и распространение результатов, полученных при моде­
лировании, на реальный механизм, как правило, сопряжено с 
большими трудностями и дает недостаточно надежные показа­
тели. В частности, размеры и форма поверхностей трения су­
щественным образом влияют на гидродинамику масляного кли­
на и на эпюру давлений в зоне трения, а эти факторы опреде­
ляют теплофизические характеристики узла в целом. Поэтому 
исследования параметров трения антифрикционных материалов 
должно завершаться стендовыми испытаниями реального узла 
машины.

Изготовленный нами стенд предназначен для испытания под­
шипников скольжения с различными смазывающе-охлаждающими 
жидкостями, подаваемыми под различным давлением в нагру­
женную или не нагруженную зону подшипника, консистентными 
смазками и всухую. Нагрузка на подшипник и скорость сколь­
жения могут изменяться в процессе испытаний в широких пре­
делах и поддерживаться в заданном режиме с высокой точ­
ностью. На стенде предусмотрено измерение суммарного изно­
са вала и подшипника, измерение температурного поля подшип­
ника и температурного градиента в его теле.

Стенд состоит из жесткой станины, установленной на
сварной тумбе, внутри которой размещены: автономная систе­
ма для подачи смазывающе-охлаждающей жидкости, электро­
двигатель постоянного тока 9 (рис. 2) для привода в движе­
ние вала контртела, два регулятора напряжения типа РНО-250- 
5, вентилятор для охлаждения регуляторов напряжения.

На станине закреплены: пульт управления стендом, задняя 
бабка и рабочая камера.
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Рис. I. Рабочая камера испытательного стенда.

Чугунная рабочая камера (рис. 1) состоит из двух половин, 
которые соединяются между собой болтами. Камера с торцов 
закрыта крышками: задней 12 глухой и передней 3 сквозной

для выхода вала. Вал 10 вращается в шариковых подшипниках, 
посаженных в крышках. На валу плотно насаживаются и за­
крепляются гайкой сменные втулки (контртела) 9. В отверстии
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Рис. 2. Кинематическая схема испытательного стенда.

верхней части камеры вставлена бронзовая втулка, в которой 
перемещается шток камеры нагружения 6. Со штоком камеры 
нагружения через специальный механизм связан индикатор ча­
сового типа 1 C ценой деления 0,001 мм для измерения сум­
марного износа.

Испытываемый подшипник 8 находится в корпусе 7 . 
Для уменьшения трения между штоком камеры нагруже­
ния и корпусом подшипника нагружение осуществляется че­
рез подшипники качения. Корпус испытываемого подшип­
ника зацепляется с помощью двух шипов с приводной
втулкой 4. На конце втулки жестко насажен рычаг уст­
ройства для измерения силы трения.

Для наблюдения за работой подшипника в задней 
крышке вмонтированы низковольтные лампы накаливания 
И , а на передней стенке корпуса 2 рабочей камеры 
имеется смотровое окно.

Задняя бабка служит промежуточной опорой. В корпусе баб­
ки на шариковых подшипниках вращается вал, на одном
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конце которого находится шкив клиноременной передачи, а на 
втором -  фланец для присоединения карданного вала. Кардан­
ный вал соединяет вал задней бабки с валом контртела через 
фланец 5.

В пульте управления собрана вся электрическая схема уп­
равления стендом. Здесь же располагается автоматический 
самопишущий потенциометр ПС-1-11 для измерения и записи 
температуры в 12 точках и самопишущий прибор Н-390 для 
контроля и записи силы трения. Измерение температуры в зо­
не трения осуществляется с помощью хромель-копелевых тер­
мопар диаметром 0,2 мм, которые устанавливаются в сверле­
ниях тела подшипника.

В средней части станины находится панель, на которой 
расположены манометры для контроля за давлением воздуха в 
системе нагружения и давлением смазывающе-охлаждающей 
жидкости, подаваемой в испытываемый подшипник.

Продолжительность испытаний отсчитывается по счетчику 
моточасов, установленному на станине слева. Для контроля за 
скоростью скольжения установлен тахометр 4 (рис. 2) типа 
T M -1 , 5Л, имеющий привод от конца вала задней бабки.

С и с т е м а  н а г р у ж е н и я  подшипника .  Рабочим телом 
в системе нагружения является сжатый воздух, который из 
баллона поступает к редукционному вентилю, назначение кото­
рого -  изменять давление воздуха и поддерживать это давле­
ние C заданной точностью. Из редукционного вентиля воздух 
поступает в камеру нагружения 12 (рис. 2 ). Камера состоит 
из двух половин, между которыми находится резиновая диаф­
рагма, Верхняя половина камеры и диафрагма образуют по­
лость, в которую подводится сжатый воздух. C диафрагмой 
связан шток. Давление воздуха передается от диафрагмы че­
рез шток на испытываемый подшипник. Контроль давления воз­
духа, подаваемого в камеру, производится образцовым мано­
метром C ценой деления 0,5 кгс/см^.

Система нагружения тарируется с помощью динамометра. 
Для разгружения подшипника воздух с помощью клапана страв­
ливается в атмосферу.

Емкость баллона позволяет без его подкачки произвести 
около тысячи сбросов нагрузки. Давление воздуха в баллоне 
контролируется манометром.

С и с т е м а  и з м е р е н и я  с и л ы  т р е н и я  работает следую­
щим образом: под действием силы трения между испытываемым 
подшипником 11 (рис. 2) и контртелом подшипник вместе с кор-
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Рис, 3. Зависимость температуры и коэффициента трения 
от скорости скольжения :

сплошная линия -  температура; линия с треугольниками -  
коэффициент трения.

пусом начинает поворачиваться. Поскольку корпус подшипника 
посредством двух шипов соединен с приводной втулкой 10, то 
она также приходит в движение. Круговому вращению корпуса 
подшипника, равно как и ведомой втулке, препятствуют пру­
жины 5 , свободно надетые на направляющий шток 6 , на кото­
рый в свою очередь опирается нагружающий рычаг 7, жестко 
соединенный с приводной втулкой 10.

Визуально сила трения фиксируется индикатором часового 
типа 8. Запись силы трения осуществляется на приборе H-390, 
входной сигнал на который подается от стабилизатора напря­
жения через резистор 1. Перемещение движка резистора осу­
ществляется спиральной пружиной 2 и стальным канатиком 
Ф 1 мм,переброшенным через блоки 3. Один конец канатика 
связан C направляющим штоком. Такой привод движка позволя­
ет устранить его свободный ход.

Соотношение плеч нагружающего рычага 1 : 5 .  При измене­
нии диаметра контртела предусмотрено изменение длины рыча­
га.
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С и с т е м а  п о д а ч и  с м а з ы в а ю щ е - о х л а ж д а ю щ е й  ж и д ­
кости ,  Смазывающе-охлаждающая жидкость, из бака, пройдя 
через сетчатый фильтр и теплообменник, насосом подается в 
зону трения испытываемого подшипника.

Отбор тепла в теплообменнике осуществляется за счет 
циркуляции воды из водопровода.

Смазочная жидкость может быть подана в нагруженную или 
не нагруженную зону испытываемого подшипника. Температура 
жидкости на входе и выходе из зоны трения контролируется 
термометрами.

Давление жидкости регулируется числом оборотов двигате­
ля постоянного тока.

Нами проводились стендовые испытания подшипников сколь­
жения из древесины березы, модифицированной фенолоформаль- 
дегидной смолой, содержание которой в древесине составляло 
12% по сухому остатку.

Целью испытаний на первом этапе было определение тем - 
пературн(^го поля подшипника при постоянной нагрузке (Р -  
5 кгс/см^) в зависимости от скорости скольжения и определе­
ние величины коэффициента трения в зависимости от этих 
режимов при работе с жидкой смазкой. Смазка подводилась в 
ненагруженную зону подшипника под давлением 3 + 0,2 кгс/см^.

Измерение температуры проводилось в шести точках под­
шипника. Термопары располагались по окружности подшипника 
через 60 на расстоянии 0,2 -  0,4 мм от поверхности трения.

Результаты испытаний представлены на рис. 3. Линии 1 - 6  
иллюстрируют температуры в каждой точке в зависимости от 
скорости скольжения. При изменении скорости скольжения от 
0,5 м/с до 2 м/с температура в ненагруженной зоне (точ­
ки 4, 5 ) почти не изменяется, что можно объяснить хорошим 
отводом тепла из этой зоны за счет подводимой смазки.

При подводе смазки в нагруженную (верхнюю) зону под­
шипника наблюдался интенсивный рост температуры даже в 
точках 4, 5.

Коэффициент трения при изменении скорости скольжения от 
0,5 м/с до 2 м/с изменяется в небольших пределах.

Некоторое уменьшение коэффициента трения с увеличением 
скорости скольжения происходит за счет улучшения условий 
смазки, условий образования масляного клина между трущими­
ся поверхностями.
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Р Е Ф Е Р А Т Ы

УДК 536.25;532Л35

Свободная конвекция нелинейновязких жидкостей при гра­
ничных УСЛОВИ51Х второго рода, Ш у л ь м а н  З.П., З а л ь ц г е н д -  
л ар  Э.А., Б а й к о в  В.И. "Теоретическая и прикладная меха­
ника", 1975, вып. 2, с.

Получены автомодельные решения задач стационарной сво­
бодной конвекции нелинейновязких жидкостей при граничных 
условиях второго рода. Рассмотрены случаи: 1) вертикальной 
пластины; 2) клина; 3) плоской критической точки; 4) верти­
кального цилиндра; 5 ) вертикального конуса и 6) пространст­
венной критической точки. Проанализированы возможности по­
лучения автомодельных решений при учете осложняющих фак­
торов: 1) теплозависимости коэффициента консистенции; 2) пе­
ременных тепловых потоков на стенке. -  Библ. 6.

УДК 536.25:532.135

Пространственная свободная конвекция______ нелинейновязких
жидкостей около тонких тел вращения. Ш у л ь м а н  З.П., Б а й ­
ков  В.И., З а л ь ц г е н д л е р  Э.А. "Теоретическая и прикладная 
механика", 1975, вып. 2, с.

Получены и проанализированы автомодельные решения
пространственной задачи свободной конвекции нелинейновязких 
жидкостей около тонких тел вращения. Исследовано влияние 
поперечной кривизны на теплообмен и трение на стенке. Чис­
ленные расчеты ̂ проведенные модифицированным методом Нью­
тона, показали, что в тех случаях, когда толщина погранично­
го слоя сопоставима с радиусом тела вращения, влияние попе­
речной кривизны весьма значительно. -  Ил. 2. Библ. 8.

1



Влияние свойств материала диэлектрика на скорость его 
вращения в электрореологической суспензии в электрическом 
поле, Н о с о в  В.М. "Теоретическая и прикладная механика", 
1975, вып. 2, с.

Приводятся результаты экспериментального исследования 
вращения диэлектрика в постоянном электрическом поле в 
электрореологических дисперсных системах.

Показано влияние материала диэлектрического ротора на 
скорость его вращения в электрическом поле. Обнаружена 
корреляция скоростью вращения п и электрофизическими ха­
рактеристиками материала: удельным сопротивлением р  и ди­
электрической проницаемостью В . Установлена возможность 
интенсификации эффекта вращения диэлектрика путем изменения 
электрофизических характеристик материала тела вращения. -  
Ил. 2. Табл. 1. Библ. 7.

УДК 532.135:537.212

УДК 532.135.541.182.001.5.

Влияние бензина АИ93 на вязкостные свойства________ масел
MlOFg и М12Г. А л е х н о в и ч  Г.Н. "Теоретическая и приклад­
ная механика", 1975, вып. 2, с.

В результате попадания бензина в систему смазки изме­
няются вязкостные свойства масла. В работе приведены дан­
ные, полученные в результате исследования в большом диапа­
зоне скоростей сдвига и температур, о влиянии степени кон­
центрации бензина на вязкостные свойства масла. -  Ил. 2. 
Табл. 1.

УДК 621.822;532.135

Некоторые вопросы расчета не изотермического ламинарного 
течения реологически сложных жидкостей в щелевых каналах. 
П и к у C Ю.М. "Теоретическая и прикладная механика", 1975, 
вып. 2.

Рассмотрено не изотермическое течение реологически слож­
ной жидкости в щелевом канале между коническими поверхнос­
тями применительно к задаче теории смазки конических гидро­
статических упорных подшипников C центральной камерой. В 
качестве исходной реологической модели использовано урав­
нение нелинейно-вязкопластичной среды. Получены формулы



для определения расхода и нагрева смазочной среды, затрат 
мощности на ее прокачку, несущей способности с учетом дис­
сипативного тепловыделения при работе опоры в режиме мед­
ленных перемещений. -  Ил. 1, Библ. 5.

УДК 62Ь822:532Л35.

Влияние центробежных сил инерции при ламинарном течении 
реологически сложных жидкостей в щелевых каналах. П и-
к у с  Ю,М. "Теоретическая и прикладная механика", 1975, вып. 
2, с.

Рассмотрено влияние центробежных сил инерции при изо­
термическом ламинарном течении в щелевых каналах реологи­
чески сложной нелинейно-вязкой жидкости применительно к 
задачам теории смазки конических и плоских гидростатических 
подпятников C центральной камерой. Приведены формулы для 
расчета основных характеристик этих опор с учетом центро­
бежных сил. Получены зависимости, позволяющие установить 
границы влияния этих сил для сред с различными значениями 
показателя не ньютоновского поведения. -  Ил. 1, Библ. 6.

УДК 532,135.

Влияние магнитного поля на реологические характеристики 
ферросуспензий. Я щ е р и ц ы н  В.П. "Теоретическая и приклад­
ная механика", 1975, вып. 2, с.

Приводятся кривые течения суспензий на основе ферропо­
рошка P I O b однородном поперечном магнитном поле. Под воз­
действием внешнего магнитного поля ферросуспензии приобретают 
ярко выраженные не ньютоновские свойства, значительно повы­
шается предел текучести. Показано, что кривые течения впол­
не адекватно описываются обобщенным уравнением нелинейно­
вязкопластичной среды Шульмана. Получены эксперименталь­
ные зависимости параметров этого уравнения от величины 
напряженности магнитного поля. -  Ил, 1, Библ. 1.

УДК 532.135

Магнитореометр для исследования реологических свойств 
ферромагнитных текучих сред в магнитном поле. • Я щ е р и ­
цын В.П. "Теоретическая и прикладная механика", 1975, 
вып. 2, с.



Описывается устройство соосноцилиндрического реометра 
для исследования реологических сред в однородном магнитном 
поле, ориентированном по нормали к поверхностям сдвига. 
Рассмотрен ряд специфических требований, предъявляемых к 
приборам подобного типа. -  Ил. 1. Библ. 1.

УДК 532.135.541.182.001.5

Исследование пристенного скольжения при движении вязко­
пластичных систем в плоских конических насадках. К о з е -  
ев  М.П. "Теоретическая и прикладная механика", 1975, 
вып. 2, с.

В работе произведено исследование движения консистентной 
смазки ЦИАТИМ-201, строительной глины и мучного теста в 
плоских конических насадках. Получены числовые значения 
коэффициента пристенного скольжения. Установлена зави­
симость этого коэффициента от угла раствора конического на­
садка и влажности исследуемой системы, -  Табл. 1.

УДК 532.135 -  541.6

Реологические свойства кремнийорганических полимеров. 
Г л у б о к и й  В.И. "Теоретическая и прикладная механика", 
1975, вып. 2, с.

Приведены результаты исследования реологических свойств 
растворов полиорганосилоксановых смол и некоторых компози­
ций на их основе. Установлено их реологическое состояние и 
влияние концентрации смолы и модифицирующего полиэфира, а 
также температурного фактора на реологические свойства. -  
Ил. 3.

УДК 533.6.011

К задаче о движении сильной ударной волны в покоящемся 
газе. У с т и н о в  М.Д. "Теоретическая и прикладная механика", 
1975, вып. 2, с.

При исследовании ряда задач одномерной газовой динамики 
в некоторых случаях постоянные, фигурирующие в условиях 
задачи, и независимые переменные позволяют образовать 
две независимые безразмерные комбинации, но анализ гра­
ничных условий (и  уравнений движения) позволяет нелинейную



систему уравнений в частных производных, описывающих тече­
ние газа, свести к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений.

В работе рассмотрена обратная задача о нахождении дви­
жения поршня, порождающего заданную ударную волну, двигаю­
щуюся в покоящемся газе. -  Библ. 10.

УДК 622.276.43.

К расчету фильтрационного потока жидкостей в_____ системе
скважин. Ш ай М у р а т о в  Р.В . "Теоретическая и прикладная 
механика", 1975, вып. 2, с.

Приводится алгоритм численного решения задачи вытесне­
ния нефти водой при площадном заводнении пласта до и после 
прорыва воды в эксплуатационные скважины. -  Ил. 2. Библ. 2.

УДК 532.5

Анализ работы делителя потока. Кашин  Ю.А., Ш к о л ь н и ­
ков  Л.Б. "Теоретическая и прикладная механика", 1975,
вып. 2, с.

Выполнен анализ работы делителя потока. Задача решена 
для плоского случая. Рассмотрено равновесие регулирующего 
органа, находящегося под действием сил вязкого трения и 
гидростатического давления. -  Ил, 3. Библ. 2.

УДК 678.01:539.4.015.1

К расчету диаграмм растяжения композитного материала. 
С т а в р о в  В.П., Т и т е н о к  В.И. "Теоретическая и прикладная 
механика", 1975, вып. 2, с.

Простейшая статистическая (континуальная) модель, учи­
тывающая хрупкие разрушения в структуре, применена для 
построения диаграмм деформирования хаотически армированно­
го композитного материала, расчета предела прочности и меры 
микроповрежденности при одноосном растяжении. Показана 
связь нелинейного поведения композитных материалов под 
нагрузкой C микроповреждениями в структуре, обусловленными 
ее неоднородностью. -  Ил. 3. Библ. 11.



О распределении начальных напряжений в композитном ма­
териале. C т а в р  ОБ В.П,, Kp у т ь  Л. А. "Теоретическая и при­
кладная механика", 1975, вып. 2, с.

Дано решение статистической краевой задачи теории упру­
гости в реализациях. C помощью метода статистических испы­
таний выведен закон распределения случайных напряжений в 
компонентах композитного материала. -  Ил. 3. Библ. 8.

УДК 539.3,

УДК 539.3

Примеры решения некоторых задач математической теории 
упругости в неортогональных рядах. К р у ш е ь с к и й  А.Е., Ч у -  
P а ко в В.М. "Теоретическая и прикладная механика", 1975, 
вып. 2, с.

Дается замкнутое решение в не ортогональных рядах задачи 
о равновесии упругого квадрата и прямоугольника под дейст­
вием ступенчатой, треугольной и сосредоточенной нагрузки. 
Все вычисления, на основании которых построены графики 
напряжений, произведены на ЭВМ "Минск-22". Приводится так­
же численное исследование задачи о равномерном вращении 
упругого цилиндра вокруг неподвижной оси на основе замкну­
того решения в неортогональных рядах. -  Ил. 3. Табл, 2. 
Библ. 5.

УДК 621.81:539.4.

Применение методов аналитической механики к задаче оп­
ределения напряженного состояния корпусных деталей прессов. 
К р у ш е в с к и й  А.Е., К о н д р а т ю к  В.Ф., Б о й к о  Н.Я., Ши- 
п о в с к и й  В.М. "Теоретическая и прикладная механика", 1975, 
вып, 2, с.

Для выполнения равновесия внутри и в отдельных точках 
на поверхности составляются уравнения связей, которые вклю­
чаются в вариационные уравнения с помощью множителей Лаг­
ранжа. Весь процесс формирования расчетных уравнений, реше­
ние и вычисление напряжений производится на ЭВМ''!Минск-22.'^ 
Выполненные конкретные расчеты стола пресса К25 35А и
станины пресса К8544 обнаруживают удовлетворительное сов­
падение расчетных и экспериментальных результатов. -  Ил. 4. 
Табл, 2. Библ. 2.
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К вопросу о равновесии упругого параллелепипеда причаст­
ных видах нагрузки. Б о й к о  Н.Я. "Теоретическая и прикладная 
механика", 1975, вып. 2, с.

На основе вариационного метода перемещений с помощью 
рядов Фурье и дополнительных членов дано решение некоторых 
частных задач о равновесии упругого параллелепипеда при за­
данных на его двух противоположных граняк касательных 
напряжениях и нормальных перемещениях или касательных пе­
ремещениях и нормальных напряжениях. Граничные условия 
удовлетворяются точно. Постоянные интегрирования определя­
ются из условий закрепления параллелепипеда по двум гра­
ням. -  Библ. 13,

УДК 539>3.

УДК 539.319.096 +016.3

Приближенный расчет термоупругих напряжений в биметал­
лических отливках. Г у р и н  С.С., Л а м б и н а  Е.Н. "Теоретичес­
кая и прикладная механика", 1975, вып. 2, с.

В статье вычисляются термоупругие напряжения, возникаю­
щие при изготовлении биметаллического диска с легкоплав­
кой перегородкой между цилиндрической и кольцевой его час­
тями, Определяются также остаточные термоупругие напряже­
ния, обусловленные спецификой конструкции биметаллического 
]диска I. -  Библ. 3.

УДК 534.11

Определение масс тяжелых точек на приведенных схемах 
балок при расчетах частот собственных изгибных колебаний. 
Д у б к о  А.Н, "Теоретическая и прикладная механика", 1975, 
вып. 2, с.

Рассмотрена задача о построении приведенной схемы балки 
в виде невесомой упругой связи с тяжелыми точками для 
определения частот собственных изгибных колебаний. Выведена 
формула, позволяющая вычислять величины масс тяжелых то­
чек в зависимости от всех конструктивных и геометрических 
особенностей балки. -  Библ. 4,



О преобразовании тензоров в пространстве трансляций_____и
поворотов твердого тела> В и х р е н к о  В.С., К у л а к  М.И. "Тео­
ретическая и прикладная механика", вып. 2, с.

Динамические характеристики абсолютно твердого тела
рассматриваются как тензоры в шестимерном римановом
пространстве с метрикой, определяемой тензором коэффициен­
тов инерции* Исследуется преобразование указанных характе­
ристик при изменении положения полюса и ориентации, свя­
занной C полюсом декартовой системы координат относительно 
тела. -  Библ. 5.

УДК 533л 23 + 53U36

УДК 53и з  + 629.11.012.5

К вопросу о понижении порядка выражений, описывающих 
реакции связи катящегося деформируемого колеса. Л е ­
вин М.А. "Теоретическая и прикладная механика", 1975,
вып. 2, с.

Дается подробный вывод выражений более низкого порядка 
для изменяющихся во времени реакций связи деформируемого 
колеса, катящегося по абсолютно твердой плоскости качения 
при пренебрежимо малом проскальзывании в области контак­
та, -  Библ. 5.

УДК 531.78 +629.11.012.5

Экспериментальное определение характеристик пневматика 
при боковых гармонических воздействиях. Л е в и н  М .А,, Г у р -  
вич Ю.А, "Теоретическая и прикладная механика", 1975, 
вып, 2, с.

Излагаются результаты экспериментального определения не­
стационарных характеристик деформируемого колеса с шиной 
(пневматика) 135-254 модели В-19А на специализированной 
установке, позволяющей снимать амплитудно-частотные харак­
теристики боковых сил в функции кинематической частоты, и 
некоторые результаты экспериментального исследования ста­
ционарного увода того же пневматика. -  Ил. 3. Табл. 1,Библ. 7,



О механизмах движения по сложному закону в одном нап->- 
равлении с остановками. Б а д е е в  В,П., М а р г о л и н  Ш.Ф, 
"Теоретическая и прикладная механика", 1975, вып, 2, с.

Рассматриваются два механизма, в которых ведомое звено 
вращается все время в одном направлении по сложному зако­
ну C остановками. Один механизм улиточного типа очень
сложен в изготовлении и дорог. Другой механизм, предложен­
ный авторами, состоящий из простых плоского кулачкового и 
дифференциального механизмов, может с успехом его заменить 
при сохранении требуемого закона движения. -  Ил. 2, Табл. 1.

УДК 621,835

УДК 620.1.05:531,44

Стенд для исследования механики трения, М о и с е е в  А,В., 
О л е х н о в и ч  Ф.М., М а т ю ш е н к о  Ф.И. "Теоретическая и
прикладная механика", 1975, вып. 2, с.

Приведено описание конструкции стенда для исследования 
механики трения. Стенд позволяет испытывать подшипники 
скольжения из различных антифрикционных материалов в широ­
ком диапазоне нагрузки на подшипник в широком интервале 
скоростей скольжения.

Испытания можно проводить как в условиях сухого трения, 
так и при подаче различных смазывающе-охлаждающих жидкос­
тей. -  Ил. 3.


