
Согласно (37)  и (38) малость вклада релаксирующих частей вяз­
костей объясняет практическое отсутствие частотной зависимости 
коэффициентов вязкости. Можно ожидать обнаружения частотной 
дисперсии вязкостей на существенно более высоких частотах.

ЛИТЕРАТУРА

! . М и х а й л о в  И.Г., С о л о в ь е в  В.А., С ы р н и к о в  Ю.П. Основы мо­
лекулярной акустики. — M., 1964. 2. H е м ц о в В.Б. Статистическая теория 
гидродинамических и кинетических процессов в жидких кристаллах. — ТМФ, 
2 5 , 1975,  № 1. 3. N е m t S О W V.B. Statistical hydrodynamics of cholesteric 
liquid Crystals. — Physica, 86A, 197 7 .4 . H e м ц о в В.Б. Частотная дисперсия 
кинетических коэффициентов нематических жидких кристаллов. — В сб .: 
Физика жидкого состояния. Киев, 1977, №5. 5 . M a r t i n o t y  P., C a n d a u S .  
Determination of viscosity coefficients of a nematic liquid crystal using a 
shear waves reflectance technique. — Moi. Cryst. and Liquid Cryst., 14, 1971.
6. B a r r a t P.G., L e s l i e  F.M. Reflection and refraction on an obliquely 
incident shear wave at solid—nematic interface. — Iourn. de Phys. Coll., 3, 40, 
1979. 7. L e e Y.S., Go l u b  S.L., B r o w n  G.H. An ultrasonic shear wave 
study of the mechanical properties of nematic liquid crystal. — I. Phys. Chem., 
76, 1972, N 17. 8 . K i r у F., M a r t i n O t у P. Ultrasonic investigation of ani­
sotropic viscosities in a nematic liquid crystal. — Iourn. de Phys., 38, 1977,
N 2. 9. П. д е  Ж e H . Физика жидких кристаллов. — M., 1 9 7 7 .1 0 . A Э P  O Э.Л., 
Б у л ы г и н  А.Н. Гидромеханика жидких кристаллов. — В сб .: Гидромехани­
ка. M., 1973, т. 7 . 11 .  Ф е д о р о в  Ф.И. Теория гиротропии. — Мн., 1976.
12. P а г о d i О. Stress tensor for а nematic liquid crystal. — Iourn. de Phys., 31, 
1970, 5 8 1 . 1 3 . Н е м ц о в В . Б . О  статистической теории вязко-упругих 
свойств асимметричных сред. — ПММ. 3 5 ,1 9 7 1 , № 3. 14. Н е м ц о в  В.Б.,
P о T T  Л.А. К статистической теории упругих свойств конденсированных 
систем. — В сб .: Применение ультраакустики к исследованию вещества. M., 
1968, вып. 23. 15. Б р у к - Л е в и н с о н  Э.Т., В и х р е н к о  В.С., Н е м ц о в  
В.Б. Статистическая оценка дополнительных высокочастотных модулей уп­
ругости асимметричной среды. — Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. наук, 1971,
№4.

УДК 531.3+629JL 0 1 2 .5

М.А.Левин

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ РЕАКЦИИ ОПОРНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
ПРОСТЕЙШЕГО КАТЯЩЕГОСЯ ДЕФОРМИРУЕМОГО КОЛЕСА

В работе рассматривается простейшая модель деформируемо­
го колеса, являющаяся частным случаем рассмотренной в [ 1 ]
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= const; О ( " f ) ; = 0 . Предполагает*
Q = const. Особенностью данной рабо-

при b = N | = N 2 = 0 . При этом диск колеса движется так, что зада- 
н ы х ^ ( Г  ),Zj,  = z 0̂
ся также, что  ̂ = оС ^
ты в сравнении с [ 1 ] является удержание коэффициентов поряд­
ка перед малыми отклонениями в сравнении с оС  ̂ в [ 1 ] .
Это обстоятельство позволяет повысить точность рассмотрения 
механизма качения в случае простейшей модели, которая пред­
ставляет также и самостоятельный интерес. C другой стороны, 
данную работу можно рассматривать как обобщение результатов, 
содержащихся в [ 2 , 3 ] . Ниже даны также соотношения, описываю­
щие стационарное качение, вытекающие как частный случай из 
уравнений нестационарного. Изложение ведется со ссылками на 
работу [ 1 ] и в обозначениях этой работы.

.......

Рис. 1. Силы, действующие в области 
контакта колеса в свободном режи­
ме качения:
а — в предположении об отсутствии 
сил трения; б — схема сил трения; 
! —зависимость 2q|/R(c2—2 с j/3); 
2 — зависимость

Предполагается, что проскальзывание отсутствует, точнее — зо­
ны проскальзывания пренебрежимо малы в сравнении с длиной 
области контакта. Принимается также, что энергия, накопленная 
деформируемой периферией в области контакта, рассеивается за 
промежуток времени, соответствующий повороту диска на угол 
порядка TC . В момент времени при угле поворота диска, равном
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t ’ (см. рис. I b [ 1 ] ) ,  точка деформируемой периферии (конец 
стержня), впервые вступающая в контакт с плоскостью качения 
чу, в данном случае не имеет начальных деформаций и сов­
падает C соответствующей ей на диске точкой А, которая в такой 
постановке совпадает с пересечением окружности радиуса R в плос­
кости диска и следом ее на плоскости ху, т.е. ( ^ , 0 ) = 0 .

В данном случае, когда рассматривается простейшая стержне­
вая модель, на единицу первоначальной длины элемента деформи­
руемой периферии RdL, (здесь L, = jLc , так как cL- const) в си-

Iстеме ортов 6 ,̂ е'2 , 63 [ 1 ] действуют распределенные усилия 
qj = ; q2 = С2 Х 2 ; Я3 ” 3̂ Х 3 . Подставив эти значения в вы­
ражения ( 2 . 4 ) , (2.5) [ 1 ] ,  найдем с удержанием в коэффициентах 
при X j и Х 3 членов порядка не выше следующее соотноше­
ния:

Я2“ ^2'^2 ’ (1)

Яз= (CJ-C3 ) (сС—Ё,) [ l - ^ ( ^ —^)^l'Ki+[c^+(cj-c^)'(cL-Ł,)^]X^.

Рассмотрим движение, мало отклоняющееся от невозмущенно­
го. Наряду C малым отклонением в введем

U j  ( г  )  =  Х ^ . ( ' і - )  — г Г  ; U 2 ( r )  = У с ( ^ ) - (2)

Под невозмущенным движением понимается

Усо= ^cO= ’

где г -  радиус качения в свободном режиме, когда P j = O b этом 
невозмущенном движении.

Удерживая малые отклонения в степени не выше первой, из 
выражений (3.4) и (3 .6) в [I ] при " ^ ( ^ ,0 )  = 0  находим зави­
симости X  Х 2 , Х д .  Например, для X   ̂ получаем

X j = U J ( L) ” 4 1 ГР ) “ Rsin (<<.— ^ )“ Г L,+Rsin оС .

Подстановка X j  Х 2 , Х 3 в выражение (4.1) [ 1] позволяет 
найти все составляющие реакции опорной плоскости. Из усло­
вия P j =O в невозмущенном движении, когда u j = 0 , находим, что 
X j должно удовлетворять условию X j (ё,) = -  X j ( 2 оС- ^ ) . По­
следнее дает

3 З а к . 5616
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r = RsinoC/oC^R(l -^oC^/6 ) ,  ( 3 )

что позволяет привести выражения для Х 2, Х 3 к виду

X i ( n ć , ) = U i ( < ^ - ą )  - U j (i") + {» с -ё ,)г  -  Rs i n( o ^- ą ) ;

Х2 ( Г , ^ )  = U2 ( ^ ^ - ą ) - U 2 ( Г )  + RsinX-& ( r - ś ^ )  -  (4 )

-  ( ^ - ś , ) r  Р) ;

Хз(¥^, ^)  = R [cos COS оС] .

Выражения (4) совпадают с (5.9)-“ (5.11)  в [ 1 ] ,  если учесть, 
что в данном случае W| = U|; W2 = U2 ; U3 = 0 ; /u-= ś, ; b = /3 = 0 .

Подставляя соотношения (4) в ( 1 ) с удержанием коэффици­
ентов порядка не выше оі  ̂ перед малыми отклонениями и сво­
бодные члены порядка не выше (в результате интегрирования 
при вычислении составляющих реакции связи в пределах от О до 
2 ci порядок коэффициентов перед малыми отклонениями по­
высится на единицу), получаем

q i ( ł ’ , ą )  = [ci + (c3 - c j )  [ u j ( f - ^ , ) - U j ( i ^ ) ]  +

+ R ą ( o C - ą )  (3 c3 --2c j ) / 6 ;

42 C2 [U2 ( "̂ —ą )  - U 2 (V’ ) + R ° < - ( )̂

- ( . C - ą ) R e ( r ) ] ;

4 з ( ^ , ^ )  = ( с і - с з )  K - ą )  [ U i ( f - ą ) ~ u j ( i ^ ) ]  +

+ C3R £ , ( 2 <,C-fe,)/2 .

Графики для и Q3 в невозмущенном движении приведены 
на рис. 1, а. В выражении для qj ( можно в некоторых случа- 
ях опустить член ( с з - C j )  (»<-—^)  ̂ в сравнении с Cj.

Подставляя полученные значения (5) в выражения (4.1) [ 1] ,  
найдем

2Х
P j ( Г )  = R J [Ci+(C3-Cj) (=̂ — [ U j( f - ą ) —Uj(y>)]d&,; 

О

Р2(‘Р) =Rc2 n ii2 (r - ą )  -U 2 (i^ ^ R ^ (r-ą )]d ^  ; 
о
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?^ (Г) =R(CJ-C3) ] V - ą )  [Uj (У- ą ) -UjCi=) ] d ^ + ~ C 3 R 2 . c 3 ;
о

M j ( r )  = ^ r2 J ą ( 2 ^ - ą ) [ u 2 ( y - ą ) - u 7 ( y )  +
о

+ ^ R 0  (r-ą) ]dfe,+Rcoso^P2(y) ;  (6)

М 2 ( У )  =  - r 2  M u j  ~ ą )  - U j  { У )  ]  [  ( ( c j  -С3 ) ( ^ - ą )  2  +

+ — ą, (2oC-ą)]dą-RcosotPj (y)-M^sign( Ў );

9 2^
М3  (У) =C2 R^J [u2 (y-ą)+oCR& (i^-ą)] (<<--ą)d£,-

O

-  | c2R^oc3 0 (Г) .

B выражении для М2 ( добавлено слагаемое момент
реакции связи в свободном режиме движения, когда P^=O . Эта 
пеличина является еще одним параметром модели, также как с j , 
С2, С.3 , R и2оС, Если не вводить M ,̂ то в невозмущенном движе- 
11ИИ получилось бы M2=0 наряду C P̂  =М2 =M j =Мз=0 и Р3 =

2R  ̂ Это объясняется тем, что приведенная выше модель
деформируемого колеса характеризуется диссипацией энергии за 
пределами области контакта, а также тем, что мы пренебрегаем 
:щесь проскальзыванием в области контакта, хотя и весьма малым. 
Слагаемое M  ̂позволяет просто учесть диссипацию энергии в сво­
бодном режиме. Дело в том; что в первом приближении рассеива­
ние энергии при качении, когда Pj =0 , можно объяснить за счет су­
хого трения элементов деформируемого колеса. Очевидно, что 
наибольшие деформации иг^еют место в направлении орта 63 и 
поэтому такое рассеивание энергии можно считать в первую оче- 
[)едь следствием деформаций Х 3 .

Механизм внутреннего трения для различных деформируемых 
колес может существенно отличаться. Чтобы выяснить физическую 
сущность явления, достаточно воспользоваться простейшей мо­
делью внутреннего трения, например, следующего вида. Предпо­
ложим, что элементы периферии, перемещающиеся по вертикали 
вследствие деформации Х 3 , скользят относительно срединной 
плоскости колеса и при этом прижимаются к ней так, что возника­
ет сухое трение. На рис. 1, б показаны деформации Х 3 в двух по­
ложениях колеса. Из рисунка видно, что в пределах 0 <  ^  <  oć
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элементы периферии смещаются вверх по отношению к срединной 
плоскости, а в пределах 2 <L ~  вниз. В результате возни­
кает в первом приближении распределенное давление , дейст­
вующее на колесо со стороны опорной плоскости. Действитель­
но, для перемещения элемента периферии вверх при наличии су­
хого трения необходимо приложить силу, направленную вверх. 
Очевидно, что | q*| зависит от ’’коэффициента” внутреннего трения
и от сил, C которыми элемент прижимается к введенной здесь 
плоскости. Все эти факторы приводят к возникновению одного 
дополнительного момента который является моментом реак­
ции связи в режиме движения, когда Р| =0, и одновременно момен­
том трения качения в этом режиме. Это означает, что вдоль орта 

действует дополнительная составляющая -M^sign ( iP ) .
Выше был показан один из возможных вариантов объяснения 

возникновения момента трения качения в свободном режиме ка­
чения. Конечно, детали процесса взаимодействия проскальзываю -* 
щих внутренних элементов периферии и связанная с этим проскаль 
зыванием форма петли гистерезиса в действительности гораздо 
сложнее. Однако каковы бы ни были эти особенности, они всегда 
приводят к одному и тому же интегральному результату, а имен­
но, к возникновению рассмотренного момента, являющегося ме­
рой рассеивания энергии в режиме качения P^=O. Ясно, что мощ­
ность диссипации энергии в этом режиме равна .

Заметим, что теоретическое определение требует знания мно 
гих параметров внутреннего трения, которые также определяются 
экспериментальным путем. Не отвергая ценности детального рас­
смотрения, укажем на то, что проще найти из опыта, так как 
последнее требует нахождения только одного параметра, каковым 
и является величина M .̂ Последняя может быть найдена, например, 
из опыта Кулона, который использовал нить, намотанную на вал 
свободного колеса, с двумя подвешенными на ее концах грузами.

В качестве примера рассмотрим движение при постоянных си­
лах по следующему закону:

х^(Г) = (г+Л^)Г ; у^( і Р ) = Л2 ^ ;  ^ = 0 ;

Л| = const ; Л2 = const,

что дает с использованием соотношений (2) и (6) и удерживани­
ем членов порядка не выше следующее выражение для со­
ставляющих реакции опорной плоскости, приведенных к центру 
колеса:
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P j = - 2 с і  

^2, ~ —^^2 j

Рз = I  сзК^с^Зр + д^ ( с і - Сз ) / Яс з ]  ;

М, -  -? C3R2 оі.'^Аз + R ( l -  Л ^12)?2]

Мз = - R ( l  -  ot2/2)P,  + -JC^R2c^4д^ _

М3 = ^ .^^r 2c2A2 .

( 7 )

При этом U J ( )  = Л| г  ; П2І ^ )  = ^ 2 ^  ’  ̂ ~
Для момента с осью в направлении орта и проходящей че­

рез центр области контакта получаем М2 »= CiR cL^Ai -  M .̂^  Cj R ^ o-L "^Aj

Таким образом, знак указанного момента зависит при достаточно 
больших ЛI не от направления вращения, а от знака Л . Это яв­
ление подтверждается экспериментом, описанным в работе [ 4 ] , 
где отмечается, что в тормозном режиме (ему здесь соответствует 
Л J > 0) этот момент направлен по ходу вращения колеса, а не 
против.

Отметим также аналогию между выражениями для Р| и Р2 . 
Подводимая к колесу мощность, если удерживать члены порядка 
не выше оказывается равной

N = N ' + N" ;

n ' = - P 2 A 2 ^  = 2с2 ^RA^ ;

n "= - [ Р ]  (г + А, )  + М2] = ( - P j A j +M^) ^ =

= 2с J (>с  ̂RA I  [! + ( 0 3  — Cj)oi-"/3c|]'P + M^“f

( 8 )

Для случая качения колеса в своей срединной плоскости мо­
жет быть установлена связь с известными экспериментальными 
фактами в [4] . Так как Л | = г *- г, где — радиус качения ко­
леса, то выражения для P | и M 2 можно представить в таком виде
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Pł ^ 2 =  ( ^ > 0 ) -

Заметим, что здесь P | и M 2 составляющие реакции опорной 
плоскости, приведенные к оси колеса. В теории автомобиля рас­
сматривается также крутящий момент, приложенный к оси колеса

м'г = -М 2 =  - ё , 5  ( г ^ - г )  +M^.

Коэффициенты иМ.  ̂ обычно определяются эксперимен­
тально. В нашем случае

= 2 cj  cc2 r [ i + ( С з - с , ) ^ 2 / з^^]  .

ąO =R( 1  _  ^ 2 / 2 )  + I

Зависимости для , М2 и M 2 хорошо согласуются с опытом (см., 
например, [4]  ̂фиг. 11 на с. Ś k ) , который подтверждает их линей­
ный характер в функции от Л j .

Приведем также зависимости Pj (М2 ) HM^(Pj) ,  которые 
здесь оказываются следующими:

Pl = ( М2 - M^ )  / ^ 5 ;  М2 = Р і £,§/^У.+ М^.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ПРОДОЛЬНОЙ РЕАКЦИИ КАТЯЩЕГОСЯ ДЕФОРМИРУЕМОГО КОЛЕСА

Исследование сил, действуюидих на катящееся деформируемое 
колесо со стороны опорной поверхности, составляет предмет те­
ории качения. Уравнения теории качения в динамике транспорт-
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