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Н.Я.Бойко
РАВНОВЕСИЕ УПРУГОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА C ТРЕМЯ 

СВОБОДНЫМИ ОТ НАГРУЗКИ ГРАНЯМИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКИ НА ЧЕТВЕРТОЙ ГРАНИ 

И ИМЕЮЩЕГО НУЛЕВОЕ НОРМАЛЬНОЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЕ 
И ОДНО НУЛЕВОЕ КАСАТЕЛЬНОЕ НАПРЯЖЕНИЕ 

НА ОСТАВШИХСЯ ДВУХ ГРАНЯХ

Эта задача решается, как задача статики, для упругого паралле­
лепипеда при известных на торцах z = ± ^  нормальных перемеиде- 
ниях и касательных напряжениях. Как известно, это сочетание крае­
вых условий дает возможность получать решение задачи в замкну­
том виде. Имеет следуюидие краевые условия:

при Z = ± ^ (1)

при У = + -§ ^ ~'^'^у \у  zy ^ (2)

при у = -  ^ <̂ у = ^ Xy = ^ z y  = O; (3)

при X = ± ^ ®̂ х ~ ^  ух ~ ZX ~ (4)

Решение задачи (1) ~ ( 4 )  получается как результат наложения 
решений двух задач, а именно: задачи сжатия с теми же условиями 
( 4 ) , но

при Z ±  ̂ ^  XZ ^  ^yz

при у =

. J i
2
Ь

приу = +-^ ^ Xу у ’  ̂ ху ^zy 0 ;

2 ^y ^  у ’  ̂ ху Zy 

и задачи изгиба с теми же условиями ( 1 ) и ( 4 ) , но
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( I ' )

(5)

( 6 )



при у = + -| ^y ’ ху ^ z y   ̂ ’ (7)

при у = -  ^ ^ y  ^y ’ ^ x y ” " ^ z y “ ^ ' (8)

Решение задачи ведется на основе вариационного метода пере­
мещений, используя ряды Фурье, неполнота которых на торцах от­
резка устраняется дополнительными членами.

Искомые перемещения имеют вид:

+ + - ^ 0 2 - ^ -  D L j +

_1_ ^  гтт • / 2TTiz. . , 27fiz . I+ .E Sin ( - - -  ) + cos ( — —  ) ] ;

. ^ r , ,  ■ / 21^iz , , , ,  , 2ті iz , ,+ .E [V.^ Sin cos

I г 117 • / 2TXiz \ X \\i / 2rciZ I+ ,E  ̂ [Wig s i n ( — — ) + W . ^ c o s ( - ^ ) ] .

(9)

Зависимость обобщенных перемещений ^О’ ^О’ ^ ic ’ 
^ іс’ ^ is’ ^ is’ ^ is  координаты у представляется аналогично.

Для решения задачи используются объемные уравнения равно­
весия, полученные из вариационного уравнения равновесия эле­
ментарного столбика тела [ 1 ] ,  раскрытого для разложений по ко­
ординате Z (формула (9)).

Поверхностные уравнения являются следствием удовлетво- 
рения краевых условий на гранях у = ± Ц .

Объемные и поверхностные уравнения получены методом ор- 
тогонализации.

Все уравнения распадаются на несколько групп, в каждой из 
которых возможны свои частные задачи.

В общем случае нагрузки для названных краевых условий
по граням у = ± ^ решение указанных задач сводится к решению 
бесконечных систем алгебраических уравнений. Но для частного 
вида нагрузки ( 5 ) ,  ( 6 ) для задач сжатия (1^), ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  (6 ) по-
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лучаются однородные алгебраические уравнения для определения 
постоянных и, следовательно, слагаемые с бесконечными сумма­
ми в решении задачи пропадают и решение имеет вид:

U = -

б.

2 «̂ 2
XV, V = 2у *V qi ; W = 0 ;"' 'Oi ’

уЬ ^ 0 1 ’ ^ z -

= X = 0 . ̂ZX

3“Ь

^Oi;  ^ x  = = Xху yz

Так как Vqj = -  ^ ^ (^y "''^y ™ окончательно

гГ2Х
“ '  § 7 7 ^ ) 0  d » »

^ iL /+_!. W-

б  = -  
У

S  -  ^̂ 2 (Vy"^ Vy-)
2 ’ Z 4 ( ^ - 1 )  ’

б  = % =TT = T  = 0 . X ^xy ^zy ^zx

Решение уравнений задачи изгиба (1 ) ,  ( 4 ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) свелось к 
решению дифференциальных уравнений для определяюпдих функ­
ций Uqi и V .^2 - функцииUqI дифференциальное уравнение 
имеет вид:

( y - l ) b ^ d j  sin(bd.) h
---- Tf—  I -ь в Г "  - '  8ў5Ь І-‘"(ЬЭ|)У(У-1)ЬЭ,]Х

h/2 . . 1 9 Ь/2 .
, 1  (у ; łY -)d z * jj -g j^ s in 2 (— ‘ ) f  (V ^ v ;)d y ^

( 11)

-h /2
2  ̂ z 

-b /2
Решение уравнения (11)  для задачи изгиба имеет вид

■̂01 ~ ■̂ ’-'01 > (12)

где Uqi -  частное решение, равное нулю в силу соотношения

( Y ^ + Y -  ) Ь -  (y J: + Y -  )h  = 0 , (13)

полученного из условия равновесия параллелепипеда как абсо­
лютно твердого тела для указанной поверхностной нагрузки.
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в решении ( 1 2 ) комплексно-сопряженные корни характе
ристического уравнения

Sin (Ь X^) — ьх^ = 0. (14)

Для определяющей функции V ̂ ^2 дифференциальное уравне­
ние имеет вид

.2 ,2 2 ,2
( JT- 1) ь2 (af -  - ^ ^ - )  Sin ( ъ У д ^

2 ^

ii^ 2 b 2 (-l ) ‘ 2
■ Sin.̂  ( —

- [ bjdi2 4ТС І̂^
l]V ie2 =

2 4Tc2j2

— ) (Y z + Y - ) .6 у HG ' 2

Решение уравнения (15)  для задачи изгиба имеет вид

(15)

где V,ic2

/  9 4тс'^і^ *
Д | D jo a 'M V lx J  + p '  X)+Vi , 2 , (16)

0 ^ ( y J  + y - ) .
8 (^i^-l)G'iX“i ‘-

(17)

Вид функций и P V .^0 , V W P W определил-
ся по V -^2 согласно дифференциальным уравнениям.

Комплексные постоянные A^qj и D,^q2 подлежат определению 
из двух самостоятельных систем бесконечных уравнений, получен­
ных при удовлетворении условия (4) методом ортогонализации.

Решение задачи изгиба (1) ,  ( 4 ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) представим нормаль­
ными напряженными:

к
^2^ + 128 °° ( - O k  X

6 .=  -4 V (Y ;;+ Y “ ) ---- G S 2  ------------- X
K=I п=1 2 4 T t ^  2

, 2  ^D

, . . 2-Кку , 2̂*̂ ’̂ ~  ( - 1 ) 4 - 1 ) К
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. . , 2-rtKy, , 2-itiz, , 96-n:G ~ ~
x A s i n ( ~ r —^ )c o s (— —  ) + ------- ---  2  2  2  ----------------

i-1 k~l n-1 ^^2 4TC^^ 2 *̂ n02 ^
(^n-

xch(\/Xn + x)sin ( 2rtKy ') cos ( 2rCiz

^ = у (v+ + v- ) . 3 2 ( £ i :IMG_ ~  ~  
у . .  і5 іп1 і ” Г Т ; ^ 5 ^ 7 1 сН(Х„х) х

!Tb'
b

x , s i „ ( ^ )  L i l i d l l L , i „ , 2S S Ł I

X cos(

xch(  Vx^ +

gHiZy .1 9 2 (y -l )iX G  ~  “  i ~ l ) ^ '^ P f i 0 2

 ̂ >*2̂  ̂ i=lK=l n=l .̂̂ 2 4tc k̂ ^ 2

4Я^і^
2 x) sin cos ( - ^ ) ;

4. 16̂ ^̂ TCG OO OO
— +Y~' ' -^---- ^Z T̂b  ̂ y V

^ \ 4 o i<?-= —  (Y ; + Y - ) +— 2 2 ( - l)K
K=I n-1 , 2 4tĈ kyb"

( ' 4
■2.Л

x c h ( X „ x ) s i n ( ^ ^ ) - ^ ( Y j  + Y - )  2  2_ Ь .])Ч  1) V . ^
i~l K"“l ^

. , 2Пку , . 2TXiz , 96TCG OO OO OO (-O^KDgnT
x s i n ( - ^ ) c o s ( - j — )+ ^ ^ -^  2  2  2  ^  ̂ X

°  5ГлЬ̂  i=l K=I n=l  ̂ 2 2 4 t x ^k ^ ,- . 2 .^ 2  4-tT̂ k^,
b"̂

"" “  *‘ 2'>̂п̂ сЬ(ч/ С 2Т 4'ГХ̂ і̂
2 x ) s i n ( ^ ^ ) c o s ( —J p ) -

26_8І У - 1)гс£ с  ^  ~  ~  ( - l )W D g Q 2  Г і  41т2і2 
JT^b^h  ̂ і=1 K=I п=1 2 4ТС^к ,̂ 2  ̂ ^2 ^
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2 2
где С, =2(у-1)Лп 2 . 4тС̂ і̂  4тС̂ к̂

 ̂ h2 Ь2

Л = u2
_d
dx

где b , h -  соответственно размеры стержня ~  параллелепипеда по 
осям у и Z , симметричные относительно начала координат; G — 
модуль сдвига;

2 ( 1 - у )
" 1- 2 ^ ’ ^2 i _ 2V

Здесь V — коэффициент Пуассона; ■— равномерно распределен- 
ная нагрузка на грани z = + — ; -  равномерно распределенная

1  ̂ I
нагрузка на грани z = -  ; Y y -  соответственно равномерно рас­
пределенная нагрузка на гранях у = ± ^ .

Таким образом, решение задачи ( 1 ) —(4) представлено сложе­
нием решений (10) и ( 1 8 ) . Это решение может быть использовано 
при расчете элемента стержневой системы для указанной в (1 ) —
(4) нагрузки.

2V
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В.Н. Апанович
ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ И СХОДИМОСТИ МЕТОДОВ РИТЦА 

И ТРЕФТЦА ПРИМЕНИТЕЛЬНО К НЕКОТОРЫМ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫМ ЗАДАЧАМ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Оценка быстроты сходимости и устойчивости численных мето­
дов решения задач теории упругости является необходимым эта­
пом при разработке алгоритмов и программ расчета реальных де­
талей машин. Ниже представлены основные результаты исследова­
ния сходимости и устойчивости метода Ритца (MP) и метода Трефт- 
ца (MT) применительно к расчету объемного напряженно-деформи­
рованного состояния.
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