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Л.К.Рапинчук

ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ ПО ЛИНИИ 
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ДВУХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Рабочие органы многих сельскохозяйственных машин пред­
ставляют собой сочетание двух пересекающихся поверхностей, 
подвижных или неподвижных друг относительно друга. Напри­
мер, диск C жестко укрепленной на нем лопаткой в центробежном 
разбрасывателе, шнек, представляюыщй собой сочетание геликои­
да и цилиндра.

Пусть уравнения поверхностей заданы в ортогональных декар­
товых системах координат, жестко связанных с поверхностями:

‘/^j(x^j)=0 и = О, j = 1,2,3. ( 1 )

Римскими индексами I и II будем обозначать объекты, принад­
лежащие соответственно первой или второй поверхности и жестко 
связаным C ними координатным системам. Объекты, у которых 
отсутствуют римские индексы, будем считать принадлежащими 
обеим поверхностям или любой из них.

Координаты неподвижной (абсолютной) системы выражаются 
через координаты подвижных (относительных) систем равенствами

( 2)

где , ^iQ  ~ коордаяаты начала координат относительных сис­
тем в абсолютной; cL .̂ ^  коэффициенты преобразований 
координат.  ̂ ^

Равенства (2) записаны с использованием соглашения о сум­
мировании, применяемого в тензорном исчислении [ 1 ] ,  согласно 
которому суммирование производится по двум одинаковым ин­
дексам, называемыми немыми. Индексы объектов во внешнем 
трехмерном пространстве будем обозначать малыми латинскими
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буквами, на поверхности — греческими. Таким образом, всякий 
немой (повторяющийся) малый латинский индекс означает сум­
мирование от 1 до 3, греческий — от 1 до 2. Свободные (неповто­
ряющиеся) малые латинские индексы пробегают значение от 1 до 
3, греческие — от 1 до 2. В дальнейшем вышесказанное предполага­
ется, если не будет особых оговорок относительно индексов.

Выразим относительные координаты через абсолютные:

(3)

где j ~  коэффициенты обратных преобразований, опреде­
ляемых для ортогональных декартовых координат равенствами
[2 ] :

(4)

Координаты X jq и X jjq и коэффиционты Il J . и  ̂ являются
функциями времени. Поэтому, подставив значения координат из 
равенств (3) в уравнение (1 ) ,  получим

‘»̂1 ( x \ t )  = O  ;
= 0 .

Система (5) определяет линию пересечения поверхностей. 
Введем параметризацию

(5)

ХІ = Х ‘ ( t ) , ( 6 )

превращающую равенство (5) в тождества. Тогда равенства (6) 
буду тпредставлять собой уравнение линии пересечения двух поверх­
ностей в параметрической форме. X * можно рассматривать и как 
координаты материальной точки, находящейся на линии пересече­
ния поверхностей. Дифференцируя дважды по времени, получим 
проекции скорости и ускорения материальной точки:

• • 9 ХІ ,  . ЭХІ

X*

Ъу]

э х '

TJ-H
at ’

э ^ х '  ̂ + 2 э ^ х ' .
Эгі a t ^

э ^ х '
(7)

ЭТ) ' / бУ} ол. >

Приняв параметр т] за обобщенную координату, запишем 
уравнение движения материальной точки по линии пересечения 
двух поверхностей в форме уравнения Лагранжа второго рода [3] ;
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i i l l M l - o
dTj ^ ’ (8)Э ЭТ

dt dij

где T -  кинетическая энергия материальной точки; U -  потенци­
ал силовой функции гравитационного поля; Q — обобщенная сила;

T = ™ х ' х ^  ;

и = m gQ oLq Х\ (9)

где m -  масса точки; gQ -  модуль ускорения свободного падения 
тел; оС Q -  направляющие косинусы силы тяжести в осях абсолют­
ной системы координат.

Найдя частные производные от кинетической энергии и потен­
циала по обобщенным координате и скорости, подставим их в урав­
нение ( 8 ) . Производя дифференцирование и приведение подобных, 
получим

, ЭХ  ̂ .. э^x^
drj 2 Г + 2 drj dt -h

at2 - 8 о ^ о > э ^  - Q -

flO)
Найдем частные производные от координат линии по обобщен­

ной координате, дифференцируя обе части равенств (2) и считая 
и зависящими только от времени, а как от времени, так 

и от обЬбщенной координаты:

ЭХ^
drj

э^х^

I_  i Эх̂  _
~  j  drj

= o i h
9 "x-i 2.6 '

) ;
j ' dq®'aq^ Щ   ̂ a-ł)2

Э^Х* _ • i 9xj . j i  / 9cf 9q^ 9xJ 9^q^,

= XX +.ićUj + 2 І /  i ^ +

( 11)

9 t ‘ S  9t

d^xJ
9q^9q"^ 9t

9q'
9q^ 9^q^

aq®' at^
),

где q -  внутренние координаты поверхности, координаты мест­
ных (локальных) двумерных базисов, выбор которых определяет­
ся тем, что параметризация х̂  = х̂  (q^ ) превращает уравнения (1)
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в тождества; = q^('^ Д) -  уравнение линии пересечения поверх­
ностей в параметрической форме во внутренних координатах мест­
ных (локальных) базисов поверхностей, первой или второй.

Подставив частные производные из равенств (11)  в уравнение 
( 1 0 ) , найдя их свертки с и произведя преобразования, полу­
чим: '

f ^ Г 2^ л Эа Bq  ̂Bqf^,

1 B^q^

Xô

Вт|
i 9qf^

)+ Ё !і )̂2+2
Эт]

Q, ( 12)

где g Э Э X J
'< о х , 9q®̂  9q'

первьш, метрический, тензор поверхности;

2х)Э^х_ б'сС Эх̂
aq*  ̂ dq’̂ aqf^

— коэффициент связности внутренней гео-

(ГоС
метрии поверхностей, символы Кристоффеля второго рода; g

(̂OcL
= —  тензор, взаимный метрическому; g -  определитель метри-

B бГоС
ческого тензора; G -  алгебраическое дополнение элемента мет­
рического тензора g -  , в определителе | g_ |; d = ± -п̂  -
контравариантный тензор во внешнем пространстве и ковариант-

ныи тензор на поверхности; 1 . BxJ Bx^= ± (
V F Bql .1

BqJ

Bq  ̂ Bq  ̂ Bq  ̂
координаты единичного вектора в относительной системе коор­
динат (j, к, 1 -  циклическая перестановка чисел 1 , 2 , 3 ) ; верхний 
знак плюс соответствует случаю, когда единичный вектор норма­
ли образует правый репер с координатными векторами местно­
го базиса (это правило имеет место для всех коэффициентов, зна­
ки которых зависят от ориентации местного базиса); ^  } =

gl2
VF

ё1 =
V F ’

е 2  = 
^ 2

§12 — компоненты1 11
■ ч /І"  Vg

тензора на поверхности; со̂  = координаты вектора угло­
вой скорости (j , к, 1 -  циклическая перестановка чисел 1 , 2 , 3 ) .

л1

9 З а к .5616
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Обобщенную силу определим из выражения элементарных ра­
бот на виртуальном перемещении §  s точки, приняв во внимание 
лишь непотенциальные силы, т.е. силы трения. Тогда

S a = -(F^pjCOSE j + Р^рцсюзЕд) S  S = -(F^pjCOS е  j + 

+ F^pnCOS е ц ) э q §■
drj ЭТ) V (13)

^трі’ ^трІІ ~ тангенциальные составляющие реакций поверх­
ностей, силы трения; 6  j, jj — углы между касательной к линии 
пересечения поверхностей и направлениями относительных переме­
щений точки по поверхностям (рис. 1 ) .

Рис. 1. Схема действия реакций поверх­
ностей на материальную точку.

Рис. 2. Диск C криволинейной лопат­
кой.

Выражение, стоящее перед обобщенным виртуальным пере­
мещением и будет обобщенной силой.

I" ^трП IF
dq^  д д ^
drj ЭТ) (14)
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Скорость точки в относительном перемещении ее по поверх­
ности г-  ̂ ^   ̂ ^. ь  _  3 q . _

V = q д̂У) (15)

где -  координатные векторы локальных базисов поверхностей.
Единичный вектор касательной к линии пересечения поверх- 

ностей 0г_

^ V  .
I dq*̂  г I / Эд'̂  Эд̂  ^

<5 V g  ^oC/jd'Tj dt]
Тогда

(16)

,Эд®̂ . 9q®. Эд^

cose % у 
Ivl

б
5  )dt '' Э

/  Эд°^Эд  ̂ /  .
дт) Э-т) Эт) д-г} 1 ^ d V  d t  3t atat)

(17)
Спроектируем все силы, действующие на материальную точку, 

на направление нормалей к поверхностям.

Nj+NjjCo s y  -  Fjjcosfjj =m(Xi-gQ<^^)o<.j^j nJ ;
(18)

NjCOsjf+Njj~FjCOsfj =m(X^-gQol >

где Nj, Nj j -  нормальные составляющие реакций поверхностей 
на материальную точку; ^ — угол между нормалями к поверх­
ностям; P ~ между нормалью к поверхности и направ­
лением перемещения точки по другой поверхности.

COS -ПіПц -  Ij •

д (э aqf ах{ 

ЭдііCOS f V l l  _

* |vj|

+ ^ )
 ̂ I dt ' ^ J J < ĵK riji

c o s f II
^II”I
I ViI I

' aq, . 2 . 9qj 9qj
~дГ э т

Эдц Эд  ̂ a^ j
a t -)-

ІЗ іі
оС I в<.1 пі̂  W Ік"і

/  /Ч ц  9qjj 9qjj a^j . aq„ 9д„
'^ X f^ a t) ат) ^  a-ł) at a t  a t

(19)

( 2 0 )

10 Зак. 5616
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Угол ^ может быть определен как плоский угол трехгранно­
го угла, две грани у которого взаимно ортогональны

COS COS ( ^ -  у) COS ( ^ -  е ) = Sin  ̂sin е ( 21 )

Учитывая, что при наличии относительного перемещения точки 
по поверхности F^p = fN , где f -  коэффициент трения, найдем 
из системы ( 1 8 ) :

Ą  -  «А (COŜ  -  fiiCos^Fj,)
N, =m — =!--------- -------- :------- г---------:------ —

N j j  = m

1—(cos^—fjCOŜ ’̂j) (C0S -̂fJJC0S^д) 

nj| -  nj (cos^r-fjcos'f’j)

l-(cOS^-fjCOS^^j) (co s^ -fjjco s^ jj
(X-gQctQ). ( 22)

Подставив значения частных производных из выражений (11)  
во второе из равенств ( 7 ) , определим ускорение материальной 
точки. Подставив его в равенство ( 2 2 ) , определим силы трения и 
подставим их в равенство ( 1 4 ) . Полученное значение обобщенной 
силы подставим в уравнение ( 1 2 ) . Разделив правую и левую части 
полученного уравнения на m , получим дифференциальное урав­
нение движения материальной точки по линии пересечения двух 
поверхностей:

Ц  V  ̂ э т ,  I + 2 ^  a t  ^  ^  - a t

:̂ 2 б' ^ 3 q ,
3t ‘d7j‘

t  ( x J + X / x J  - g o ^ j

aq  ̂ 3qJ .̂
aq‘

+ 0̂ ,■A ) ^ I > f  ] -  a„ [ Ь ц л ^ Ц  - а ^  I  Г ж  ^

aq^ . 9q^ ■
+2c0[i С ц ^ ( - ^  i ^ + - ^ )  + (Xjjo-go°^6'^‘̂ IIj’̂ A)‘̂ IlK"n Ь
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где
fjCOS0J - fjjCOS 0ц (cos Jf-f|COS ĵ) 3q^ 8q^

 ̂ 1 —(cos fjCOŜ f̂ j) (C0Sy-f|jC0S^jj)

_ e ^ i - f f o s  Ej (cos ^-fjjcos^^ jj) j  з^в' ̂

 ̂̂  1 — (cos у  —f jCOS j) (cos ̂ -f jjCOS 9  jj) Э ̂  ’
( 2 3 )

'Xl̂
дх^

dq^ dq^
nJ — второй тензор поверхности; с Эх̂

.  б’ dą

3q"
nJ -  ковариантный тензор на поверхности и контравари-

антныи во внешнем пространстве.
Уравнение (23) разрешимо относительно старшей произволь­

ной ^ . Для этого нужно разделить левую и правую части его на

dą^ дд^  ^свертку ^ . Это уравнение существенно ,не линейно.
Оно содержит те же коэффициенты, что и уравнение движения ма­
териальной точки по одной поверхности [4] . При этом в правой 
части уравнения в первых квадратных скобках стоят величины, 
зависящие от формы (уравнения) и закона движения первой по­
верхности, во вторых квадратных скобках — величины, завися­
щие от формы и закона движения второй поверхности.

В левую часть уравнения можно подставлять коэффициенты, 
связанные с одной из поверхностей: или первой, или второй.

Если линия пересечения неподвижна относительно какой-либо 
поверхности, то соответствующий угол е равен нулю и cos е = 1. 
Угол же ^ между направлением относительного перемещения точ­
ки по этой поверхности и нормалью к другой поверхности равен
^  и cos4̂  = 0. Если поверхности взаимно ортогональны вдоль ли­
нии пересечения, то cos ^ = 0. Выражения для определения aj и ац 
в этих случаях упрощаются.

Уравнение (23) позволяет формализовать составление уравне­
ний движения материальной точки по линии пересечения поверх­
ностей. Оно универсально для любых поверхностей, движущихся 
C любыми законамм. При этом не следует определять ни сил, ни 
ускорений. Нужно лишь, зная уравнения поверхностей, выбрать
параметризации = х̂  (q^ ) ,  = Я ^ (^ ) > определить коэффици­
енты поверхностей, большинство которых, кроме с^ и d из­
вестны из дифференциальной геометрии [5 ] . с^ ^ впервые 
введены нами [4] . Еще лучше иметь каталог таких коэффициен-
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TOB, а затем определить коэффициенты, связанные с законом дви­
жения поверхностей со\ .

Пусть, например, нужно составить уравнение движения мате­
риальной точки по плоскому горизонтальному диску C укреплен­
ной на нем криволинейной цилиндрической и перпендикулярной 
ему лопаткой, вращающейся с постоянной частотой вокруг вер­
тикальной оси (рис. 2 ) . Обе поверхности соединены друг с дру­
гом. Угол между ними всюду ~  . Поэтому cos е = 1, cos = О,
COS ^ = 1 .

Расположим оси координат, как указано на схеме (рис. 2) за­
пишем уравнения поверхностей диска и лопатки:

2О, ‘•'и ЧІ ) = 0 . (24)

Уравнение лопатки в цилиндрической системе координат мо­
жет быть представлено в виде ^ ( р )  •

В качестве внутренних координат диска примем полярные ко­
ординаты (qj =P  , = ^ ) ,  лопатки — цилиндрические координа-

1 9ТЫ (qjj = 2, qjj =P  ) .  За обобщенную координату примем р  . Тог­
да частные производные от внутренних координат по обобщенной

9q|
drj

- щ

_Э̂
Ър

Ap

= 0 ;

= Г

9qil_
Ът) ~

_ д р _
' дг) Ъ р

ъ р
(25)

Частные производные от внутренних координат поверхностей 
по времени равны нулю. Частные производные второго порядка 
от внутренних координат поверхностей по обобщенной равны ну­

лю , кроме
Э qj

Коэффициенты диска отличные от нуля:

Xj = P  COS ^ ; X^=/? Sinf ;̂

Эх/ Эх/

Slll = 1 nj-

Эх/ Эх/
---- . = ćosif" ; —  = Sini ;̂
9ql 9qJ

I; Г

2 = -p s m f- ,  ---- 2  ~/>cos¥"

I _ 
122 “ ■-Р іГ

9qf

2 _ I.
Ш ~ р ’
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1 9  ] 7Cj j = S i n I f ;  C j i = - C O S ^ f ;  C j 2  = / > c o s f ;  C j 2 = / ^ s i n V ^ ;
(26)

13 _ ,23 _  I■42 - - P ’ - J p  •

Коэффициенты лопатки, отличные от нуля:

1 7 1Xjj =JOCOSf; Xjj = P  sin^f; Xĵ J = z;

Эх Эх| ЭхгTT ■̂̂ 11
— р = 1 ;  — ^  = COS iP —/>‘P'sinf; — = sin‘P■̂ />‘Pcosf

ё ц п  “ *■’ §1122 " п{і - -
S i n f - ^Pf c os f  2 _ COSf — sin 
x/l+/)2fi2 р р р г р і

4122 г  1122“ ' '̂^
л - р і ’

(27)

;3 , = V l  + p 2  <2 I cos ^ - ^ y U f  2 .
IU / , . 2̂«>-2 ‘*1 р Р р Іў І

djĵ  2 ” sin f  + />f cos f  ; djj 2̂ ” —co sf+/>f sin f  .

S in f-\-pf ̂ COŜ f  ̂22 _  COSf —/7 f 'sinf

f '
Il I

12

Коэффициенты, определяемые движением поверхностей, оди­
наковы для обеих поверхностей. Отличные от нуля из них:

\ о 7 \ 7оСI = оС:̂  = COSCOt; <<j= — oC^^sinoJt; <̂ 3 = I;

•• I *;2 “ 7 - I  2 .оС J = ^2 “ — COSCOt; оС|= — 0̂ 2 = —W sin cot; (28)

CÔ = со ; oCq = - 1.

Коэффициенты aj и ajj при одинаковых коэффициентах трения

материала по диску и лопатке равны f\/l + f   ̂ .
Подставив значения коэффициентов в выражение ( 2 3 ) , полу­

чим после преобразований уравнение движения материальной точ­
ки по линии пересечения диска с лопаткой:
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P  =
CO '^p 

2 2
- p ' f r ' + / ) f  д2

l+/>^ r '  

+ 2 cop + o) ^p

l+/?2i '̂2

So

I+/)2(̂ /2

- f (

)•
(2 9 )

Если горизонтальная поверхность (диск) неподвижна, а лопат­
ка равномерно вращается вокруг вертикальной оси, то оси абсо­
лютной и относительных систем координат направим также, как и 
в предыдущем случае. Однако в отличие от предыдущего случая 
оси координат, жестко связанные с первой поверхностью (дис­
ком) , будут неподвижны и совпадут с абсолютными. Система ко­
ординат, жестко связанная со второй поверхностью, будет вращать­
ся относительно первой с частотой со . Линия пересечения поверх­
ностей будет неподвижна относительно второй поверхности (лопат­
ки) и подвижна относительно первой.

Внутренние координаты поверхностей будут те же, что и в пре­
дыдущем случае, кроме = iP + о) t, ибо полярный угол в непод­
вижной системе больше полярного угла в подвижной на угол пово­
рота COt.

За обобщенную координату примем также р  . Тогда частные 
производные от внутренних координат по обобщенной будут те 
же, что и для предыдущего случая. Кроме того, отличной от нуля

будет частная производная по времени
3q
dt

Коэффициенты второй поверхности (лопатки) определятся 
равенствами ( 2 8 ) , коэффициенты первой поверхности (диска) 
определятся из равенств ( 2 7 ) , если в них вместо У" подставить 
Г + со t. Так как первая поверхность неподвижна, а вторая вращает­
ся C частотой со , то

оС

1
I 1 " 1 2  3 "  3 1;

1 _
II

2 _
II 1

I
II 1

II = ^ ; ^ 0  = -^

= COSCOt; оСII 1
1 _

31 2 Sincot;

"II 2
9 " 9: — CÔCOSCOt; I i  I = — оС 1 _

И 2 " co“sin<ot;
(30)

Так как линия пересечения неподвижна относительно второй 
поверхности (лопатки) и поверхности перпендикулярны вдоль 
линии пересечения, то
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cosgjj = ! ;  cosSj =

cos'^'j = sinfij =

(I+/) ̂ C O P ^  r '

s /  1 + p ^ i ^ ' ^  \ / {іл-р '^  p ^ + 2 u ) v ' p  +CO^P 2

CO f i

IP- ^  ; cos ‘Pjj

Тогда
(1+P^f'^)/3 +COyO WyO

Уі+уо2 r'2 ■У(і +/)2^'2^ p'^+2ayp'  ̂T p  + со /̂> 2 

0 .

2^,2,

(31)

ai = f
y(l+/)^f'^)yó^+2w/>2 F^ +0)2^2

aji = V l+ /^ ^ ^ '^  •

(32)

Подставив значения коэффициентов в равенство (23) и прове­
дя преобразования, получим уравнение движения материальной 
точки по криволинейной лопатке, вращающейся равномерно во­
круг вертикальной оси над горизонтальной плоскостью:

P =
CjO P̂

l+yj2f'2
- р Г ./ т'+рг"

l+yo2f'2
P ^ - H

2 f'+p ’̂ г'^+рг"

+ 2с0;(3 + 0)̂ /> V -{-cop^r^Hcop So

l+p^r'^ у/{Н р^r' />^+2со/>^Г/5-j-cô p ^
]. (33)

Формализм составления уравнений (29) и (33) очевиден. Нам 
не пришлось определять ни сил, ни скоростей, ни ускорений. Были 
установлены лишь коэффициенты, связанные с геометрией поверх­
ностей и их движением. Эти коэффициенты подставлены в уравне­
ние ( 2 3 ) . Еще более упростился и облегчился процесс составле­
ния уравнений, если бы существовал каталог коэффициентов 
плоскости и цилиндра. Составление же каталога коэффициентов 
наиболее распространенных поверхностей вполне возможно.
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