
Таким образом, доказана следующая теорема.
О 1Теорема: если u (х) в ( D) П C (D) — решение системы Ламе, то в облас> 

ти D, ограниченной поверхностью S (S  ̂ Л ̂  (а ) , а >  0 ) , оно представимо в 
виде

^(х) = grad [(x !g “ ^)] - 4 ( 1 - i^ ) g ,  
где^,  ̂— гармонические функции.
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О КРАЕВЫ Х ЗАДАЧАХ МОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  

В ПРОСТРАНСТВЕ СО ЩЕЛЬЮ

Пусть в евклидовом пространстве задана незамкнутая поверхность O' 
класса Л-| (а) ( 0 < а < 1 )  с простым замкнутым краем 7 .Такое пространст­
во будем называть пространством со щелью. Выберем на б  определенное 
направление нормали л и будем считать его положительным. Обозначим че­
рез б"*" и б ““ стороны поверхности б  , соответствующие приближению к 
поверхности б  по направлению положительной и отрицательной нормалей. 
Требуется определить в пространстве со щелью решение U (х)€г (Е^Хб ) х 
X DC^(Eo) однородной системы уравнений статики моментной теории уп­
ругости (уравнений м.т.у.) [1, с. 48] и на бесконечности удовлетворяющее 
условиям [1, с. 109] и, кроме того, на поверхности б  решение U (х) удов­
летворяет одному из краевых условий

U(Z)I
1(5+

( z ) ; и (z)l

f ^ ( z ) ,T ,U { z ) |  = f “ (z).
\6-

(задача I)

(задача II)
Іб+ " \б~

Оператор напряжения T^ = T (д̂ , п) определен в [ I , с. 52] .Предположим, 
что на краю 7 щели б  векторы f ( z ) , f "  (z) совпадают и f - ( z )  € ( б  ) ,
( 0 < / 3 < а < 1 ) .

Единственность решений поставленных задач непосредственно следует 
из формулы Грина для пространства со щелью

J E (и, U) Ox = J [ { и  (у) TyU (у)} + - { и  (у) TyU (у ) } _  ] dy<3T,
Е з\ (5  ®
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точки X по направлению положительной и отрицательной нормалей соответст­
венно к поверхности (Т .

Перейдем к доказательству существования решений задач I, II.
Пусть Ф (х,у) — матрица фундаментальных решений уравнений м.т.у. в 

двулистном римановом пространстве R с линией ветвления 7 , а и R2 ~ 
листы этого пространства с границей б ” .

Рассмотрим следующие двузначные потенциалы:

где положительно определенная форма E (U, U) определена в [1, с. 109] , а
{и  (у) TyU (у)| _  обозначает предельные значения U (x)T^U (х) при подходе

( 1)

(2)

w± (х) = J [Туф  (у^, х) ]' M -  (у) dy0;

(х) = J Ф (х, у J  (у) d ег ,
+ б- ^ У

где м~ (у) , (у) — неизвестные плотности класса (е г ) , а ТуФ (у^, х ) ,
Ф (х, у^ ), Туф (у^х), Ф (х, обозначают предельные значения ТуФ (у,х) и
Ф(х,у) при приближении точки у к б  из R .j по направлению положительной 
и отрицательной нормалей.

Используя свойства матрицы Ф (х,у) в пространстве R для потенциалов 
(1 ) , (2 ) , получи1\|1̂ сл^^|ющие формулы "скачка":

[W +(z}] + | _ ) 2  = {+) / ( z )  {+) J [Т у Ф (у + ,,2 + )]'/ (у )с1 у ^ ;
R R ^

[W + (z ) ]J  = [\lł(z)] 2 = J[T  Ф (у+,2_)]'м'^(у)с)^&;+ 0- г У
< Ri(Ro) + _  + , _

W (z)] V   ̂ (-)М  (z) (+)/ [Т Ф (у _ , z _)]  ju (y)d (J ;
- (+ )

R. ^2
(5

[W ( z ) ] _ )  = [W (z) ] _  =J [Т у Ф (у _ , Ẑ .) (y)dy6;

(3)

[ T U + ( z ) ] (-)^>+(z) (t)J T  Ф ( z . ,y J p + ( y ) d ^ ( ? ;
+ ( - )  (5 У

R R
[ T _ U + ( z ) ] _ )  = [T _U + (z )]  2 = J T  Ф (z _ ,y .)^ '- (y )d „ f f ;

 ̂ (O У
Ri(p9 } —. / ,n  T" 2. = J у  Ф y^) (y)

R

(4)

Il Il ^
[T ^ u lz) 1 ’ = [T ^ u lz) ] _2  = J Т^Ф (z+, y _ )  (у) d (?.

+ R . +
Выражение [W ( z ) ] _  обозначает предельное значение W (z) при под

ходе точки X к поверхности б из области R̂  по направлению отрицательной 
нормали. Запись со скобками обозначает, что надо отдельно читать от знака,
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стоящего без скобок, и отдельно — для знака, стоящего в скобках. Аналогич­
но понимаются и другие записи.

Решение задачи I ищется в виде

U ( X )  = W U )  +W“ (x). (5)
Используя формы (3) для области R-| и краевые условия, приходим к 

эквивалентной для задачи I системе сингулярных интегральных уравнений

-fi*'{г) +/ [ Т  Ф(уц., z ^ ) ] V ’ (y)d <?+ J [Т <D(y_,2+)]';i“ (y)d (? =

= ; (6)

(z) + J [Т Ф(у+,2_]'м'''(у)с1 +J [т Ф (у _ ,2_ ) ] 'м  {y)d ^ =

(7)

(8)

(8 ), фредгольмовы в пространстве Lp (б^) и всякое решение систем (6 ), (8 ),
- р ------ г-....-.,.-...-........—  ,V. "'(б-).

= f ( z ) .
Решение задачи 11 ищется в виде 

и (х ) = и ‘̂ (х) + и “ (х),
И аналогично получаем систему сингулярных интегральных уравнений

+ / [T 2Ф(z+, y^.)]ł'‘''{y)d б̂ +J [T2 Ф(z+, y _ ) ] ł ' “ (y)d б ’

= f ' ( z ) ;

- V - { z )  + f  [T^Ф(z_,y^.)]^'■"(y)d (У + ^[T^Ф(z_,yJ]^'“ {y)dбr=
Q  • У

= f " ( z ) .
Т е о р е м а  1. Операторы, порожденные левыми частями уравнений (6 ),

класса Lp (^) принадлежат классу
Доказательство этого факта проводится по схеме [1, с. 3 5 3 -3 5 5 ].
Таким образом для уравнений (6) , (8) справедливы теоремы Фредголь­

ма в пространстве (<э ).
Совершенно аналогично можно привести к интегральным уравнениям за­

дачи I и Il в области R 2 - При этом оказывается, что интегральные уравнения 
задачи I в области R 2  сопряжены с интегральными уравнениями задачи Il для 
R^ и что задача Il для R^ приводит к интегральным уравнениям, сопряжен­
ным C интегральными уравнениями задачи Il для области R 2 .

Для исследования разрешимости интегральных уравнений (6), (8) доста­
точно исследовать интегральные уравнения задачи Il с нулевыми граничными 
условиями как для области R ^ , так и для области R 2 , т.е. достаточно иссле­
довать системы

и'* (z) +X / [T^ Ф (z+, y_j.) ] v'* (у) dy(? + X / [Т^Ф (z^.,y_) ] v (у) d ^ =
<3 0

= 0;
-K ~ (z )  + X ;  [T2Ф(z_,y^.)]i^■^(y)dy(5+X^ [Т^Ф (2_ ,у _ )] і^  (y )d ^ -

<0 &
= 0 (9)
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при параметре X = 1, что соответствует задаче 11 с нулевыми граничными зна­
чениями для области и X = —1, что соответствует задаче Il с нулевыми 
граничными значениями для области R2 . Обозначим эти системы при таких 
параметрах X соответственно через Î . и 1_ .

Т е о р е м а  2. Однородные интегральные уравнения Î . и 1_ имеют толь­
ко тривиальные решения в классе (б̂  ).

Допустим противное, пусть, например I  ̂имеет нетривиальное решение 
и (z) = { (z), (z) класса (б  ) . Тогда вектор и (х ) , определенный по
формуле (7 ) , является решением уравнений м.т.у. в областях R-j и R2, кроме

Rl Rl
того [Т и (z) ] = [Т _и  (z) ] = 0. Из формулы Грина для области R-iZ + Z _  I

R R
S £ (U ,U )d x = J  [U (у) T  и (у)]  ̂ - /  [U (y )T  U { y ) ] _ W
R (?+ У + '̂ бг- У

1 Ri
вытекает, ЧТО и (х) =0 V х© RiU<5 . Но, как легко видеть , [U (z )]  =

' +
Ro Ri Ro

= [и (z) ]_ и [и (z) ] _  = [и (z) ]  ̂ . Поэтому из формулы Грина для об­
ласти R2 следует, что U (х) = О V х е  R2U 6 .

R <R >Ri (R2) . 1
[T^U (Z)]

Z +(+)
= 0.

Так как

[ T ^  U ( Z ) ]
R l (R2) + + +

= ( - )  {+) S [T^<D(z^.,y^.)]j^+(y)d ff(+)^
+ -

У J [ У _ )  ] (y)dy<? =0;
б

(^2  ̂ _  _  + +
[T^U (z) ] ={+)i> (z) (+) J [Т^Ф ( z _ ,  y _ )  ] p- (y) d 0  (+) X

— (+) 6 '
X S [Т2Ф(2_, у+) ] !'■ (̂y)dy6  ̂ =0,

TO ^  R^ R
2ĵ  (z) = [ T U ( Z ) I  -  [ T U ( Z ) ]  J  = 0 ;

 ̂ ^
R R

2:^-(z) = [T U(Z) ]  2 -  [ T U  (z)]  J  =0,
-ł- -   ̂ ^T.e. V ( z )  - V  (z) = 0.

Из теорем 1, 2 следует теорема.
Т е о р е м а  3. Задачи I, Il имеют единственные решения для любых 

и f~. Для задачи Il решение дается формулой ( 7) , х е  Ri ,  где (^^(у)^ (у) —
решение интегральных уравнений (8) . Если б е г І 2 (а) , a f - e  С ^ '^ (б ) ,то  
решение задачи I дается формулой (5 ) , х е  R i , где (д (у) , (у) является
решением системы (6) .
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Используя известную схему [2] доказывается следующая теорема. 
Т е о р е м а  4. Собственные числа системы (9) действительны и по мо­

дулю строго больше единицы. Полюсы резольвенты простые.
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НЕКОТОРЫ Е НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ

В работе рассмотрены следующие пространственные стационарные задачи 
теории фильтрации.

1. Движение несжимаемой жидкости в изотропном грунте при нелиней­
ной зависимости общего вида между скоростью фильтрации vn  пьезометри­
ческим уклоном I.

2. Аналогичная задача в случае двухслойного грунта.
3. Движение сжимаемой жидкости в анизотропной пористой среде.
Показано, что первые две задачи (являющиеся существенно нелинейны­

ми) имеют вариационную формулировку и могут быть решены прямыми ме­
тодами вариационного исчисления.

Третья задача (являющаяся также нелинейной) при помощи преобразо­
ваний приводится к линейной задаче, исследованной атвором в [4 ] . В част­
ном случае однородной изотропной среды эта задача приводится к известной 
смешанной задаче для гармонической функции.

1. Движение несжимаемой жидкости в изотропном грунте. Из опытов из­
вестно, что при движении жидкости в грунте скорость фильтрации v является 
функцией пьезометрического уклона I [ 1 ] . В простейшем случае принимают 
линейную зависимость V= —к1 (закон Дарси). Для крупнозернистых грунтов 
или при больших скоростях движения (число Рейнольдса больше 10) зависи­
мость V от T будет нел]1нейн(^. C./^ Христианович рассмотрел нелинейную 
плоскую задачу, считая I = — — v [2].

В настоящем разделе изучается пространственная стационарная фильтра­
ция несжимаемой жидкости при нелинейной зависимости v от I общего ви- 
да [11

|2 . T  =V = -  к (а) I ; а  = ; I=  grad h, (1.1)
где к (а) >  о есть известная дифференцируемая функция, определяемая экс- 
пери ментально. В силу несжимаемости

div V = 0. ( 1.2 )
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