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Реферат. Работа посвящена сравнительному анализу параметров напряженного состояния микровыступов поверхно-
стей контактирующих материалов в области низких контактных давлений, характерных для закона трения Амонтона–
Кулона, и в области высоких давлений, характерных для модели пластического трения Зибеля, используемой в тео-
рии обработки материалов давлением. Цель статьи – на основе микромеханического моделирования параметров 
упруго-пластического контактного взаимодействия выступов шероховатости поверхностей с использованием адгези-
онной теории трения произвести теоретическое обоснование и расчетную оценку взаимосвязи коэффициентов трения 
Кулона и Зибеля для пластичных материалов. Шероховатости деформируемого поверхностного слоя моделировались 
сферическими микровыступами. При анализе исходили из того, что деформирование микронеровностей происходит 
в виде трех последовательных стадий. Вначале материал деформируется упруго, затем в приповерхностном слое за-
рождается область пластического состояния, окруженная упруго-деформируемым материалом, а на конечной стадии 
происходит свободное пластическое течение. Принято в первом приближении, что для малых стесненных упруго-
пластических деформаций применим закон Гука. В основной части работы на основе предложенной модели микро-
контактного взаимодействия определены силовые параметры перехода от стесненного упруго-пластического дефор-
мирования микровыступов к свободному пластическому течению с учетом действия контактного трения, по Зибелю, 
на модельных пятнах касания. В дальнейшем выполнен переход от осредненных контактных давлений и удельных 
сил трения на единичных пятнах касания к номинальным давлениям и удельным силам трения. Получены аналитиче-
ская зависимость, связывающая коэффициенты трения Кулона и Зибеля, а также коэффициент Пуассона подвергае-
мого пластическому деформированию материала. На примере углеродистых и легированых сталей, а также цветных 
металлов и сплавов произведена расчетная оценка взаимосвязи коэффициентов трения Кулона и Зибеля для широко-
го диапазона изменения коэффициента Пуассона. Рассчитанные значения согласуются с имеющимися эксперимен-
тальными данными. Результаты исследований могут быть использованы в учебном процессе, а также в инженерной  
и научно-исследовательской практике 
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Abstract. The work is devoted to a comparative analysis of the stress state parameters for micro protrusions of the contacting 
materials surfaces in the region of low contact pressures characteristic for the Amontons-Coulomb friction law and in the re-
gion of high pressures characteristic of the Siebel plastic friction model used in the theory of material processing by pressure.  
The aim of the work is to substantiate theoretically and calculate the relationship between the Coulomb and Siebel friction 
coefficients for plastic materials based on micromechanical modeling of the elastic-plastic contact interaction parameters for 
the surface roughness protrusions using the adhesive friction theory. The roughness of the deformable surface layer was mod-
eled by spherical micro protrusions. The analysis was based on the fact that the deformation of micro roughnesses occurs in 
three successive stages. Initially, the material is deformed elastically, then a plastic state region, surrounded by elastically 
deformable material, arises in the near-surface layer, and free plastic flow occurs at the final stage. It is accepted in the first 
approximation that Hooke's law is applicable for small constrained elastic-plastic deformations. In the main part of the work, 
on the basis of the proposed micro contact interaction model, the force parameters of the transition from constrained elastic-
plastic deformation of micro protrusions to free plastic flow are determined,  taking into account the action of contact friction, 
according to Siebel, on model contact spots. Subsequently, a transition from averaged contact pressures and specific friction 
forces on single contact spots to nominal pressures and specific friction forces is performed. An analytical dependence is ob-
tained linking the Coulomb and Siebel friction coefficients, as well as the Poisson ratio of the material subjected to plastic 
deformation. Using carbon and alloy steels, as well as non-ferrous metals and alloys as examples, a calculated assessment of 
the relationship between the Coulomb and Siebel friction coefficients is made for a wide range of variations of the Poisson 
ratio. The calculated values are consistent with the available experimental data. The research results can be used in the educa-
tional process, as well as in engineering and scientific research practice. 
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Введение 
 
Трение играет существенную роль не толь-

ко в механике машин и механизмов [1, 2], но и 
при обработке давлением твердых [3, 4] и дис-
персных [5] материалов. В последнем случае 
оно определяет силовые и энергетические па-
раметры процессов деформирования, неодно-
родность напряженно-деформированного со-
стояния и влияет на неравномерность распре-
деления показателей физико-механических 
свойств получаемых изделий [6, 7]. Несмотря 
на важность проблемы трения, многие ее ас-
пекты изучены недостаточно [8, 9], что обу-
словлено сложностью протекающих в зоне 
фрикционного контакта явлений.  

Теоретические исследования силовых пара-
метров в зоне фрикционного контакта основа-
ны преимущественно на законе трения Амон-
тона–Кулона, который устанавливает линей-

ную зависимость удельных сил трения τ от дав-
ления р в зоне контакта. Вместе с тем такой 
подход часто не подтверждается при обработке 
материалов давлением, поскольку зависимость 
удельных сил трения от давления в зоне контак- 
та является существенно нелинейной [1, 8–11]. 
При анализе процессов объемной штамповки 
металлов применяется иной подход, основан-
ный на модели пластического трения Зибеля, 
согласно которой удельные силы трения не за-
висят от контактного давления, а составляют 
некоторую часть (через долевой коэффициент, 
называемый также фактор) от предела текуче-
сти материала на сдвиг [12]. Кроме того, из-
вестны нелинейные зависимости удельных сил 
трения от давления, согласующиеся в области 
низких давлений с законом трения Амонто- 
на–Кулона, а в области высоких давлений –  
с моделью пластического трения Зибеля [9–11]. 
Обзор этих исследований приведен в [9]. Вме-
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сте с тем из опубликованных работ неясно, су-
ществует ли взаимосвязь коэффициентов тре- 
ния Кулона и Зибеля.  

Цель работы – на основе микромеханическо-
го моделирования параметров упруго-пластиче- 
ского контактного взаимодействия выступов ше-
роховатости поверхностей с использованием  
адгезионной теории трения произвести теорети-
ческое обоснование и расчетную оценку взаимо-
связи коэффициентов трения Кулона и Зибеля 
при пластическом деформировании материалов. 

 
Методика исследований  
 
Теоретическое обоснование взаимосвязи ко-

эффициентов трения Кулона и Зибеля осу-
ществляли с использованием адгезионной тео-
рии трения на основе разработки микрокон-
тактной модели стесненного упруго-пласти- 
ческого деформирования шероховатых поверх-
ностей. Шероховатости моделировались сфе-
рическими микровыступами. Вначале опреде-
ляли силовые параметры перехода от стеснен-
ного упруго-пластического деформирования к 
свободному для единичных модельных пятен 
касания. Принималось действие модели пла-
стического трения Зибеля на пятнах касания. 
На втором этапе, после составления расчетной 
схемы и получения уравнений для модельного 
контакта единичных шероховатостей, перехо-
дили от контактных давлений и удельных сил 
трения на пятнах касания к осредненным  
давлениям и удельным силам трения на номи-
нальной площади контакта. Результаты моде-
лирования приводили к аналитической зависи-
мости, связывающей показатели деформацион-
ных и фрикционных свойств материала. Для 
проверки расчетной схемы выполнялись оце-
ночные расчеты на примере углеродистых и 
легированных сталей, а также цветных метал-
лов и сплавов.  

 

Теоретическое обоснование взаимосвязи  
коэффициентов трения Кулона и Зибеля 
 

Выполним сравнительный анализ расчетных 
моделей фрикционного контакта. Широко рас-
пространенный в механике машин и физике 
закон трения Амонтона–Кулона устанавливает 
линейную взаимосвязь удельных сил трения τ 
от давления р в зоне контакта 

 

,fр                               (1) 
 

где f – коэффициент трения Кулона. 
Вместе с тем в теории обработки металлов 

давлением исходят из установленной Зибелем 
закономерности [12], что при высоких контакт-
ных давлениях р удельные силы трения не за-
висят от р, а составляют некоторую долю от 
предела текучести на сдвиг s деформируемого 
материала 

,sm                               (2) 
 

где m – так называемый «фактор трения» Зибеля. 
Но согласно энергетической теории текуче-

сти предел текучести материала на сдвиг s свя-
зан с пределом текучести при растяжении  
и сжатии σs [13] 

 

0,577 .
3
s

s s


                        (3) 

 

С учетом (3) аналитическая зависимость (2) 
может быть преобразована к следующему виду: 

 

,
3

s s s

m
                           (4) 

 

где μs – коэффициент пластического трения Зи-
беля, рассчитываемый по формуле  

 

0,577 .
3

s

m
m                       (5) 

 

Из формул (1)–(4) видно, что существует 
противоречие закона трения Амонтона–Куло- 
на (линейная зависимость удельных сил трения 
от давления) и модели пластического трения 
Зибеля (независимость удельных сил трения  
от давления). Проанализируем возможность 
устранения этого противоречия с использо- 
ванием адгезионной теории трения, кото- 
рая основана на выдвинутом Ф.П. Боуденом  
и Д. Тейбором положении о том, что вступаю-
щие в контакт неровности образуют «мостики 
схватывания» благодаря адгезии на пятнах кон-
такта [14]. В зависимости от свойств контакти-
рующих материалов срез «мостиков схватыва-
ния» может происходить по границе раздела 
неровностей или по более мягкому материалу. 
С увеличением нормальной нагрузки растут 
пластическая деформация контактирующих 
выступов и сближение тел трения. В результате 
увеличиваются размеры и число «мостиков 
схватывания», что сопровождается ростом си-
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лы трения FT. Следовательно, сила трения рас-
тет пропорционально площади Ar фактического 
контакта и определяется произведением удель-
ных сил адгезионного сцепления а на величи- 
ну Ar [14, 15]: 

 

н ,T a r aF A A                       (6) 
 

где н/rA A   – относительная площадь фак-

тического контакта; Ан – номинальная площадь 
касания. 

С учетом формулы (6) для удельных сил 
трения τ можно записать 

 

н

.T
a

F

A
                               (7) 

 

Для практического использования форму- 
лы (7) необходимо знать закономерность изме-
нения относительной площади Ar фактического 
контакта как функции прикладываемого давле-
ния и механических свойств контактирующих 
материалов. 

Известно [16], что при контакте сфер (и сфе- 
рических выступов) из упруго-пластических 
материалов процесс деформирования осуще- 
ствляется в виде нескольких последовательно 
реализуемых стадий (рис. 1).  

На начальной стадии деформирование осу-
ществляется упруго. Затем в приповерхностном 
слое зарождается область пластического состо-
яния, окруженная упруго-деформируемым ма-
териалом (стадия стесненного упруго-пластиче- 
ского состояния). При дальнейшем росте 
нагрузки область пластического состояния вы-
ходит на поверхность, после чего процесс ха-
рактеризуется свободным упруго-пластическим 
деформированием материала. 

Наиболее подробно изучена первая стадия, 
которая подчиняется классическим решениям 
теории упругости [17]. Заключительную ста-
дию при оценочных технических расчетах 
предложено описывать на основе модели внед-
рения жесткой сферы в пластическое не упроч-
няемое полупространство [15]. В простейшем 
случае (для малых пластических деформаций) 
эта зависимость изменения относительной пло- 
щади η фактического контакта как функции 
прикладываемого давления имеет линейный 
характер [15]: 

 

s

p

c
 


,                            (8) 

 

где 3с  – коэффициент. 
Приняв, что на площадке фактического кон-

такта выполняется модель пластического  тре-
ния Зибеля в форме (4), из аналитической зави-
симости (7) с учетом (8) получаем следующее 
выражение для расчета удельных сил трения: 

 

н

.sTF
p

A c


                            (9) 

 

Как видно из (9), удельные силы трения τ 
прямо пропорциональны прикладываемому да- 
влению р. Таким образом, при малых пластиче-
ских деформациях, когда площадь фактическо-
го контакта мала в сравнении с номинальной, 
из модели пластического трения Зибеля на 
микроплощадках следует закон трения Амон-
тона–Кулона на макроплощадках. При этом 
коэффициент трения Кулона f связан с коэффи-
циентом пластического трения Зибеля μs при 
помощи следующей зависимости: 

 

.sf
c


                             (10) 

 

                                             а                                                        b                                                        c 

 
 

Рис. 1. Схемы деформирования материала при контакте выступов в виде микросфер с гладкой поверхностью:  
а – идеально упругое; b – стесненное упруго-пластическое; c – свободное упруго-пластическое 

 

Fig. 1. Schemes of material deformation upon contact of protrusions in the form of microspheres with a smooth surface:  
a – ideally elastic; b – constrained elastic-plastic; c – free elastic-plastic 
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Поскольку в рассмотренной модели 3с  [15], 
из формулы (10) следует, что коэффициент 
пластического трения Зибеля μs в три раза 
больше коэффициента трения Кулона f. При 
этом максимальное значение коэффициента 
трения Кулона fmax для всех видов контактиру-
ющих материалов, независимо от показателей 
их деформационных свойств, составляет 

 

max
max

1
0,192.

3 3
sf
c


               (11) 

 

Однако такой вывод не подтверждается на 
практике.  

Наряду с рассмотренной выше моделью 
внедрения жесткой сферы в пластическое по-
лупространство имеется ряд исследовательских 
работ [16, 17], посвященных анализу стадии 
стесненного упруго-пластического деформиро-
вания материалов сферическим индентором.  
В частности, в работе [17] предложена упро-
щенная модель с шаровым ядром упруго-пла- 
стического внедрения. Предполагается, что 
внутри ядра имеет место гидростатическое 
напряженное состояние с интенсивностью, 
равной среднему контактному давлению рm.  
В соответствии с этой моделью [15, 17] для не-
сжимаемого материала среднее давление рm 
определяется соотношением pm/σs = 2,7, что на 
10 % меньше значений, предсказываемых фор-
мулой (8) в соответствии с теорией идеальной 
пластичности. При таком подходе в соответ-
ствии с рассматриваемой адгезионной теорией 
трения следует допустить увеличение мак- 
симального коэффициента трения Кулона до 
значения  

 

max
max

0,577
0,214.

2,7 2,7
sf


              (12) 

 

Полученное значение лучше согласуется с 
имеющимися экспериментальными данными  
и свидетельствует о перспективности развития 
микроконтактного подхода с более углублен-
ным учетом показателей механических свойств 
подвергаемого деформированию материала.  

 

Разработка микроконтактной  
адгезионной модели взаимосвязи  
коэффициентов трения Кулона и Зибеля 
 

Рассмотрим условия перехода от стадии 
стесненного упруго-пластического деформиро-

вания (рис. 1) к фазе пластического смятия не-
ровностей. В связи с тем, что пластическая 
линза внутри микросферы окружена упругой 
оболочкой, для малых стесненных упруго-
пластических деформаций на этой стадии при-
мем в первом приближении действие закона 
Гука. В соответствии с энергетической тео- 
рией текучести переход от упругого состояния  
к пластическому в любой точке начинается то-
гда, когда эквивалентные напряжения σred  
станут равны пределу текучести [13] σs  В точ- 
ке А (рис. 1в) эквивалентные напряжения σredA 
равны [13, 16] 

 

0

3(1 2 )
,

3Ared p
 

           (13) 

 

где р0 – наибольшие напряжения в зоне контак-
та (напряжения Герца); ν – коэффициент Пуас-
сона. 

Из (13) следует, что максимальные контакт-
ные напряжения р0, соответствующие пере- 
ходу материала в точке А от упругого состоя-
ния к пластическому, равны 

 

0

3
.

1 2 sp  
 

       (14) 

 

Поскольку среднее давление pm в зоне кон-
такта в соответствии с теорией Герца составля-
ет 2/3 от максимального p0 [13, 15], переход 
материала в точке А от упругого состояния  
к пластическому будет осуществляться при 
среднем давлении  

 

0
2 2 3

.
3 3(1 2 )

m sp p  
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              (15) 

 

Для удельных сил трения на площадках 
фактического контакта в соответствии с зако-
ном трения Амонтона–Кулона с учетом (15) 
можно записать 

 

2 3
.

3(1 2 )m sfp f   
 

              (16) 

 

Приняв в формуле (7) прочность адгезион-
ного сцепления a , равной удельным силам 

трения, по Зибелю, в форме (4),  получаем  
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Входящую в формулу (17) площадь факти-
ческого контакта Аr  можно найти как отноше-
ние действующего усилия Р к среднему давле-
нию рm на площадках фактического контакта. 
При этом учтем, что прижимающее усилие Р 
можно рассматривать как произведение номи-
нального давления р на номинальную площадь 
контакта АН. Тогда 

 

н .r
m m

pAP
A

p p
                       (18) 

 

Подставив значение рm из (15) в (18), нахо-
дим отношение Ar/Aн 
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С учетом (19) формула (17) для расчета 
удельных сил трения τ преобразуется в следу-
ющую зависимость: 
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Сравнивая (20) с законом трения Амонтона–
Кулона (1), для коэффициента трения f по- 
лучаем 

 

3(1 2 )
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Полученная аналитическая зависимость 
устанавливает искомую взаимосвязь коэффи-
циента пластического трения Зибеля μs с коэф-
фициентом трения Кулона и коэффициентом 
Пуассона более мягкого материала контакти-
рующей пары. Аналогичная зависимость для 
фактора трения m получается совместным 
решением (5) и (21) 

 

1 2
.

2
f m

 
                         (22) 

 

Результаты исследований  
и их обсуждение 
 

С целью апробации полученных расчетных 
зависимостей выполнены оценочные расчеты 
коэффициентов трения Кулона для широкого 
диапазона изменения коэффициентов пластиче-
ского трения Зибеля и коэффициента Пуассона. 
Диапазон изменения коэффициентов Пуассона 

принят в соответствии с имеющимися в спра-
вочной литературе данными для углеродистых 
(ν = 0,24–0,28) и легированных (ν = 0,25–0,30) 
сталей, а также меди (ν = 0,31–0,34), брон- 
зы (ν = 0,32–0,35), алюминия (ν = 0,32–0,36) [13]. 
Имеющиеся в литературе данные по значениям 
коэффициента пластического трения Зибеля μs 
фрагментарны и трудносопоставимы, посколь-
ку получены по различным методикам. В связи 
с изложенным для оценочных расчетов выбран 
диапазон μs = 0,45–0,577, верхнее значение ко-
торого (μs = 0,577) соответствует теоретически 
максимально возможному сопротивлению, ко-
гда реализуется условие сдвига, по Прандтлю 
(пластическое течение материала в подповерх-
ностных слоях), а меньшие значения μs соот-
ветствуют реальным условиям существования 
на контактной поверхности окисных пленок и 
адсорбированных слоев.   

Результаты расчетов приведены в табл. 1. 
Курсивом (последний столбец) выделены пре-
дельные значения для идеального контакта по-
верхностей, не содержащих адсорбированных 
слоев и окисных пленок, когда реализуется 
условие сдвига, по Прандтлю (μs = 0,577). Взаи-
мосвязь коэффициентов m и μs при составлении таб-
лицы принята с соответствии с формулой (5). 

 

Таблица 1 
Расчетные значения коэффициентов  

трения Кулона f 
 

Calculated values of the Coulomb friction coefficients f 
 

Коэф-
фициент 
Пуас- 
сона ν 

Коэффициент μs и фактор (m) трения Зибеля 

μs = 0,45 μs = 0,50 μs = 0,55 Сред- 
нее зна-
чение 

Предель-
ное зна-
чение (m = 0,78) (m = 0,87) (m= 0,95) 

0,24 0,20 0,225 0,25 0,225 0,26 

0,26 0,19 0,21 0,23 0,21 0,24 

0,28 0,17 0,19 0,21 0,19 0,22 

0,30 0,16 0,17 0,19 0,17 0,20 

0,32 0,14 0,16 0,17 0,16 0,18 

0,34 0,125 0,14 0,15 0,14 0,16 

0,36 0,11 0,12 0,13 0,12 0,14 
 

Анализ табл. 1 показывает, что рассчитан-
ные значения коэффициентов трения Куло- 
на f для сталей и цветных металлов находятся  
в диапазоне, который согласуется с имеющими- 
ся экспериментальными данными для сухого тре-
ния гладко обработанных поверхностей (табл. 2). 
Приведенные в табл. 2 ориентировочные осред- 
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давлениях, сопровождающихся пластическим 
течением в объеме материала или пластиче-
ским «пропахиванием» поверхностных слоев, 
удельные силы трения нелинейно зависят от 
контактного давления и понятие «коэффициент 
трения» становится условным, поскольку эта 
величина при таких давлениях не может рас-
сматриваться как константа [1, 8, 9]. 

 
ВЫВОДЫ 
 
1. Результаты выполненных исследований 

параметров напряженного состояния микровы-
ступов поверхностных слоев контактирующих 
материалов позволили осуществить теоретиче-
ское обоснование взаимосвязи коэффициентов 
трения Зибеля и Кулона для пластичных мате-
риалов на основе адгезионной теории трения  
и микроконтактной модели упругопластиче- 
ского деформирования шероховатых поверхно-
стей.  

2. Получена аналитическая зависимость, 
связывающая коэффициенты трения Кулона и 
Зибеля, а также коэффициент Пуассона подвер-
гаемого пластическому деформированию мате-
риала из контактирующей пары. На примере 
углеродистых и легированых сталей, а также 
цветных металлов и сплавов произведена рас-
четная оценка взаимосвязи коэффициентов 
трения Зибеля и Кулона для широкого диапазо-
на изменения коэффициента Пуассона. Рассчи-
танные значения удовлетворительно согласу-
ются с имеющимися экспериментальными дан-
ными.  

3. Результаты исследований могут быть ис-
пользованы в учебном процессе при изучении 
дисциплин, связанных с обработкой материа-
лов давлением, а также в инженерной и научно- 
исследовательской практике. 

 
Обозначения: 
 

Ан – номинальная площадь касания; Ar – пло-
щадь фактического контакта; с – коэффициент; f – 
коэффициент трения Кулона; fmax – максимальное 
значение коэффициента трения Кулона; FT – сила 
трения; m – «фактор трения» Зибеля; Р – действую- 
щее усилие; р – давление; рm – среднее контактное 
давление; р0 – наибольшие напряжения в зоне кон-
такта (напряжения Герца); μs – коэффициент пла-
стического трения Зибеля; μsmax – максимальное 
значение коэффициента пластического трения Зибе-

ля; ν – коэффициент Пуассона; σredA – эквивалент-
ные напряжения в точке А; σs – предел текучести 
при растяжении и сжатии; τ – удельные силы тре-

ния; τs – предел текучести на сдвиг; a  – удельные 

силы адгезионного сцепления; η – относительная 
площадь фактического контакта.  

 

Nomenclature: 
Ан – nominal contact area; Ar – actual contact area;  

c – coefficient; f – Coulomb friction coefficient; fmax – 
maximum value of Coulomb`s friction coefficient; FT – 
friction force; m – Siebel`s “friction factor”; P – effec-
tive force; p – pressure; pm – average contact pressure; 
p0 – greatest stresses in the contact zone (Hertz stress-
es); μs – Siebel`s plastic friction coefficient; μsmax – 
maximum value of Siebel`s plastic friction coefficient;  
ν – Poisson's ratio; σred – equivalent stresses; σs – yield 
strength in tension and compression; τ – specific friction 
forces; τs – shear yield strength; τа – specific adhesive 
bond forces; η – relative actual contact area. 
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