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Одним из основоположников теории расчета балок, лежащих 
на упругом основании (без гипотезы Винклера), является 
Г.Э.Проктор [1 ] . Он предложил заменить гипотезу прямой про­
порциональности Винклера на интегральную зависимость между 
нагрузкой на основание и его осадкой. Кроме того, при изгибе ба­
лок на упругом основании он впервые обратил внимание на необ­
ходимость учета деформируемости балки по толщине наравне с 
осадкой основания. Им рассмотрен изгиб балки с учетом смятия 
нижней кромки на упругом основании под действием сосредото­
ченной силы, приложенной в центре [2] . Решение этой задачи 
было сведено Проктором к решению интегродифференциального 
уравнения относительно прогиба средней оси балки. Искомая 
функция представлялась в виде ряда по специально построенным 
полиномам, однако этот метод оказался громоздким и не давал 
желаемой точности.

В данной работе рассматривается задача изгиба балки под 
действием распределенной нагрузки с учетом смятия балки. В от­
личие от Г.Э.Проктора здесь смятие учитывается в зависимости 
от действия внешней нагрузки и реакции отпора основания. Полу­
чена приближенная формула, учитывающая величину укорочения 
балки по толыщне. Выведено интегральное уравнение изгиба бал­
ки C учетом ее смятия по толщине на упругом основании й получе­
но численное решение этого уравнения.

Рассмотрим на границе полупространства прямоугольную пло­
щадку C размерами 2а и 2Ь (Ь < а), на которой распределена 
сплошная нагрузка Р|^(и, v). Так как Ь значительно меньше а, то 
будем считать, что зависит только от одной координаты и. За­
висимость между осадкой граничных точек плоскости полупрост­
ранства и приложенной нагрузкой примем по теории упругого по­
лупространства. Тогда в нашем случае будем иметь
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Введем новые переменные интегрирования следующим образом:

t V ^ b  
Ь ’ ^ *  а - (2)

Проинтегрировав выражение (1 ) по s, получим
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Ввиду того что Ь <̂ а, будем считать: изгиб по направлению оси 
у отсутствует и в силу этого положим у = 0. Тогда

2а(1 -«';) . 1 S
_ / p ( t ) A r s h ^тгЕ̂ dt (3)

Рассмотрим балку прямоугольного поперечного сечения вы­
сотой 2h и прямоугольной подошвой 2а • 2Ь, находящуюся в рав­
новесии под действием нормальных нагрузок р(х,у) и q(x,y), при­
ложенных к плоскостям Z Для определения укорочения бал­
ки необходимо определить перемещения и напряжения вдоль оси 
Z. Для определения ( 3 воспользуемся уравнением

д2 ( 5 , - 0 (4)

и условиями на границе

о9z при Z = ±h;

при Z * h; (5)

при Z = —h.

Следуя [ 3 ] , можно получить такое приближенное выраже­
ние для < 5

h2 . z
40

3 5 д
( г  -  2^ +  —g-X — ^  + Р(х,у) ]

h3 Эх̂

(6)

Эу

удовлетворяющее условиям (5).  Эта формула имеет точность

0 ( —J-). Смятие балки определяется как суммарное перемещение
а^

ее точек по высоте. Предположим, что влияние касательных на­
пряжений на нормальное перемещение мало и перемещения про­
исходят только в вертикальном направлении, горизонтальные 
перемещения отсутствуют. Тогда из соотношений между ком­
понентами напряжений и деформаций имеем
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Подставляя сюда формулу (6), получим

' "см*"— - tp(x.y)+q(x,y)] • (7)
( 1 +v) ( 1—2v)h 

E(I-V)
Изогнутая ось балки, с одной стороны, определяется из извест­

ного уравнения
E I d̂ w , , , ,
- Г  — г  “ Ч(х) -  Р(х)- 

dx^
(8)

C другой стороны, изогнутая ось балки равна осадке основания 
плюс половина величины, на которую сжалась балка под действи­
ем приложенных нагрузок

2(1- f^) а 1 6 . ( l+ v ) ( l -2v)hr , , , , ,
1ГЁ _{ - Щ ы у — № ^ Ч (х)] .

(9)

Для определения постоянных интегрирования к системе уравне­
ний (8), (9) необходимо присоединить граничные условия и усло­
вия равновесия:

■■'"(х)/W** (х) /  = W
X =±1

1 1
/  р(х) dx = /  q(x)dx; 

-I  - I
I I
/  xp(x)dx = /  xq(x)dx. 

-I - I

= ±  I
0 ; ( 10)

(11)

(12)

Проинтегрируем (8) с учетом (10) и подставим в (9).  После ум-
- 2 E ( l - v )

ножения полученного при этом равенства на X ’*’'(i'+v^(l "̂ v)'а
дем к такому интегральному уравнению 

1
“Р(х) + /  К(х, t) p(t)dt = f(x). (13)

- I

где К(х, t) =)3 Arsh I x - t | + 7 |x - t | ^ ;

f(x) = \(Cq + Cjx) -  aq(x) + 7 / 1  x - t  r  q(t)dt; 

h 4(1- v̂ )R (1 -v) “
^ a ' ^ 7tE^(1+v)(1-2v) ’ '  61(1+v)(1-2v)
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Постоянные и Cj определяются из условий (11) и (12). Бу-

(14)
дём искать решение уравнения (13) в виде [4] :

N
Р(х)

к=*1
где

’‘к -І
"1 

^K+ г
"1

О

Хк_1 <х<Х к

х < ‘к -1 или х^<  х;

( 11) -Подставив (14) в 
(13), получим систему ли­
нейных алгебраических урав­
нений для определения неиз­
вестных коэффициентов 
и постоянных интегрирова­
ния и Gp

В качестве примера была 
взята балка со следующими 
характеристиками: а = 2 м; 
h = 0,5 м; Ь = 0,4 м; E =
= 2 1 0 Ю Н /м2 ;

д (х )= 3 -м

д ( х )  = 1 * 1 x 1
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Рис. 1. Рис. 2.
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 ̂ = 0,16667. Расчеты показали, что учет смятия приводит к по­
строению устойчивых численных алгоритмов решения соответст­
вующих интегральных уравнений задачи, причем параметр регуля­
ризации имеет определенный механический смысл. На рис. 1,2 
представлены некоторые решения рассматриваемой задачи при со-

£
отношении модулей упругости — -  10. Сплошной линией дано

о
решение с учетом смятия, штриховой — без учета смятия.
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СЖАТИЕ УПРУГОГО ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 
ТРЕУГОЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ

Рассмотрим задачу статики для jrnpyroro прямоугольного па­
раллелепипеда при следующих граничных условиях (рис. 1 ) :

при I - ^ z x - V ( I)

при (2)

при ь
у . _ _ (3)

при (4)

где
Y+ , 2 1 ZI ,

у h ^ т а х ’

5 Зак. 5084

 ̂ 2 Izl
Yy =-(—h------W ’
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