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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

ДЛЯ КУБИЧЕСКИ-АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ

Задача упругого равновесия кубически-анизотропной среды, имеющей две 
взаимно ортогональные оси симметрии четвертого порядка, описывается эл­
липтической системой уравнений [

C44AU. + а Эе , ^ “i
дХ; dxf

+ X. = 0 ,  xeV, i = I, 3 (I)
I I

C граничными условиям и относительно перемещений или напряжений:

Эи. 3 Эи. Эи-

3 Эи.
Здесь Л — оператор Лапласа; е = ^ -  ; X- — компоненты вектора объем­

ных сил; S поверхность, ограничивающая область V , занимаемую средой;
^12 ■^^44’ ^ ^  ^12"^ ^^44 - C j P C JJ, C J 2» ^ 4 4 -м одули  упругости сре­

ды.
Эллиптичность системы ( 1) вытекает из следующего рассмотрения. Линей­

ный дифференциальный оператор системы ( 1) может быть записан в виде

Ч к
3
2: C,:

Здесь
jд= l ЭXjЭxJ

CjjKl = C44(6j Ą +

(2)

где 5 у -  символ Кронекера;  ̂ .

Характеристическая матрица системы ( 1) выражается следующим образом:

^ i K J j5j Ч ік іЧ Ч  ^^44 ^Ч^к*
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Эта квадратичная форма должна быть положительно определенной, так как 
она совпадает с выражением потенциальной энергии деформации [ 2] .

Отсюда следует эллиптичность системы (1) и ограничения на упругие по- 
>0; Clстоянные: Cąą > 0 ; -  С^2 C j2+2C |2 > 0 . Фундаментальным решени­

ем U|-(x-y) линейного оператора (2) является решение неоднородного урав- 
--------------------нения ( 1) приХ.

дельта-функция. Таким образом, Uy(x-y) представляетгде 5(х-у)
ние в точке х упругой среды, вызванное единичной сосредоточенной 
приложенной в точке у в направлении j-й координаты. Оно имеет вид

1 ^ Pi;(?)ds .

Интегрирование в (3) производится по единичной окружности в 
перпендикулярной вектору z = х -  у , с центром в точке х

смеще- 
силой ,

(3)

обратная характеристической матрице Qjj(I) '

Р . ( |) =

Pij(I)
ПЛОСКОСТИ ,

-  матрица.

и ' A(I)
алгебраическое дополнениегде A(I) -  определитель матрицы Qy(I), Ay(I) 

элемента Qy(I)-
Использование теоремы взаимности и операций предельного перехода на 

поверхность тела приводит задачу ( 1) к следующей системе интегральных 
уравнений:

и.(х)
^ + /  Ty(x-y)U j(y)ds =  /  U y(x -y )tj(y )d s

S S
(4)

относительно Uj и tj на тех частях границы S ,где они неизвестны; Ту(х-у) — 
результат применения оператора напряжения  ̂к  фундаментальному реше­
нию Uy(x—у), сингулярное решение системы (1)

Tjm(X-Y) ^
Э икт(х-У )

Эх (5)

Основная трудность, связанная с численным решением (4 ) , заключается в 
невозможности вычислить контурный интеграл в выражении (3) для фунда­
ментального решения Uy (х-у) один раз и использовать его в дальнейшем для 
различной ориентации вектора z . C изменением направления вектора z меня­
ется и контур интегрирования. Интеграл в (3) можно преобразовать таким 
образом, что контур интегрирования станет независимым от ориентации z

Л
Представим вектор z в виде z = Rp , где R = V ^  (х--у-)^ ;р — единичный

і=1
вектор. Введем сферические координаты для вектора р :

P =  (sin^cosi// , Sin^ sin\//;  c o s \ p ) ,
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где в = arccos 0}

У  Р 1 +Р2 +Р3

; ф= arctg

Компоненты вектора |  примут следующий вид:

= COSipsin sin ipcos в COS ф;

-COS ipcos \//+ sin ipcos в sin ф ; 

= sin ip sin 0 ,

где ip -  угол в плоскости интегрирования.
Фунді 

ся к виду

(6)

Фундаментальное решение и.j(x-у )  системы уравнений (1) преобразует-

и ,,(х -у ) =
1 2тг

/
8я“К о '"С4 4 ‘̂

------------------------------------ } d ^  , ( 7 )

C44 W

где (<p ) выражаются no формулам (6).
Интеграл в (7) вычисляется по квадратурным формулам типа Гаусса, так 

как сингулярное поведение фундаментального решения связано с первым со­
множителем в (3 ) . Представление фундаментального решения в виде (7) дает 
возможность построить решение Т -(х -у) путем дифференцирования под зна­
ком интеграла и избежать численного дифференцирования.

Частные производные фундаментального решения Uy(x-y) после проведе­
ния дифференцирования имеют вид

dUji(x-y) 2тг_ц
Эх^

а

4tt̂ R o

d 2я

4t?R  о C44+d|?(v>)

Ij(^)

P..(y>)dy}+

(C44+ d |?(^))(C 44+ d |2(^))(l+ ^
^44+d

-)

X Б J l ----- 4 ^ ( 1 -
C 4 4 + d ^ > )

)dip-
C44+d^ (̂V>) 47I^R
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2я Ш  ^

О
(С44 + d |2 (^ )) (C44+d|?C^))(l +

C 4 4 + d ? > )
-) (8)

где Py (<p) -  подынтегральное выражение в (7); -  производная i -й ком­
п о н ен т  вектора  ̂в виде (6) . Например,

^3 3 = — 1/R sin p̂cos в Sind ,

Остальные производные вычисляются аналогично.
Выражение для T̂ j (х—у) получается подстановкой (8) в (5).
Численные расчеты проводились для веществ с различной степенью прояв­

ления анизотропных свойств на ЕС ЭВМ. На рис. 1, а, б приведены результаты 
расчетов фундаментального решения Uy(х -у ) для алюминия ( Cj j = 1073; 
C j2 = 609; Cąą = 283) при ф = Оиф -  45^. Вычисленные значения сравнива­
лись C результатами работы [ 4 ] , использующей разложения в ряды Фурье для 
вычисления Uy (х - у ) .

В работе [ 3] построено приближенное выражение для фундаментального 
решения разложением (4) в ряд по степеням d и интегрированием членов ря­
да. На рис. 1, в, г приведены значения для германия (Cj j = 1293; C j2 = 485;

Uff(x-y)

71/2 ^

Рис. I. Компоненты u^^(x—у) и u ^(х—у) матрицы фундаментальных решений для 
алюминия (а, б) и для германия (в, г;.
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('44 ~ 672 в ед. Па) при ф Оиф = 45^, полученные интегрированием
выражения (6) (сплошная линия) и вычислением по приближенной формуле 
из [ 3] (пунктирная линия).

Для проверки правильности построения решения Ту (х -у ) полученные вы­
ражения интегрировались по поверхности сферы, содержащей точку приложе­
ния силы. Использовалась кубатурная формула со 100 точками на поверхно­
сти сферы[‘5]. Результат вычисления сравнивался со значением равнодейству­
ющей силы.
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Н.Я.БОЙКО (БПИ)

О ХАРАКТЕРЕ НОРМАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ 
ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ ПРИ СЖАТИИ ЕГО КЛИНООБРАЗНЫМ 

ЖЕСТКИМ ШТАМПОМ

В работе [ 1] получено решение задачи сжатия (рис. 1) упругого прямо­
угольного параллелепипеда жестким клинообразным штампом при следую­
щих краевых условиях;

( 1)

(2 )

при ^  ^xy ^xz
ьпри У= ± -2

^  hпри Z = ± - " z x  = ^ z y  = O;

2 b h .

я^(Ь-Ьо)

2тгку
2) — ( COSTTK-COS — -----)cos —

K = I k ^ Ь Ь
(3)

Представляет интерес провести численный анализ напряженного состояния 
упругого параллелепипеда.
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