
центрические цилиндрические поверхности. Из закона распределения темпе­
ратур по сечению цилиндра следует

grad T
T l - T o dR

(5)In b/a ^2

На основании (5) построена графическая зависимость для случаев, когда 
тепловой поток направлен наружу (рис. 3, а) и вовнутрь (рис. 3, б) [ 2 ] . На 
рис. 4, а, б представлена картина изохром и графическая зависимость

пі - П 2 = f(R) ,
построенная по экспериментальным данным. Здесь п -  показатель преломле­
ния; -  ^2 ~ Разность хода светового луча. Картина полос, по которой стро­
илась данная зависимость, фиксировалась на оптически чувствительном мате­
риале ЭД20-М. Цилиндрическая модель, изготовленная из материала ЭД20-М, 
подвергалась тепловому воздействию постоянной разности температур, кото­
рая оставалась неизменной в процессе охлаждения так, что верхний предел 
охлаждения после окончания эксперимента достигал температуры фиксации 
[ 3 ] . Расчет температурного поля и проведение эксперимента осуществлялись 
для температур Ti — = 55 и размеров цилиндра а = 10 мм; Ь = 30 мм
(рис. 3 ) .

Характер приведенных зависимостей позволяет заключить, что оптически 
чувствительная модель может служить исходным пунктом для построения 
температурного поля в любой сплошной среде. Это следует из известных зако­
нов [ 4 ] .
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ТОЧНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ МАТРИЦЫ 
ЖЕСТКОСТИ ПИРАМИДАЛЬНОГО КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА

Численная реализация метода конечных элементов (МКЭ) для решения 
трехмерных задач теории упругости связана с преодолением значительных вы­
числительных проблем. Одной из таких проблем является вычисление коэф­
фициентов матрицы жесткости конечных элементов (КЭ) высоких порядков 
точности [ 1 - 5 ] .

В данной статье выводятся соотношения для точного вычисления коэффи­
циентов матрицы жесткости произвольного пирамидального конечного эле­
мента C полиномиальной аппроксимацией перемещений.
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Представим перемещения конечного элемента в виде ряда 
^  N
и  = . І , .  , <1)

где а. — постоянные коэффициенты; — базисные функции. Компоненты 
І-Й базисной вектор-функции 2» Ч з}® являются
полиномами трех независимых переменных

^ Pi г W 1
'^ i r =  ’ > г = 1 ,2 ,3 ,... (2)

где к 1 — количество мономов в полиноме; Cj  ̂ постоянные коэффициен-

(3)

ты; ўі г и- ] ^  показатели степеней независимых переменных. 
Ma----------------------------------------------------------------іатрйца жесткости конечного элемента имеет вид

к  = /  ( B / d  B d V ,
V

структуры матриц В и D приведены в работе [ ^  .
Подставляя (2) в (3 ) , получим формулу для вычисления коэффициента 

матрицы жесткости КЭ:
к1 к1 3 3 ,

= G 2  S S 2  / l . .C . C  . P ^  . . P  . . J , + X . .  X1П,П 1 К~ 1 І”  1 j“ l ^ П1,1,К ]ПД,1,Г rijJjJ5K I IjJ

^ t^m,i,r,K**m,ij,r ^^n,i, к  ^n,ij,K^2^‘“nJ,i^nj,i,Kr^P'''

j,r^mj4,r^^n,i,K'^m,y,K^3 ^nJ,K^n j,i,ic^4 ]̂} ’

m = l , 2 ,  ... ,N ; n = l , 2 ,  ..., N,

(4)

где

J l =  ;  ( П ^nj,e,k ^i,l ^
V 1=1

J 2 = /  ( П 4 i , e ,k - ^ i J  -^ j , l  .
\T 1~1

^ l’n,i,e,k і̂Д ^,1 )dv ;

(5)

I ,  = /  (П 
3 у  1=1 I

J4 = /  ( П Xi'^J-®’''
\T I—I

3 P „  ; _  + P„ : „ t  -  25i In,i,e,K i,i ^^y .

^  2 ( 1- 1̂) .
I -  21. ’ '"'J4 j  =  I'^iJ + ^ i j l '2 ; I' =  ; h i  =

72 = 7 - 2.

1 - 5 IJ

I

Здесь 5JJ — символ Кронекера; G — модуль сдвига; v — коэффициент Пуассо­
на. Таким образом, для вычисления коэффициентов ^ по формуле (4) не-
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обходимо предварительно определить интегралы (5) по объему конечного эле­
мента.

Рассмотрим КЭ в виде усеченной пирамиды. Введем локальную систему 
координат ZOXY , связанную с КЭ таким образом, чтобы основание пирамиды 
ABC было п^аллельно УОХ (рис. 1 ). Вычислим интегралы (5) от мономов 

у^ d V по объему пирамиды в локальной системе координат.mnp

Рис. 1. Конечный элемент в глобальной и 
локальной системе координат.

Для этого произведем следующее преобразование:
^2

= /  x^y^z^dV = J  zPф(z)dz ;mnp

ь ^  УаЬ
Ф(г) =  7  x">dx Г 'у П д у +  ; % m d x ' f y " d y .

' ас 'ас

При этом пределы интегрирования имеют вид 
х„ = a,z + а^; Хі_ = b ,z + Ь^; x_ = CiZ + с^;

(6)

(7)

= + + УЬс='*'і’'+ '^2^ + %

Константы aj, bj, Cj, і = 1, 2, , j = I, 3 в выражениях (7) характе­
ризуют форму данного КЭ и определяются с использованием зависимостей ана­
литической геометрии, для чего первоначально определяются координаты точ­
ки О ',равные: Уо“і ~У а“2

-----  ’ Уо = "0 =-
^2“1 -  7 “2

где
«1 -« 2  ' “1 “®2 

«1 = \ /  (X^-Xg) ̂  + (Ус~Ув) ̂  ^ ’

а, - (

3 Зак. 5336 33



tt2 =  V  ( x p - x g ) ^ +  (У р -У р )^ +  (Z p-Z p)^  .

После чего, используя свойство подобия поперечных сечений пирамиды аЬс ос­
нованию АВС, имеем:

7 7 ’Zp -  Zj

,  ^ р -* в
7 7 ’Z p -Z j

Cl = -------- ;
1 Zq - Z j

(Хд-Хр)

“2 Zq - Z j

(Xg-XQ) 

’ 2 -  Zq - Z j

(Xc-Xp)  

<=2 -  Zq - Z j

у в - У а

V V ’ ^ 2 ~  ~~ 1̂*̂ 1 ’
.  У р -У д  .
U i -  ,1 Zq - Z j

= (І2 -  a2^Jj;
‘ 2̂ = z „ - z .Zp Z j

-  ‘̂ 2-‘̂ 2^1’
У с - У д

"" X X ’
’‘а

Tj2 = d j- c j t? j ;

У с “ Ув
-  ;

f  _ ^ о - У в
1 Zq - Z j ’

f =  "в-У р 
2 Zq- Z j + Ур-

Применяя биномиальную теорему для вычисления интеграла (6) , имеем:

J -Jjj к+^+1 (к+т)! (T^jAj^j+R^jB^ iKz^-z^)
mnp j_Q -_Q JJ к!(п-кН+1)!(к+т-і+1)!(і+і+р+1)!

где S = i + j + P + I ;

^KJ = V’ f  ;

(8)

A — кікК+т—i+1 J  ^K+m-i+1 .

^K j = ^  -  T,f ^2 ;

P __ л ж + т —i+1 ЛкК+т—i+1
^K,i ~  ^1^2 “ ®Г2

Перейдем к  рассмотрению интеграла (5) ^ я  общего случая _ориентирова- 
ния КЭ в глобальной системе координат XOYZ ^ и с Л ) . Пусть R(x,y,ź) — те­
кущее значение координат в глобальной системе ZOYX, а R (x,y,z) -  в локаль­
ной системе координат ZOYX связаны ортогональным преобразованием вида

3 3
R (i)=  Б Б M O ,i)R (i), І=  1,3, 

і=1 j= l
34

(9 )



где M(j, i), j = i, 3, i = I, 3 -  матрица направляющих косинусов. Тогда,исполь­
зуя свойства ортогонального преобразования (8) , интеграл (6) можно запи­
сать в виде

'm n p -  ^ N f )  R (2)R (§)4 '' = I f J R f j jd T  =

m n P 
= S S X  

iJ,K r,s,t f,g,h

m! n! p! Щ  'o'( x ,  y, z)av

i! j! k ! r! s! t! f! g! h!
( 10)

( 11)I f f  J o (x ,y , z)dV  = J x  
V

Учитывая TOT факт, что интеграл вида ( 1 1 )  при i - ł - r + f = m ; j + s + g =  n ;  
к + t + h = P качественно х:овпадает с ранее взятым интегралом (6) , произве­
дем соответствующую замену индексов в выражении (8) для интеграла ( 10) 
Окончательно получим

m п P j+s+g+1
= m! n! р! Ś t  2 S x

i,j,K =0 r,s,t=0 f,g,h=0 a=0

j+ s+ ^a+1 a+i+r+f+1 (i+ S + g)! («+ i + r + f)!
P=O y = o i! j! к!г! s! t! f! g! h! 

^a,j3®a,7 ^
a\ (i\ y\ (7 + s+  g -  a — ]3 + l)!  (a+  i + r + f — 7 +1) ! 

( I f - ż f )

( 12)

(іЗ+7 + K + t + h  + 1)! ’ 

ss = ] 3 + 7 + K + t + h  + 1;

T ., e = «ę .

a]
i+ r+ f-a-7  + 1 .

Ra,/3 = '*'1 ;

\ y  =  -  b] .

Таким образом, полученные соотношения (4) и ( 12) позволяют точно оп­
ределить коэффициенты матрицы жесткости пирамидального конечного эле­
мента при любом порядке полиномов, аппроксимирующих смещения элемен­
та.
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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

ДЛЯ КУБИЧЕСКИ-АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ

Задача упругого равновесия кубически-анизотропной среды, имеющей две 
взаимно ортогональные оси симметрии четвертого порядка, описывается эл­
липтической системой уравнений [

C44AU. + а Эе , ^ “i
дХ; dxf

+ X. = 0 ,  xeV, i = I, 3 (I)
I I

C граничными условиям и относительно перемещений или напряжений:

Эи. 3 Эи. Эи-

3 Эи.
Здесь Л — оператор Лапласа; е = ^ -  ; X- — компоненты вектора объем­

ных сил; S поверхность, ограничивающая область V , занимаемую средой;
^12 ■^^44’ ^ ^  ^12"^ ^^44 - C j P C JJ, C J 2» ^ 4 4 -м одули  упругости сре­

ды.
Эллиптичность системы ( 1) вытекает из следующего рассмотрения. Линей­

ный дифференциальный оператор системы ( 1) может быть записан в виде

Ч к
3
2: C,:

Здесь
jд= l ЭXjЭxJ

CjjKl = C44(6j Ą +

(2)

где 5 у -  символ Кронекера;  ̂ .

Характеристическая матрица системы ( 1) выражается следующим образом:

^ i K J j5j Ч ік іЧ Ч  ^^44 ^Ч^к*
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