
некоторых случаях (задача 3) удается точно проинтерполировать граничное 
условие на отдельных поверхностях.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН 
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

Задачи об устойчивости круглых пластин переменной толпщны, сжатых 
равномерно распределенными радиальными силами Р, приводятся к интегри­
рованию уравнений с переменными коэффициентами и поэтому в общем слу­
чае не имеют точного решения. Даже в сравнительно простых случаях линейно 
переменной или экспоненциально переменной толщины определение критиче­
ской силы связано с решением алгебраического уравнения бесконечного по­
рядка [ 1] . В настоящей работе дается применение метода возмущения дЛя оп­
ределения критической силы защемленно закрепленных и шарнирно зжреп- 
ленных круглых пластин. Полученные при этом трехчленные формулы для 
критической силы уточняюгрезультаты [ 2] .

1. Пусть толщина пластины изменяется по закону

h(r)=  1iq[1 + Xf(T)], ( 1.1)

где 1iq, X- постоянные; г — ; X -  радиальная координата, отсчитываемая

от центра пластины, а — ее радиус. Предполагается | Х| «  1.
Уравнения осесимметричной формы потери устойчивости и критической 

нагрузки имеют вид [ 1, 3]:
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где

h (v '+ — V -  - v ) + h ( v +  —v) = О ;
г г

^в"+-в'-  - і - ^ ) + ^ ( е +  — 0 ) - N 0 =  о,

V= — ; N =
а \ - v

Eh , t , V 
- ^ - ( V

D = Eh*"

\2 {\-v^)
Do[l+X f(r)]3; Dq =

Eh О

( 1.2)

(1.3)

U , 9 — радиальное и угловое перемещения точек срединной поверхности плас­
тины; Е, — модуль Юнга и коэффициент Пуассона.

Предположим, что на контуре пластины выполняются такие условия:

V(O) = 0(0) = ^( I )=O;  N( I ) =  -Р. ( M )

Представим искомые величины в следующем виде:

V =  Vo + Xv^ + 2 ^(^^) j

0 = 00 1 Х%2 *> (15)
2

^ P  = Po + XP j + x 2p2 + 0(x3);

2
—  N = Nq + XNj + Х% 2  0(^^)

Подставляя (1.1), (1.3) и (1.5) в (Г.2) и (1.4) и приравнивая нулю коэффи­
циенты при разных степенях X , получим для определения коэффициентов раз­
ложения (1.5) следующие граничные задачи:

(1 .6 )

(1.7)

+ Г о  -  - Г о  = 0 ;  Vq(O)=O; Nq(I) =  - P q;
Г

^0 + 7 ^ 0 -  - J V - V o  =  O; 0q(O)= 0q(1) =  O;
г (

v i ' + - i v j -----j V j + —^  fNQ = 0; Vj (O)=O; Nj (I) = - P j ;
" г 12a^ (1 .8 )

^ Г 7 ^ I -  I -  Nq0J -  NJ0Q + 3fNQ0Q+ 3f (0Q + ^  0q)=  0,1

^ j (O) = 0j ( l )  = O;

Ii I  I I  ^ O  I I
J - ^ 2 + 7 ^  ( f N j - 2ffNQ) = 0 ; 
Г 12a

V̂ (O) = O; N^( I )= - P 2 ;
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-  4 -  ^ 0^2 -  + SfNj^o -
Г

-  3ff'(0Q + ^ 0q) _  Nj0j  + SfNgI?! + 3f'(o'l + ^ 0 j )  = 0; 

0 2 (0) = 0 2 ( 1) = 0 .

U l . l l )

Уравнения (1 .6 )-(1 .7 ) представляют известную задачу об устойчивости круг­
лой пластины постоянной толщины. Ее собственные значения {Род}^ 1 ^ ®РТ0" 
нормированные собственные функции 2 определяются следующим
образом: ___

J , ( v ^  г);
1 о, к Ф п ,

f  V o n ^ ‘l>' = <̂ к = п .  ■ 
о ^

( 1.12)

В частности Pqj  ̂ = 14,68 [ 3 ] .
Решая граничную задачу ( 1.8), получим следующее выражение для

^ ln ""  ~ ^ 1п “  ’
gj(r)= f ( r ) - f ( D -  i [ g ( r ) - g ( D ]  ;

Г Г

g(r) = [rf(r) -  -- /  f(r)drV+ ^ F rf(r) -  J  f  r^f(r)dr ].

Положим 0Q = ^Ok ’ = ^Ок ® 0 -7 ) = 0 ,„  , Ng = Ng^ , Nj =  N j^ в
(1.9), затем умножим (1.9) на г (1.7) -  на г 0 , вычтем полученные ре­
зультаты и проинтегрируем эту разность по г от 0 до 1. C помощью формулы 
Іфйна получим ^

Рщ  = f  [P0n(3f -  8l)r + 3f'( 4  ^) 4  -  I  f'(l)0?n)l)>
О
 ̂ I ^

Cr. K =  f  ^ f -  S i  )^ 0 n  -
0 On O
1 . V

(1.13)

( п Ф  K )  . (1.14)

I
Совершенно аналогично ИЗ (1.10) и (1.11) получим

1
Р2П = -Р щ  /  Kg2 -  3f)0gn + e^^e^^]rdr -  Pg„ S [(S3 + 6f2 -

0 I 0

- 3f g i < t  (g, - з п в і „ в о „ Н '+  3 /f'«on  ! ' ( O o n ^ f V -
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где
g2(’’) = f(r) -  f ( l)+  0o(r)+  Y  0Q(r) - 0 q(1) -  v <Pq(1);

r I  ̂ /
^  f^r)dr -  — /  r^f (r)dr ;
O O

£3(1) =  f^ (l) -  f^(r) + f(r)gj(r) + Ф |(r) + Y  <̂ 1 W -  ^ j(I)

-  V<t> , ( I ) ;

<t>l(r)= -хг/ (2f + gj)f dr 
O

—  / r 2f'(2f+  g ,)d r. 
2r O

Собственные значения ИСХОДНОЙ задачи (1.2), (1.4) определяются по формуле

Pn = Pon+ ^ Р щ +  ^^Р2п+ (“ = Ь 2,...)
2. Используя известные формулы [ 4] , можно получить следующие соот-

н о ш е н и я :
I , K= 0

I
г „ 2 к + 1 л 2  j_ _/ r  6Qj^dr -  J

I
3 , K =  I

I K - I
p —i

( 2 . 1 )

2 к ( 2 к - 2 ) . . . ( 2 к - 2 і + 2 )
0 2 k + 1 i i i 2 ( k —i ) + l ( 2 k + 1 )  ( 2 к - 1 ) . . . ( 2 к - 2 і + 3 )

. x ( l  [ I - - ( K - I ) 2 ]  . . [ l - ( K - i  + 1 ) 2 ] , i^ 2

C помощью формулы (2.1) интеграл в (1.13) вычисляется точно, если f(r)=
M 9т.= S С_г . В этом случае имеем

K = O  У

Рщ = |Г о Г Р о п (3 - ^ ) C ^ + 6 ( l+ K ) ( l+ K - ^ ) C ^ ^ l ] } r 2 » ^ + l< d
K - U  Q

+ P C (Ъ dr+ ^  C ГР
+  ^ O n V -  2М+2>^ J K = O  On 2 ^ + 2 "

- З к 02^ (1)]. (2.2)

Значение ? 2jj находится из (1.15) по известному выражению для P^
3. Задача об устойчивости шарнирно закрепленной пластины решается со­

вершенно аналогично. В этом случае формулы (1.13) — (1.15) остаются в си­
ле, а вместо ( 1.12) и (2.1) имеют место следующие формулы:

^O n-

*^0n
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г , 2к+1д2 Hr-

I,  К =  О

i +  2 _
3 3 K= 1

P on+ - 1

2к^ + 2kv + + Р,On'

(2к+1) (Pq^+ V ^ - I )  

1 K-I
S

р —i  
^On

+ V ^ - I  i=  I 2 (к -і)+ 1 - 1 +POn+

+ 2v (к—i) + 2 (к -  i)^] X
V 2к (2к- 2) ■■■ (2к-2і+2) , 2ч „

(2к+1)(2к-1)...(2к-2і+3)'' ''

х [1 - (к -1 )2 ] .. .[ і - (к - і+ 1 )2 ] , к > 2 .

C помощью этих формул можно выписать явные выражения для Pj
M 2кв случае, когда f(r) =  2  C^rZn к
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К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
НЕОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ НА ПРИМЕРЕ 

РАВНОВЕСИЯ ЖЕСТКО ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПЛИТЫ

Решения некоторых задач пространственной теории упругости в ряде слу­
чаев приводят к неортогональным рядам. Коэффициенты в этих рядах обычно 
искались посредством численного решения соответствующих бесконечных си­
стем линейных алгебраических уравнений. В статье [ 1] был предложен анали­
тический метод нахождения коэффициентов, который позволяет, таким обра­
зом, строить решения задач пространственной теории упругости в замкнутом 
виде. В таком случае представляет особый интерес сравнение аналитического

21


