
При сложном нагружении (с учетом теплового воздействия) наблюдается 
общая тенденция к уменьшению концентрации напряжений, если конечным 
этапом было охлаждение. Цикл '’нагрев-охлаждение” играет положительную 
роль, так как не только выравнивает неоднородность напряженного состоя­
ния, но и снижает в значительной степени деформации сжатия.

Учитывая напряженно-деформированное состояние стержней каркаса в 
зависимости от их длины, можно оптимизировать раскрой каркаса так, чтобы 
напряжения в стержнях были минимальны.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТАЦИОНАРНОГО КАЧЕНИЯ ДЕФОРМИРУЕМОГО 
КОЛЕСА ПО ДЕФОРМИРУЕМОМУ ОСНОВАНИЮ

В работе рассматривается колесо с деформируемой периферией, катящееся 
по основанию, которое характеризуется инерционными свойствами, а также 
комбинацией упруговязких свойств и трением, близким по структуре к сухо­
му. Учитываются продольные деформации периферии колеса и основания. 
Описан алгоритм расчета зависимости для продольной силы, приведенного к 
центру колеса момента реакции основания и момента сопротивления качению 
в функции параметров движения системы и, в частности, радиуса качения 
колеса, скорости и т.д. Приводится результат расчета на ЭВМ Минск-32 в соот­
ветствии C описанным алгоритмом.

Исследование качения жесткого колеса по деформируемому основанию с 
учетом вязкоупругих свойств и при отсутствии продольных деформаций было 
осуществлено А.Ю.Ишлинским [ 1 ]. Настоящее исследование опирается на ре­
зультаты работы [ 1 ] и метод, развитый в [ 2, 3 ] .

Предполагается, что деформируемая периферия колеса и основание пред­
ставляются в виде набора стержней, а проскальзывание в области контакта от­
сутствует. Схема деформаций в области контакта показана на рис. 1. Направ­
ление отсчета составляющих реакции в области контжта P^, и М2 , приве­
денных к центру C колеса, также указано на рис. 1 и соответствует работе [ 2 ] . 
Очевидно, что в стационарном_^аченш сйш>і и момент, действующие со сторо­
ны экипажа на колесо, равны Р | = -P ^; P^ = -P ^ ; M^ = - ^ 2  (заметим,что

70



Рис. I. Схема деформаций и усилий колеса и основания.

В обозначениях работы^ [ 4] например, в ведущем режиме, имеют место со- 
ишошении г Y = X; ). При рассмотрении качения по абсолютно
твердому основанию выбор центра приведения моментной составляющей 
реакции в области контакта может быть сделан по-разному. В случае же де­
формируемого основания приведение сил реакции к центру C колеса наиболее 
удобно, так как выбор центра приведения, например, в центре области контак­
та вызывал бы существенные трудности в связи с зависимостью поверхности 
контакта от различных силовых и кинематических факторов. Обозначим так­
же радиус колеса в недеформированном состоянии R , а угол контакта 2а.

Рассмотрим деформации в области ксжтакта. В некоторый момент време­
ни, когда центр колеса занимает в пространстве положение C , точка А дефор­
мируемой периферии колеса на передней границе области контакта вступает в 
соприкосновение с деформируемым основанием. За определенный промежу­
ток времени центр колеса перейдет из положения C в положение С. За это же 
время диск колеса повернется на угол  ̂ и радиус Ć a! займет положение CA. 
Принимая скорость центра колеса равной v и радиус качения равным г ^  ~
расстояние от центра C до мгновенного центра скоростей диска колеса ) ,на­
ходим, что С'С = ■ Обозначим деформацию колеса в направ­
лении радиуса Х3 , а в направлении касательной и соответствующие
жесткости на единицу длины области контакта соответственно с^ и с^. Анало­
гичные деформации основания обозначаются: в направлении нормали — Р3 и в 
направлении плоскости основания -  р  ̂ ,а  соответствующие жесткости на еди­
ницу длины области контакта — C3g и c^g .

Элемент деформируемой периферии колеса длиной Rd^ контактирует с 
элементом основания длиной . Действительно, если диск колеса повер­
нулся на угол d^ , то новая точка А совпадает с концом стержня, вступившим 
в контакт C основанием в точке, удаленной от прежней А на расстояние d^. 
Это значит, что периферия колеса и основание имеют в продольном направле­
нии относительные деформации (растяжение или сжатие) противоположного
знака, связанные 
формуле в  2

продольным 
1 , где г -

псевдоскольжением S^, определяемым по 
радиус качения в свободном режиме, когдаГк/г

P j = O. Заметим, что обычно полное скольжение в области контакта наступает
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при значениях порядка (1±0,2)г , причем, как известно, г и R близки. По­
этому в работе рассматривается качение при условии, что и г не сильно от­
личаются.

Введем силы инерции основания в вертикальном направлении, учитывая 
эффективную массу основания т ,  которая приходится на единицу длины об­
ласти контакта. Таким образом, m -  масса основания, приведенная к концу 
стержня, имитирующего жесткость основания. Линейное вязкое сопротивле­
ние основания, приходящееся на единицу длины области контакта, примем в 

' 2виде JJLp̂  , а нелинейное — по формуле — р arc tg(o; /̂ )̂ ,приближенно представ­
ляющей сухое трение psign(p^) . При этом, конечно, принимается достаточ­
но большим, чтобы сухое трение имитировалось достаточно точно при весьма 
малых значениях скорости (р^ Ф 0) . Ясно, что прир^ = 0 результат получает­
ся иным из-за возможных зон застоя. Поэтому решение задачи строго соответ-

2ствует нелинейному сопротивлению по формуле — р  arc tg («уРз) • Силы вяз­
кого сопротивления, зависящие от , и силы инерции периферии колеса и в 
продольном направлении основания опускаем в связи со значительно большей 
податливостью Il рассматриваемого здесь основания. Впрочем, если р , р и 
m рассматривать как некоторые приведенные величины, то они учитывают и 
соответствующие параметры колеса. В случае, когда колесо представляется в 
виде цилиндра, при ширине области контакта, равной 2Ь , получаем:

Cl = Ci2b, 

P = 2Ьр'

I
= 2bco n g '

P = 2by,̂  m = 2bm ,̂

2bCi„ , =Ig ’ 3g 2bc 3g’

Здесь штрихами обозначены аналогичные параметры, но относящиеся к едини­
це площади области контакта.

Из совместности деформаций в точке Г контакта (рис. 1) получаем:

Гк? + (R — X ^)sin(a -  О + XiCos(a -  ^ ) = R s i n a + P i ;  (I)

(R — X cos(a — J ) -  Xj sin(a — J ) = R cos a + . (2)

По третьему закону Ньютона из равенства по модулю распределенных уси­
лий взаимодействия между колесом и основанием в нормальном и продоль­
ном направлениях к последнему находим:

c^X^cosCa — ^) + CiXisinCo: — ^) =

2 р
(сз^Рз + МРз + — arctg(cv/^) + шрз);

’’кСзХз8І п ( а - |) +  c jX jC o s (a - l)=  —

(3)

(4)

Из уравнения (4) можно выразить p j и подставить в (1). В результате полу­
чим вместе с уравнением (2) два уравнения, позволяющие выразить Xj и Х3 
через рз по формулам ^

Xj (AjA23 -  A2Aj 3>/A , Х3 -  (A2AJ J -  Aj A2 j )/A , (5)
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где
^11^23 “  ^21^13’

Aj i  = - ( 1  +

A j 3 =  ( 1  +

Cj R

V k
) c o s (a -^ ) ;

) sin (a -  I  ) ;

A2 J = —sin(a— | ) , A23 = —cos(a— |) ;

Aj = TjI  + R [sin(a-  I )  -  s in a ];

A2 = P3 + R [cosa — cos(a — I ) ] .

Так как процесс качения стационарный, то справедливо преобразование

(6 )

дифференциальных операторов — = —  JT- , — ч = — T • C исполь-
dt V  d |  dt2 r l  d |2К,зованием последних уравнение (3) преобразуется к двум уравнениям первого 

порядка: 2

^ Р з |  = | ^ [ c 3 X3 Cos(a-I )+  C jX jSin(a-t)]-

V 2 I
“  ‘' з / з  -  ^ 7 “ ^ з | -  п — T O

K K

“^ з  "

Из схемы на рис. I для составляющих реакции в области контакта P j, P^, М2 , 
приведенных к центру колеса C , получаем:

P^ = R [ С3 Х3  cos(a— 5) + CjXjsin(a— ^)] ;

~ P j  = R [ -Сз\ з5і п( «-0 + ;

a f “ 2 -Cj Xj (R -  Xę̂ )R -  C3Xę^XjR

(9)

( 10)

( 11)

Система уравнений (5) -  (11) интегрируется при начальных нулевых ус­
ловиях в пределах О <  ̂  , где — значение угловой координаты в облас­
ти контакта, при которой Х3 = 0. При этом предполагается, что в области < 
<  ? <  2а контакт отсутствует.

Момент сопротивления качению, как известно, определяется по формуле

M f= Nj/ ^ = - ( P jTĵ + М2) ,

где Nf -  мощность диссипативных сил, равная мощности сил, которые дейст­
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вуют на колесо со стороны экипажа в стационарном движении, и принимаю­
щая значение = - ( P + М2у/г̂ )̂ при  ̂= у/т̂ .

Нетрудно заметить, что в случае сухого трения в элементах основания

(тогда вместо — arctg /т^) используется выражение z ŝignCp^  ̂ ) , ес­

ли ФОи принимается во внимание возможность застоя при р^^ = О ) сис­
тема уравнений (5) — (11) имеет решение в квадратурах по типу решения за­
дачи о колебаниях материальной точки при наличии силы сопротивления, про­
порциональной первой степени скорости, и сухого трения с добавлением воз­
мущающей силы. Решение сопровождается совокупностью проверок на возмо­
жность наступления состояния р^^ Ф О, если р^ = const, и проверкой возмож­
ности наступления состояния P^ = const, если было состояние р ^ ^ ^  О, кото­
рое закончилось признаком р ^ | = 0. Причем в процессе вычислении устанав­
ливаются интервалы интегрирования, на которых система уравнений имеет со­
ответствующий вид. Если имеет место состояние Рз^ = 0, то уравнения (7) , 
(8) заменяются нарз = const и должно выполняться условие

RI — [c2X2Cos(a — ?) + C J Х| sin (а — I)]  — с^Рз I <  . ( 12)

Если это неравенство превращается в равенство, то возможно р^^ ^  0, и сис­
тема уравнений имеет вид (7 ) , (8) . Если в состоянии p^t ~ 0 при некотором  ̂
значение р^ снизилось до нуля, то р^ = const будет иметь место только тогда, 
когда выполняется условие (12 ). Таким образом, с учетом сухого трения ре­
шение оказывается громоздким и все равно осуществляется с помощью ЭВМ 
(см., например [ 5 ]) . Поэтому рациональным является непосредственное чис­
ленное решение системы (5) -  (11) на ЭВМ, например, методом Рунге-Кутта.

Поскольку зависимость -^arctg(a^vp2  ̂ / приближенно имитирует сухое
трение, то если нужно найти силы, действующие на колесо при малых скорос­
тях движения V , необходимо подставлять эти скорости, а не v = 0 . Послед­
нее свидетельствовало бы об отсутствии качения. При этом, конечно, как бы­
ло указано, а ^ должно быть достаточно большим.

В качестве примера приведем результаты расчета с использованием Форт­
ран-программы для ЭВМ Минск-32, составленной и отлаженной авторами. При 
следующих данных: R = 0,485 м, 2а = 0,64 рад, С| = 2100 кН/м^сз= 1050кН/м^ 
Cjg = 700 кН/м^, = 350 кН/м^, т =  100 кг/м, д = 1050 кН'с/м^,і^=3,5 кН/м, 
Cty = 100, г = 0,470 м, V = 5 м/с получены значения г = 0,477 м,Р^=0345 кН, 
P = 5,24 КН/М2 = -0,173 кН*м, M = 0,011 кН*м. Величина M  ̂ оказалась низ­
кой в связи C существенным влиянием большой погонной массы основания m 
и значительной величиной коэффициента вязкого сопротивления д . Наблюдае­
мое снижение M  ̂при больших т ,  д и указанной скорости v объясняется тем, 
что в этом случае основание не успевает значительно деформироваться в облас­
ти контакта и ведет себя почти как жесткое. И действительно, при т= 1 0  кг/м , 
д = 35 кН*с/м^ и неизменных остальных параметрах, указанных выше,вычис­
ления дают г = 0,478 м, Pi = 0,293 кН, Р3 = 3,30 кН, M = -0,226 кН*м,М^ = 
= 0,089 кН-м.

Дальнейшее развитие приведенных результатов должно идти в направле­
нии учета также и боковой силы. При этом имеет смысл принимать во внима-
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ние и другие дополнительные параметры деформируемой периферии колеса и 
основания, а также й зоны скольжения в области контакта, как это было сде­
лано, например в работе [ 6 ] , для колеса, катящегося по жесткому основанию 
при определении безразмерных составляющих Qjq и Q2Q, продольной и боко­
вой силы. Что касается зависимостей для Q^q и Q2Q в [6] и в обозначениях 
работы [ 6 ] , то они оказываются симметричными соответственно относительно 
£ ,Q , , если представить V pg в форме V p = r  этом воз­
можно следующее приближенное представлейие результатов, полученных в 
[6] на ЭВМ:

^ 10^ ^ 10’ ^ 20  ̂^  ’ ^12 ^  ^^^^0 ’

^ 20^ ^ 10’ ^  ^ 20^^

^Q = a rc tg (£ 2o/£iO^> ^  20^

O^Pq ~  ̂ ^^0 ’

2 ч 1/2 . (13)

Причем для рассмотренной в [ 6] конкретной простейшей модели периферии 
колеса

Qio(Po>0)= Q 20^®’^ 0^ ^  1 - 0  - P q)^ •

Вычисления показывают, что Aq = Bq = 0 в случае х = 1, а в случае х = 3 по­
лучаем Aq = 0,306 и Bq = 0,15. Отметим, что коэффициенты Aq и Bq в общем 
случае определяются по методу наименьших квадратов при сравнении зависи­
мостей (13) и аналогичных зависимостей, полученных с помощью ЭВМ или 
эксперимента. Может быть также использована и более простая процедура, в 
соответствии с которой сначала находится Aq при Pq = 1, а затем определяется 
B q и з  совпадения с зависимостями (13) в одной точке. Например, C  =  

= £ 2 0 = 0 -3 5 . 10
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