
Непосредственно под штампом (рис. 3, а, б) возникает небольшая зона 
значительных растягивающих напряжений В остальной преобладающей 
зоне наблюдаются небольшие сжимающие напряжения. Это объясняется тем, 
что в направлении оси х не действуют внешние силы, поэтому главный вектор 
напряжений должен быть равен нулю.

Условие равенства нулю главного вектора напряжений выполняется и в 
области контакта параллелепипеда с абсолютно твердым гладким телом
(рис. 4, а, б ) . a h

На линиях X = O h z = —— (аналогично на линии х = - и   ̂ = -^) растя­
гиваю пще напряжения б  у становятся сжимающими в области контакта с аб­
солютно твердым телом (рис, а) •

На свободной грани х = наблюдается неоднократная смена знака на­
пряжений G'y (рис. 5 ,6 ).

Числовой расчет выполнен на ЭВМ при а = 0,2 м; Ь = 0,4 м; h = 0,6 м; 
łiQ = 10~^ м. Суммы представлены 50 слагаемыми.

Изображенные на рис. 1 точки расположены на наружных поверхностях. 
Точка 1 находится в начале координат. Номера точек нарастают последователь­
но сначала по оси z , потом по оси у и х с шагом, равным четверти длины со­
ответствующей стороны.
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Д.П.ЮЩЕНКО (ГГУ)

о  ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ УРАВНЕНИЙ СТАТИКИ МОМЕНТНОЙ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ 

СО ЩЕЛЯМИ

В работе изучается первая краевая задача для однородных уравнений ста­
тики моментной теории упругости (уравнений м.т.у.) [ 1, с. 49] в многосвяз­
ной области со щелями. Автор предполагает, что читатель имеет возможность 
ознакомиться с монографией [ 1] , поэтому будут использоваться обозначения 
и результаты из [ 1] с необходимыми ссылками.

Пусть -  трехмерное евклидово пространство, а Dt: — область с гра- 
m п

ницей S = U  и б =  и  б : ,  причем S„ и б : являются соответственно 
K=O ^ j = 1 J K J

замкнутыми и незамкнутыми поверхностями класса Л j (а) . Поверхность 6 j 
имеет простой замкнутый край 7j . Будем предполагать, что только Sq охва­
тывает все остальные поверхности и, кроме того, две различные поверхности 
не имеют общих точек и не охватывают друг друга. За положительную нор-
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маль к S примем внешнюю по отношению к области D , а на б  -  любую фик­
сированную. Обозначим через ^  Г и б Г стороны поверхности 6*j , соответ­
ствующие приближению точки к поверхности 6 j по направлению положи­
тельной и отрицательной нормалей. Пусть — внешность поверхности 
S ĵ (k = 1, m ) , а Qj(j = 1, п) являются пространствами с разрезом (3 у Dq обо­
значает внутренность поверхности S q

Функцию U(x) будем называть регулярной в области D , если она имеет 
непрерывные вторые производные в этой области и непрерывно продолжима 
вместе с первыми производными в каждой точке поверхностей S j и » 
кроме того, при приближении к краю 7. поверхности <6 j функция и(х) огра­
ничена, а ее первые производные в окрестности линии 7j ведут себя как 
0(R7«) , где 0 < а <  1,а  R j -  расстояние ДОTj •

■Рассмотрим задачу нахождения регулярного решения U(x) уравнений 
м.т.у. в области D , удовлетворяющего краевому условию

!̂ ■(у), (к = 0, m ; j =  1,п) ,

где

где f (у) ; ft(y) ; f  ̂ (у) принадлежат классу и имеет место равенство
(у) = fj“  (у) для yc7j .

Единственность решения поставленной задачи непосредственно следует из 
формулы Грина для области D .

Лемма. Всякое регулярное решение уравнений м.т.у. в области D предста­
вимо единственным образом в виде суммы решений уравнений м.т.у. в одно­
связных областях (к = 0 ,ш ), Qj(j = 1, п ) , причем в неограниченных облас­
тях они регулярны на бесконечности [ 1, с. 109].

Требуемое разложение непосредственно следует из интегрального пред­
ставления решений уравнений м.т.у. в области D :

m п
U (X )=  2 Vj. ( х ) +  E W-(X),

K=O ^ J = I  J

V^(X) = J  l  ( \K x -y )T y U { y ) -  [Т у ф (у -х )] 'и (у )] dyS ;

W j(X )^ y  /  {«//(x-y)TyU (y) -  [Т у .//(у -х )]Ъ (у )] (іуб'* ;
6'і

/  f(y )d6  =  /  f(y )d6  + /  f(y )d6  .
6 .

Оператор моментного напряжения Ту = T (Э у, п) (п — положительная нор­
маль) определен в [ 1, с. 5 2 ]; ф (х -у ) -  матрица фундаментальных решений 
уравнений м.т.у. [ 1, с. 7 3 ].

Векторы V (х) и Wj ( х )  я в л я ю т с я  решениями уравнений м.т.у. соответст­
венно в областях и Qj .

Единственность требуемого представления покажем методом от противно­
го. Решение U (х) может быть представлено
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U (x)= Б v (^ )(x ) + Б W[^^(x)= Б v y ^ ( x )  + Б wV̂ -’(x) 
K=O ^ j= l J K=O ^ j= l J

= (2) , M )(

Для области D имеет место равенство
m «_ п  
^ ĥ k W   ̂ .2  W-(X)=O,

K=O ^ J=I ^

где V^(X) = (х) -  Vj(2) (х ) , Wj(X) = WP>(x) -  W p)(x ).

Из формулы (1) следует, что

( 1)

_ m _  п
Vq(X)= -  I  V ĵ (X) -  Z W-(X). 

^ K = I  J = IJ=

Поскольку (х) h Wj(x) является решениями и вне области Dq, то из по­
следней формулы вытекает, что V q (х) является решением во всем простран­
стве E^. Но всякое решение уравнений м.т.у. во всем пространстве E^, удов­
летворяющее условию регулярности на бесконечности, является тождествен­
ным нулю, поэтому Vq (х) = 0 И (х) = V^2) (х) .

Аналогично доказывается, что V^^(х) = 0 и Wj(x) = 0 (к = 1, ш; j = 1, п). 
Перейдем к решению исходной задачи. Предварительно отметим, что суще­

ствуют матрицы Грина первой основной задачи для областей и Qj , которые 
обозначим соответственно через G (х, у) и G*(x, у) .

Решение поставленной задачи будем искать в виде

m п
U(X)= S /  T G (x,y)i;j^(y)d S+ S /  T СПх,у)ц.(у)й (о , 

K=O  ̂ 6 .   ̂  ̂ ^

где (у) и jLtj (у) -  неизвестные плотности класса , для определения ко­
торых получаем систему регулярных интегральных уравнений:

m п
^ z ) +  2  I  T G^(z,y)i^j^(y)d S+ S /Т  G * (z ,y )/x .(y )d y 6'^

K=T̂ p

= fp(z); (p = 07m; zeDp) ;

4- m n ^
/ i | ( z ) +  S  /  T G (z ,y )z ;^ y )d  S +  S  /  T Gj*(z,y)/i.(y)d e  =  

K=Oc  ̂ J=I 5   ̂ ^j
= fj*" (z ); (I = l ,n  ; Z6 ej*’) ;

m n
 ̂  ̂ /  TyGj*(z,y)Mj(y)dy

= fj(z); (1= Г 7п; Z€6 j).

6 =
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Аналогично доказательству леммы, получаем, что V (х) = О, xeDj  ̂ и 
w|^^(x) О, X е Qj . Так как (у) и jUj(^\y) являются предельными значени­
ями V ® (X ) И Wj (х) на поверхностях и , то = О, Mj^^^(y)=
= 0. Таким образом, однородная система имеет только тривиальное решение, 
а следовательно, система интегральных уравнений имеет единственное реше­
ние.

В заключение отметим, что в работе [ 2] использованным методом была 
решена аналогичная задача для эллиптических систем с коэффициентами, обла­
дающими специальными свойствами.
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Р.А.РОМАНЧИК (Б ГУ)

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
В ЗАДАЧАХ КОНТАКТА УПРУГИХ ТЕЛ

Понятие ’’метод граничных элемёнтов*^’ (МГЭ|) введено в работе [ 1] при­
менительно к решению уравнений Лапласа. Й настоящей работе МГЭ использо­
вался для решения задачи контакта упругих тел.

Постановка контактных задач плоской теории упругости имеет вид

мАйід + (X + ju ) — = 0; i = I, 2 ; x eS ^ , a =  I, 2;

A =
Ъ Xt Эх2 ’ 9xj Эх2

(I )

где а и д-постоянные Ламе; -  плоские области, ограниченные замкнутыми 
гладкими кривыми Г^ (рис. 1) . Граничные условия задачи имеют вид

x e r f > ,
a

2

( 2)

где a = 1, 2.
Здесь U-и ^ ij^ j ~ компоненты вектора перемещений и напря­

жений на площадке с нормалью п; Г^^^, Г^^  ̂ -  части границы , на кото­
рых заданы перемещения и напряжения.
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