
ІЧіс. 4. Распределение по поперечному сече­
нию пластинки областей пластических де­
формаций в металлическом слое и зон фи­
зической нелинейности в полимерном слое: 
1 — при t = 0; 2 — при t “  (в полимере 

внутри кривых, в металле — снаружи)

3. При расчетах круглых многослойных пластин точное решение задачи 
теории упругости может быть получено по аналогии.
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УДК 539.3
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ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНКИ

При исследовании на термопрочность пластинчатых элементов конструк­
ций, работающих в условиях нестационарных тепловых режимов (жидкостная 
закалка, сварка и др.), возникает необходимость в определении температур­
ных напряжений в пластинках с учетом теплообмена. Такие задачи для случаев, 
когда на контуре заданы напряжения или перемещения, достаточно полно ис­
следованы в работе [1 ] и других работах, где использованы аналогичные мето­
ды расчета.

Известный интерес представляют смешанные нестационарные задачи тер­
моупругости, когда на одних учаежах контура заданы перемещения, а на ос­
тальных — напряжения.

В данной работе дано решение смешанной квазистатической задачи термо­
упругости для полубесконечной пластинки, нагреваемой движущимся источ­
ником тепла.

Считая, что однородная изотропная полу бесконечная пластинка находится 
в обобщенном плоском термонапряженном состоянии и ее срединная плос­
кость занимает область D~ (у  <  0 ) , получаем формулы [ 2 ] :
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\   ̂ = 2 [ Ф (г )  + ф (2 )]  +OjT;

Oy- ii-̂ y = Ф(г) -  Ф(Ю + (z - Ź )  Ф'(2) + Фд

2 I i -- (и + iv ) Ф (г ) + Ф ( І )  — (z  -  z ) ф’( 2)  — Ф„ ;
Эх ^

2jLt (u + iv)=36s^(z)+</?(z) -  (z  -  z ) 0 ( z )  -  ;

X + iY = -  i ( z )  -  ^ ( z )  + (z  -  z )  Ф (z )  + ] ;
^ A

M = Re [X (z )  -  z i/ ( z )  -  z z O (z )  + -  x — -----
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(7)

где T -  температура, усредненная по толщине пластинки и удовлетворяющая 
уравнению

AT -  ее 7 T =
1 Эт

F; ( 8)

. * i = ~  . F - * ; V x , y . r )  +
Q (x, у, г )

к 8 г
где /3 — коэффициент теплоотдачи; Q (х, у, г ) -  усредненная по толщине плот­
ность источников тепла; (х, у, г )  — температура внешней среды, омьюаю- 
щей боковые поверхности пластинки; -  частное решение уравнения

Ли^=а^Т .

Остальные коэффициенты общеизвестны [3 ,4 ] ..
Потребуем, чтобы напряжения а , а , г равнялись нулю на бесконечнос-X у ху

ти. Тогда на основании формул (1 )—(8 ) получаем, что для больших |z| функ­
ции Ф ( z ) , имеют ви^: ^

ф(2) = г '+  ^  + Ą + 0  (-1 - ) ,  z e D - ;
- Z  2 ^Z Z

Jl ^JI

Ф (2)  = г + —  + + о ( - U ) > ’

(9)

( 10)

d '  dj '  d '  d "  -  , I  ,

|z|
I I I  Ii Ii . îi î 2 рбо,

Г = В  + іС ; Г = В + і С , С  = ---------
I +ее

в'= -

( 1 1 )

( 12)
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в = Re г.О
а. T /

- 7 -  ’ =4 ^

M I Ii M
C = C + Im Гп; Im 7^ = — —  

 ̂  ̂ 2я

M

2 тг
Im d!

I
=■ У[
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2

X + iY
2 тт

Imd^

+ Imd^

+ d
и

(13)

(14)

(15)
2 тт

где Fq, d^, dp 6.2  ̂ d̂ ' — известные коэффициенты; X + IY — главный вектор 

внешней нагрузки на контуре L; M — главный момент внешней нагрузки на 
контуре L относительно начала координат; б^о, — вращение пластинки и 
ее температура на бесконечности. ,

Предположим, что пластинка защемлена на учасже L = [—а, а ] , а на ос­
тальной части контура L = L - L  и на бесконечности отсутствует внешняя на­
грузка, т.е. справедливы условия [ 4 ] :

u + i v = 0 , x G L ;  Oy - i ^ x y
OO OO OO ^

■ О , x e L ; (16)

Теплоизолированная по контуру L (y  = 0) пластинка, температура которой в 
начальный момент времени равна нулю, нагревается линейным источником 
тепла мощности q^, движущимся с постоянной скоростью Vq в положительном 
направлении полупрямой (вглубь пластинки) у = yQ — tg а (х  — Xq)  , а через 
ее боковые плоскости осуществляется теплообмен с внешней средой нулевой 
температуры. Здесь х^, у^ — начальные координаты источника тепла; а — угол 
между направлением движения источника и осью X.

На основании формул (2 ),  (3 ), (16) получаем краевую задачу:

0еФ“ (х ) +Ф'*’ (х ) = Ф ^ ( х , r ) , x e L * ;

Ф (х ) -  Ф ^ (х ) = -  (х, г ) , х в і ! ';

(17)

(18)

аіЯоехр(-ае^ г )   ̂ 2_________^ 2 ________

о  L z -  Z i ( T q ) ) ^  ( Ż ' -  Z j  ( T q ) ^8тгк дг

[

X ехр

"О 

Xj (Tfj)
( T - T qH z - Z j (Tq ) )

(z - Z j (Tq) )  2

ехр (ae^TQ)dTQ ;

4 (t - T q)

■] ехр [ -

( Z - Z j (Tq)^ 

] - [
(x-Xj (TQ))^ + (y+y-j (^р))^ , г X -X j (Tq)

( z - r Q ) ( z - Z j ( T Q ) )

( x -X j  (TQ))^-(y-yj (Tq) )

4(t - tJ 1]
(19)
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(х, г )  = (х, 0, г ) , (Tq)  = X̂  (Tq)  + іу^ (Tq) ,  Xj (Tq)  =Xq +

+ VjTQ‘COsa,yj  (Tq) =У о -  VjTQ'Sina, Vj =2Pe.

Здесь Pe = Vq cp5Q/2k -  критерий Пекле; 5q — полутолщина пластинки.
Решая краевую задачу (1 7 ), (18) ̂  определяем искомый комплексный по­

тенциал, удовлетворяющий условиям (9 ) —(15) :

ф (2) = - ^ _ /  -------  + ( C  + C . z ) X ( z ) ;
2тп - а  x ' ^ C t H t - z )

-  і2  не
X (z )  = ( z +аУ  (z  -а )"^;  Cq = — -------; С, =

TT ( I  + 06 )

(20)

I +эг

а

2ра In96 е______ ôc

т:(1 + S e )

2 ixsń (тг̂  + In^ee)
[ 4 =  S ( t , r )  V l a ^ l  X

V « -а

А sin ( 4 ^  In I - Ł i l -  I) d t+  / [Ф .О , т ) ( - t ,  т)]> 
2тг а - 1 а  ̂ ^

XCOS (
2тг

^  l ) d t ] ; 7 = -  ^  + i
а - 1 2

Inae
~1 ж~

Для полного решения задачи выпишем еще формулу для определения тем­
пературы, которая как и для функции P̂q , получена методом интегральных 
преобразований Фурье по х и Лапласа по т :

T = Яр ехр (-ае^ Т) I  ехр (е^Тр) ( у -У і (Гр ))2 ^

4 7Г к 5О
( г  -  Гр) 4 ( г - Т р )

+ ехр (-
(У + У і ( г р ) ) ^   ̂ ( х - х і ( т р ) ) 2

----   -  > е х р [ ------------ i— У- JdTp.
4 ( г - Т р )  4 ( т - г п )

(21)

Следовательно, термонапряженное состояние полубесконечной изотроп­
ной пластинки определяется по формулам (1 ) , ( 2 ) , (19) — (2 1 ).
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