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Л Л . КНЯЗЕВА (Б ГУ )

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
СТАТИКИ ОРТОТРОПНОЙ СРЕДЫ

Рассматривается ортотропная упругая среда, имеющая три взаимно орто­
гональные плоскости сймметрій. Линии пересечения этих плоскостей являют­
ся осями симметрии второго порядка и образуют кристаллографическую сис­
тему координат [ 1].

Компоненты тензора упругих постоянных в кристаллографической систе­
ме координат имеют вид 

3

f V i n V ^ K n ^ l n  V n n ^ l n  +
(I)

+ 5. 5. б|_ + 6 5.1 5 +5 .  5-1 5 ) I .jn IK In m jl КП jn li Kn^J

Упругие постоянные X. , Др связаны с двухиндексными постоянными
ти С^^ следующими соотношениями:

^ i = С ц Ч ■^23 2С44 (С і2 + C n + 2C55 + 2^5^,

’ 2̂2 '■*■ ^13 2С55-- (С і2 + C23 + 2C44 + 2Сбб)

Ц  = ■̂ 12 + 2Сбб - ( C n + C23 + 2C44 + 2C55

= C j2 + Сіз “  ^23

“ 1̂2 ■*■̂ 23 - C n >

2м 3 ^^13 ■*■̂ 23'■ С і2 ;

2у , ^^55 ■*■̂ 66 - C ^ ;

2̂ 2 "'^44 -  С55І; 2Vj == C44 + C55 - Сбб-

(2 )
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Система уравнений упругого равновесия в перемещениях для ортотропной 
среды имеет вид

_____ 1

'44 Эх2
+ C

Э^и
66 + C

Э^и

Эх:
Ś5

Эх2

Эи-
+ ( С ,2 + )П2 • '"бб 

Э2м
Эх,

2 " "3

+ ( C j 3 + C j j )

э

Эх

г Эи,

Эи

Эх^

3 1 =] = 0 ;

-66 + C
Эх

'55
Эх^

+ C 44
Э^из

Эх2 Эх,
[(С і2+С^б)

Эи,
(3 )

Эх,

Эи^
' (̂^22 ““ + + Сдд)

Эи^

5̂5
Э^и.

Эхі

55̂  ' ^̂ 23 ' ^44>
"̂ 2̂ Эх.

2„

] = 0 ;

+ C
Э^и,

44 -+C
Э^и.

ЭХо
66

дхі Эхл

г
[ (^ iT  ■*■ ^55)

Эх,

Эи.х
+ (С „ + С 4 4 )— 2 + (С^з

Эи

Эх.,

Зі =
6 6 ^ дх̂

] =о .

Характеристическая матрица системы (3 ) выражается следующим обра­
зом:

Q- (Ю =(М-+М +1^-+р)+5.  (X. Г  + Z (г-'. + 1 ^ )Г ) .к Vby А* 1 Ĵ y I K  1 п = 1  ^

Определитель характеристической матрицы имеет вид

fc6 . D fc6 . г> fc6 X tJ- fc4fc2 X D fc4fc2Ii Q „ ( e i i = B , | J  *  B ji'j + B ,I 5 + В,і;г^ *  BjSjs'j *  B ,i ‘ «J

где

Bi ^11^55^66 ;

B2 “ ^22^44^66'

B 3 ~ ^33^44 ^55
'J

B4’" ^ l  I ̂ 22 *-55 4 *-11 *-44*-66"
4Ш

- C C  -  
^ 5 5 ^ 1 2

Bs^= Cj3C33Cgg + С 11С44С55 -- C  C^ -  Ч б '^ із

Вб = CJJC22C44 ■*■*-22 *-55 ^66 - C  C^ - '^44'^12

Вт ~^22*-44*-55 ■*■ *-22*-33*-66 — Г - 46*^23

Bs = CJJC33C44 *-33*-55*-66 - C  C^ - '^44'^13

66

^^13^-55^66’ 

^^12^44^66’ 

- 2С2зСф,С^^;

(4 )

(5 )

(6)



B q Сз зС44С^^ + С 2 2 С3 3 С55 C j J C 23 -  2С ,- ,С ^2 3 '^ 4 4 '“ 55

®10 ‘̂ 44^55^66''’ ^^12^13^23'*’^^12^23^55^ ^И^гЗ^ЗЗ"*"
+ 2C j2Cj3C44+ 2CJ2C44CJJ+ 2Cj3C23Cgg+ 2C23CjjCgg + 

+ 2Ci3C44C,g-2C^3C22Cjj.

- С з з С ^ 2  - 2 C „ C , , C

( 6 )

?Г Г г -Г  —Г  — 
^^11^23'^44 ^22^13 '^11^23

П'^ЗЗ^бб •

Квадратичная форма (4 ) положительно определена, так как она совпа­
дает C выражением потенциальной энергии деформации (? )» отсюда сле­
дует эллиптичность системы (3 ).

Фундаментальным решением Ц  ̂  (х=у) системы (3 ) является решение не­
однородного уравнения

D j^ (U ^ ^ (x - y ) )  = - 5 ; ^ 5 ( х - у ) ,  (7 )

где — линейный дифференциальный оператор системы ( 3 ) ; 5 (х —у) — дель­
та-функция.

Согласно [2] фундаментальное решение системы (3 ) может быть записано 
в виде

U j j x - y )  = ------ І-----------  ^ P i^ a )d s .  (8 )
8 я2| х - у  I UI=I

Интегрирование в (8 ) производится по единичной окружности в плоскос- 
ш, перпендикулярной вектору х -  у, с центром в точке х; Pjj  ̂(? ) — матри­
ца, обратная характеристической матрице (^ ),

ік<«> •

где Д (| ) — определитель матрицы (| ) ; (| ) -  алгебраическое дополне­
ние элемента Q j^ (I ) •

Выражения для Д. имеют следующий вид:

^ l l  ^55^66^1 ^22^44^2 '^^33*^44^3 ^̂ 22̂ 55

■'■C44Cgg)tjl2 (^33^66 ■*■̂ 44̂ 55 ̂ ^Г'З ^^22^33 “

2С23С44 -  С2з)І2 Із
:2f:2 .

2̂2 '^ll ̂ 55 ^44^66^2 ^33^55 1 ̂ 44А22 Cj

■*■^55^66^^2  ̂ ^^33^66 ■'■^44^55 ̂  ̂ 2^3 ^^11^33 “

З̂̂
у2у2

- 2 C j3Cj5 Cjj)

(9)
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A j j  = C ,  ,C11^66  h ^ 22^ 66^2 ^ 4 4 ^ 5 5 I ^ 4 4

‘*’ ^55^66^^1^3 '’’ (^22^55 ’*' ^44^66^^2^3 '*’ *̂^11^22
2fc2

-  2Cj2Cgg -  Cj2 )? i 2̂ ’

^12“ (^12 ■'■ ^66^ ^^55^1 ■'■ ^44^2■'■^33^3^^2“

- ( C jj + C j j )  (C j j  + C44)|j|2?3 ;

Aj3 = - (C j3  f  C j j )  (C gglj + C22?2 ■•■ ^44^3^^1^3 

+ (C j2  + Cgg) (C j3  + ^3'

2̂3  ̂ ^^23 ''’ ^44)  ^66^2 ^55^3)^2^3 ~

- ( C j 2  + C g g ) (C j J + C 55 )| j?2^3•

(9 )

введем  сферические координаты для вектора х —у = Rp, где R=V 2 (xj-Jl
І = 1

-  у . )^ ; P — единичный вектор,

P = (sin 0 COS i//, sin 0 sin ф, cos в ) ; 

в = arccos Py Ф -  arctg Р2 ІР1 •

Компоненты вектора | примут следующий вид:

= COS ^sin ф + sin ^ COS в COS ф ; 

i  ^2 ~ ~  ^  Ф + S i n ^  COS в s in  ф \

= sin sin 0 ,

где  ̂— угол в плоскости интегрирования.
Вводя замену переменных z = tg получим выражение для определителя 

системы (3 ) IQj к (^ ) I “  cos^‘/^F(z), где

( 10)

F ( Z )  = Z  a^ z ^ .  
K=O ^

(И )

Коэффициенты (11) имеют следующий вид:

aQ = sm  ̂Ф + В2СО$̂ ф + (B^sin^i// + B^cos^ ф)зіп  ̂ ф cos^ ф ; 

aj = COS 0 sin |// COS i// [sin^\//(6Bj -  2В^)+ sin̂ i// с о з^ ф 4 (В ^  -  В^) + 

+  COS^ ф ( 2Bg -  6В2) ] ;

а2 = cos^0 [В^віп^ф + вт^ф coŝ i// [cos^i//(15B2 + бВ^- 8В^) +

+ Sin^' і//(15Bj + 6 В ^ —8В^)]  +B^cos^i//] + sin^0(B^sin^i// +

+ Bjq Sin  ̂i// COS^ ф + By cos'll// ) ;

аз = cos в Sm  ф cos ф |cos^0 [ в т ^ ф  cos^i//(20Bj - 2 0 В2 + 12В^-
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-  12В4) + 4(B^ -  Bg) (sin'll// + соБ^ф)] + sin^^ [sin^ф(4B^-2B̂ q) +

+ COŜ i// ( 2Bjq -4 B 7 )| ;

= COŜ e [B^cos î// + cos^\//sin î//(cos^\//(15Bj —8B4 + 6B^) +

+ Біп̂ ф ( I 5B2 — 8B^ + 6B4) ]  + В^вт^ф ] + sin^0cos^0 [B^q 

^ ( б іп ^Ф  + COS^ф )  + S in ^ ф COŜ  ф (бВ^ + бВ^ — 4B^q)  ] +

+ sin 0̂ (BgSin î// +Bęcos^i//);

= cos в sin ф cos ф̂ соБ̂ в [cos î// (бВ^ -  2В^) + sin̂ \//cos ;̂//4 (B4-  

—В^) + sin^\[/(6B2^ B ^ )] + sin^0cos^0 [cos^\l/(4B^— 2Bjq) +

+ sin î//(2B^Q -  4B7) ]  +sin^l? 2(Bg -  B9) }  ;

a^= COŜ  ̂ [B^ СОБ̂ Ф + БІП̂ Ф COŜ  Ф (В̂ СОБ̂ Ф + В^зіп^ф ) +

+ B2sin̂ \// ] + sin^0cos^0(sin‘̂ i//B7+BjQSin î//cos^\//+B^cos î//  ̂+

+ sin'^e cos^0 (B^sin^i// +BgCOS î// )+  B^sin^e .

Миноры системы (3 ) примут вид Л . (J) = cos^^PF. ^ (z ) ,  где F.^ (z )  -  по­
линомы четвертого порядка.

Фундаментальное решение U .^ (x  — у ) согласно [2] может быть записано
так:

Ц Л х - у )  = —  2 ( 12)
2 п К  F '(z  )  ’m -  1

где z ^ — три корня (11 ), лежащие в верхней полуплоскости. Определитель ха­
рактеристической матрицы (4 ) всегда больше нуля в силу эллиптичности сис­
темы (3)-, поэтому уравнение F (z )  = О имеет три пары комплексноч^опряжен- 
ных корней Z, = а , ± i :

K K  К

F(Z) = ((Z -O j)^ + j3 )̂((z -  а^ў +(3^((z -йд)^ +j3 )̂.

Корни определялись численно на ЭВМ по методу Ньютона—Рафсона. Про­
ведено исследование корней для различных видов анизотропии (ортотропии, 
геKCOтональной симметрии и кубической симметрии) и различных направле­
ний вектора х — у. В табл. 1 приведены значения корней при ф = О, тг/4 ив = О,

я/4, я/2 для арагонита, сегнетовой соли (орторомбическая система), магния 
(гексогональная система), арсенида галлия (кубическая система). У гексого- 
нально-симметричных материалов действительные части корней малы, корни 
чистомнимые или близкие к мнимым. Для случая кубической симметрии кор­
ни при некоторых ф ив определяются как а + і]3 ,а - і]3 , —а + і/З, - а  — і]3.

Численная реализация формулы (12) проводилась для веществ с различ­
ной степенью проявления анизотропных свойств на ЭВМ. На рис. 1 приведены 
результаты расчетов фундаментального решения U. (х  — у ) для арагонита
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Т а б л и ц а  I. Значения корней некоторы х хим ических элементов

Oj + i(3j 0-2 + 1̂2

Арагонит 

ф = 0

0,164
0,418
0,296

-0,843
-0,916
-0,961

-0,1 -0,27
-0,418 -0,916 
-0,296 -0,916

0,232
0,199
0,161

-0,966
-0,705
-0,804

0,132 -0,82 
-0,21 -0,925
-0,161 -0,804

-0,164
0,0
0,0

-0,18
-0,441

0,0

0,843
-0,857
-1,29

- 1 , 2
-1,45
-2,03

Сегнетовая соль 

ф = 0

I — ^
^■4

0,337
0,525
0,316

-1,05
-0,993
-0,956

-0,337 -1,05 
-0,525 -0,993 
-0,316 -0,956

0,069
0,273
0,119

-0,725
-0,58
-0,728

0,156 -1,35 
0,018 -0,902 
0,0 -2,19

0,0
0,0
0,0

0,602
-0,236
-0,119

-2,04
- 1,10
-1,75

-0,776
-1,57
-0,728

Магний

\р = 0

I —

0,0
0,0
0,0

-0,955
-0,788
-0,698

0,0
0,0
0,0

1 , 0
- 1,0
- 1,01

0,0
0,0
0,0

- 1,0
-0,811
-0,699

0,046 -0,998 
0,0004-1,01 
0,0 - 1,01

0,0
0,0
0,0

-1,05
-1,19
-1,41

-0,046
-0,0005
0,0

-0,998
-1,14
-1,41

Арсенид галлия 

ф = 0

XjJ =

0,580
0,476
0,58

-0,815
-0,828
-0,815

-0,580 -0,815 
-0,476 -0,828 
-0,58 -0,815

- 0,011
- 0 , 0 1 0
0,522

-0,516
-0,566
-0,908

0,0 - 1,0 
0,371 -1,29 

-0,522 -0*908

0,0
0,0
0,0

0,04
-0,362
0,0

1,0
1,33
1,0

-1,94
-1,3
-0,743

Рис. !.Фундаментальные решения (х  -  у) для арагонита (а) и решения (х -у )

для сегнетовой соли (б)
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(C j j  = 16, C ,, = 8,7, C ,, = 8,5, Q44 = 4,12, C ,, = 2,56, = 4,27, C^,= 3,73,C,,='̂ 22 ■'ЗЗ -.44 55 "66 " 1 2 1̂3
= 0,17, C23 = 1,57) и сегнетовой соли = 2,55, С22 = = 3,71,
= 1,34, С55 =0,321, =0,979, С 2̂ = Ь41, С^з = 1,16, С23 = 1,46).
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В.М. РОМАНЧАК (БПИ)

о  ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЛОСКОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Решение задач плоской математической теории упругости может быть све­
дено к решению регулярных интегральных уравнений [ 1] .

В работе [2] получено численное решение интегрального уравнения Шер­
мана для многосвязных областей при малых расстояниях между границами. 
Для определения напряжений использовалась процедура численного диффе­
ренцирования. В работе [3] определение коэффициента интенсивности напря­
жений в вершине угловой точки контура предлагается производить на основа­
нии модифицированной формулы Бетти. Применительно к участку с гладкой 
границей этот подход позволяет связать определение напряжений на границе 
области C более простой задачей об определении перемещений, т.е. избежать 
процедуры численного дифференцирования.

Граничное условие в случае первой основной задачи математической тео­
рии упругости может быть записано в виде [4]

где t e  L, L -  граница области ; ^ ( t ) ,  ф(Х) — граничные значения аналитичес­
ких в D функций; f  ( t )  — известная функция.

Формула Бетти, модифицированная на комплексный случай, имеет 
вид [3]

Im [ ;  <Р(т) Clfg(T) + ;  f (r )d '^ o (T )], ( 1)

где £q ( г)  (т) + (г ) + (т) ; ( г) ,  ф̂  (т) -  аналитические функции.

Пусть сосредоточенные силы X h Y приложены в произвольной точке t гра­
ницы полуплоскости, тогда [4]
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