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ТОЛЩИНЫ

Рассматриваются круглые пластины линейно-переменной толщины, сре­
динная поверхность которых в недеформированном состоянии есть коничес­
кая поверхность большого угла раствора. Предполагается, что пластина сво- 
бодаа опирается по контуру и изгибается равномерно распределенной по ее по­
верхности нагрузкой в условиях неравномерного нагрева. Методом малого 
параметра исследуется влияние начальной кривизны пластины на распределе­
ние перемещений точек срединной поверхности по радиусу пластины. Приво­
дятся результаты численных расчетов,

1. Исходные уравнения равновесия^ описывающие симметричный изгиб 
пластин линейно-переменной толщины, имеют вид [ 1,2 ]  ̂ :

4 - ( N r O - N , +  ^ ( Q r V + q , r  = 0 ;  

^ I ( Q r ) -  ( N ^ r V + q ,r  = 0 ;

dr
( M ^ r ) ■м„ Qr = 0 ,

(1)

(2) 

(3)

где — угол между нормалью к средшшой поверхности и ее осью, а усилия 
и моменты выражаются по формулам [ 3 ] :

N = А [ - ^ +  V ( - ^ - ( 1 +Г dr J. и 1 1

M = - D [ i b y _

'  dr2

dw
dr

( I  +ь- )a ? ^ ] ;

где u, w  — компоненты вектора перемещения вдоль осей г и г ;  A  =

(4)

(5)

( 6)

(7)

_  Eh

D = -̂--- ; Е, Г' — модуль упругости и коэффициент Пуассона; 6 j ,  ае ^

обобщенные чисто тепловые деформации [3 ] .

1 -V^

сравнения (1 ) - (3 )  следует рассматривать как уточнение уравнений, положенных 
А.Д. Коваленко [З] в основу предложенной им теории изгиба круглых пластин перемен­
ной толщины.
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Исключая из уравнений (1 ) —(3 ) Qr с учетом (4 )—(7 ), получаем разре­
шающую систему уравнений равновесия в перемещениях:

(1 + ^ l  ) hpu'V [(1 +<р2) (hp) + %  I^h] + [(1 + % )

-  | ]  U + (1 +<^Q)'^Qi^hw + [(1 - 'P q W -

- d + ^ 0 ^ ( l + v ) h p  - ( 1 + г . ) [ ( 1 + ‘̂ о)р +
dp  dp

2^  — (q  — )
+  c p ^ h ]6 ^ +  ------!- 0 . 7 ,%  = 0 -

dh
dp

(8)

ph^w"' + (V  + 3ph^rt) w "  + ( 3 v h ^ h ' - ^  ) w ' + 1217*̂ 0 hw +

+ 12'̂ ’oPhuV 12'̂ ’(jvhu -  (I + dh^piipi- (I + ^ЗЬ^Ьрэе^ -

-  n (\  + v ) p Q p h e j -  J q^pdp = 0,
0

(9)

где U = ^ ; W = ~  ; h = p = e^,aey = aae  ̂ — безразмерные перемен­

ные.
В случае свободного опирания пластины граничные условия имеют вид

М , / ^ , - 0 ;  N , / ^ , - 0 ;  5 :/^, >0  ; - О  (1 ).

^TO

2. Поскольку в практических приложениях влияние температурного поля 
можно оценить на основе распределения чисто тепловых относительных удли­
нений срединной поверхности пластины и ограничивающих ее поверхностей 
[3 ] , то тепловую деформацию задаем в виде:

е  Tl + е ^2 -  .
6

^  T ^  ~ ^ Т 2 ^  ^  ’

где ^ T i  ’ ^  то  ’ 2 распределения тепловых удлинений на поверхностях

Z = - ;  Z = O; Z = - ^ ,  которые удобно аппроксимировать полиномами ви­

да [ 3 ] :

^ T l  = % 1  " - S l

^TO  “ ®00 ■'■̂ 30

^Т2 ^ % 2  ■'■̂ 2 '̂  ̂ ■'■^32*' ’̂
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FAeSjj (i,j =0, 1,2, 3 )-  постоянные.

Пусть толщина пластинки меняется по закону 

h = t [ l  +X ( 2 р -  1 ) ] ,

где t = .

Используя геометрическую связь параметров X и ‘Pq [1 ,2 ], решение задачи 
будем искать в виде

OO OO

U ( P ) = S  Х'^и (р ); W ( P ) = S  X‘"Wj^(p).
K=O K=O

Для определения неизвестных коэффициентов на основании (S) и (9 )
получаем системы уравнений:

' + ; (10)
о

Fo ( “ о^ = ( I dp  ’

Do (W j )  = D i j ( wq )  +D 2j (U(j)+ 2 (l_t v j ^ [2 f+ (2 p  - I )  +

+ 12(1 +1^) ( 11)

Fo (Uj)  = F j , U ' o ) + F 2 i (Wo) + ( 1+v)p2  [ 2 & ^ + (2 p - l ) - ^
й P Ач

Dq (W2)  = D j j (Wj ) + D j 2 ( Wq ) + D2 J (U J ) + D22 (l^J ) +

+ p 2 ( 2 p _ i ) ^ , +  l l ± l i J - p 2 ( 2 p - l ) [ 4 f '+ ( 2 p - l ) ^ ] ;

( 12)

"^^n^^o) +Ргг^^о)"^  ■

Dq (W s)  =2^^ D j j ( w 3 _ j )  + S ^  D 2 j (u 3 _ j )^ ( l+ v )tp 2 e 2 , ;

Fq (^ s)  = j 2 j F i i ( ^ 3 - i  )  + 2  j F 2 i ( ^ 2 - i )  -

+ ( I  + I ^ ) t 2 [ ( 4 p - l ) e j .  + p (2 p - l )

dp

(13)
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где — г + Р — 2 --------® dp  ̂ dp  ̂ dp
^  ; D „  = 3 { p ^ ( l - 2 P ) J ^  *

+ р(1 - 4 р )  + [2(1 - ^ - ) р - 1 ]  M
dp  ̂ dpj

D n -
4З

1 2 = 3 (1 -2 р ) {- р 2 (1 ^ 2 р )^ +

+ р (6р - 1)  [2( 2v - l ) p + l ]  ^ j . - 12v p ;

D,,= ( 2 p - l ) ^ { » ^ ( l - 2 p ) ( , - 8 Л t

+ [ ( 2 - 6 i ^ ) p - l ]  ^ } + 1 2 i ^  ( р - 2 р 2 ) ;  D = - % p 2 A _  + i2p);
dp J t dp

D22 ( p - 2p ^ ) ( p - ^  + p ) ;  D23 = 4 t (p 2 -^  + ізр ) ;
t dp dp

+ [2( 1- Z ^ ) p - 1] ;  R 2 = - t 2 [ p 2- £  + ( I  + O p 4 - ] ;
df? dp

Fl3 = -  2P )̂  ̂ J -  2*^4

F 2 i = t ( i -  I^p - f - )  ;
dp

Р 2 2 = ф (р -2 р 2 )  - ^ +  [ 2 ( l - i . ) p -  1]};р2з= - - ^ ( 2 v p ^ + l ) ;
dp

A, = ;0  J , f  = hdêrj, — безразмерные переменные.
I 1— z;2 

Граничные условия принимают вид:

W ^ (I ) +VW^(I)=

U ^ (I ) + l'U |^(l) =<

L; к =0 ,2 , L = i ^ f ( l ) ;

-L; K = 1,3;
2

- 3 s ^ [w ;^ _ ; ( i )  + i ^ w ' ^ _ i ( i ) ]  - [ w « _ 3 ( D  + 

+ ^Wj^ s C l) ] ;  K > 3;

( l + v ) & 3 - ( l ) ;  K = O;

0; K9^0;

(14 )

Wj^(l )  =0;
dw

1 7  V .  = «< »■
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Последовательное интегрирование уравнений (10 ), (11 ), (12) с учетом 
граничных условий (14) приводит к следующим выражениям для н^, :

>4.

" 'о  “  ^oo ^20^ ^50  ̂ ■

Gi= d j jp + Зз^р'’ + d^jp'* + d j jp^+ d2jp^+ dpj;

" ' г "  ^̂02 ''' 2̂2f? +'с- і̂Р' +^62^°^ S 2 ^  +̂ 42/°"  ̂ "^^32^^’

0 - ) ( l + I ^ ) ' ^  14-71 1
‘̂ 30“ ~ ~ 4  ’ ‘^40"  ̂ ^ 3 ’ *̂ 10 ''’®2‘'’ S ^

— (V+3)d^Q (^4- 4) (I^q] ;  Ĉ q
І2 ^^+У) ^  _ f 3 ( l + ^ )  ^

16t
-; c,'50 25t

ÔO '40 5̂0 2̂0’ 2̂0 ------f — - ( f n + f ?  + f O  -l + v U  t 2 3'

-  4(p + 3) Ĉ Q -  5 (v  + 4) ĉ jqj;

2 ( 1 + v)

^ i _  
"51 24

_ 1

dc,= — [ - 2 (1 , 9 +v)d4Q + t ( l - 5 v )  Cjq +8 (1  + v ) e 3 ] ; d 4 j  =

[-2 (1 1  + V )d'3Q + 15d^+ t ( l - 4 v  )^4Q + 6(1+ и)б2  -  3(1 +

+ І ^ ) е з ] ;  d j j  = - i [8 djQ - 2 ( 1  + 1̂ ) 62] ; = - i  [ B t ^  - 2 ( 1  + v ) d j Q +

+ t ( l  — 2 l> )C2Q + 2 ( 1 +  ’̂)^g ]  ; dgj 1^00 ’

_  1
n i l + l ' 4̂1[ -  ( V  + 5 ) d j j - (  V + 4 )d 4 ,- (v  + 3)d3, - ( v  +2 )d2, - i^  dg, ];

^̂61
_ 1

144
[ - 3 0  (1. + 19) Cj q -

12 (y +4 )

З Г

^40

■*21 •*01J

16(1 +1^)
3̂ +

+ ] ;

G l I - + l l ) G „ ł 2 2 5 G „ - l i ^ d 3 0 t ! 2 i | ± ^ t 2 -

_  ^ i L L  ,3 + , 7 „  .  ^  |96G„ -  f i l ;

? 3 , = i [ - 1 2 ( l , . ) G „ -  J 2 0 ^  d , „ ,
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+ 12(1 +  v ) p  I . g = ____ I г _  ( I  +  )  / f  +  f  +  f  ч
t ^ o J -  <=21 2 (1  + V )   ̂ t 1*0 +  ^2 +  1з)

- 6 ( г М - 5 )о ,  -5 (1 ^ + 4 ) '^ ,  _ 4 ( у  + з ) Г  - 3 ( i ; +2 )'с ,, ] ;  с,‘'ЗІ J ’ ''Ol

^*^21 ■'■‘ ^61 ''■ ^51 ■'■^41 ■ '■ ‘^3 1 ^ ’ ^ 7 2 245
-[-36 (г^ +29) с,6 1 '

12(11 V + 115)3^0 -  i 2 ( p t i 3  _  ...24Ср 4 ) +

+ - Ш 1 ± 2 0  ц  + ^  [432-^
144 6̂1

30(13 + 19)'B5j - 12(9 Z^+56)Г^О+60(і ;  + 19)3;^  ̂ -  +'50 4̂1

^ 12(4 + І З ) Г  ^  1 6 ( 1 + 1 3 ) .  1 6 ( 1 + 1 3 )  . 2 4 (1 + 1 3 ) .

t

_  _ І Ж ± і О р  24(13 + 3) X  1 . -  = ^ Г 2 2 5 Г  -   ̂ Ьз  ̂ Q̂ qJ , С̂ 2 S l

- 2 4 (  V + I D T ^ i + 4 8 ( v +11 )3 ;q - 2 2 5 ^ 5 0 -  +

+ I K  M 1.3) 7  ̂ _  I K i + l l f  + 3 ( 1 + v ) f  _  i l i l + l l = .  I. 
t 30  ̂ 2̂ ^  ̂ З̂  ̂ ^ І ’

‘ 4̂2 ■'■*')^31 “  12(4 + 5i^ )'c2q - 9 6 с,40

_ і к л і к  -  ^ 4 a ± i i 3 d , „  + ж і л і 9  f„  + ж + i j f ,  +
10

+ ^ 4 ( 1 + V ) g^ ] ; '^^ _ і  [ _  12(1 +I^)C2J +27cj j  +24(1 + т ')с2о -

_  I 2 ( l ± v j  7 ,  + i K i _ l v . ) d , , -  .4 0 + .»̂ ) f , - J 2(i+ i-.) e ] ;
t “  t t ”  t о

“22 •  I J ^ ( f „  t  f 2 * f 3 ) - 7 ( v + 6 ) ć - „ - 6 ( . . « ) ć ' « -

-  5 (v  + 4) ĉ 2 “  4(i^ + 3)"C42 -3(v  + 2 )сз2 ] ;

Cq2 “ “ (^22 ■*■ <̂72 ■*■ H l  '*’ ^̂52 "'’ *̂ 42 '*’ ^3 2 ) >^T '*’^ 2 ^  +^зР^ ;

r = f o + f 2 p 2 + f 3 p 3 ; B = i - .

Ha рис. I,a приведен график распределения нормальных перемещений 
W (р) точек срединной поверхности при следующих значениях параметров за- 
дачи: X = - 0 , 4; -0 ,2 ; 0; 0,2; 0,4; t = 0 , l ;  =0;  v = 0Д5;£^^= 26,815-10-'* ;
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б2 =43,078*10-^;6 з  =28,13540-8, 1^=40,634 0-4;  f j = -15,29 4 0 -7 ,  f

= — 28,2340-8. При этом в основу расчета положены трехчленные асимптоти- 
ческие формулы для w. Как показывают численные расчеты, учет началь­
ной кривизны срединной поверхности может привести к поправке в 15 % к

Рис. 1. Распределение w (P) по радиусу пластинки в зависимости от 
\ ( а ) ; профиль пластинки в зависимости от знака X (б )

классическим формулам, получаемым в предположении, что срединная по­
верхность пластинки является плоскостью (X = 0 ) . Этот факт является новым 
и служит основанием для критического пересмотра соответствующей реко­
мендации, содержащейся в монографии [4 ] .
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ДИСПЕРСИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ДИНАМИКЕ СТРУКТУРНО-НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД C УЧЕТОМ 

МНОГОКРАТНОГО РАССЕЯНИЯ

Рассматривается решение дисперсионных уравнений стохастически неодно­
родной упругой среды C произвольной корреляционной функцией методом 
разложения в ряды коэффициентов рассеяния и скоростей волн с учетом мно­
гократного рассеяния. Рассмотрены также способы вычисления корней после­
довательными приближениями и приближением по степеням. Ддя экспонен­
циальной корреляционной функции рассмотрен способ приближенного сумми­
рования гипергеометрических рядов, через которые выражаются скорости и 
коэффициенты рассеяния волн. Получена оценка границ такого решения. Для 
эталонной задачи можно получить точное решение уравнения, а также, разло­
жив его в ряды, приближенное.

Вопросы нахождения собственных векторов, значений, распределений кор­
ней дисперсионных уравнений в задачах колебаний рассмотрены в работах 
[1 —10]. Условия существования собственных векторов упругого оператора в 
виде средних плоских продольных и поперечных волн приводят к дисперсион­
ным уравнениям относительно волновых чисел в граничной задаче или частот в 
начальной задаче. В общем случае дисперсионные уравнения являются транс­
цендентными или целыми функциями, поэтому корни находятся, как правило 
приближенно. Исключение составляет эталонная задача, для которой уравне­
ние решается точно. Основное значение имеет нахождение собственного векто­
ра, соответствующего корню дисперсионного уравнения с минимальной мни­
мой частью (первый корень). Другие собственные векторы являются быстро 
затухающими. Во всех работах по распространению волн в случайно неодно­
родных средах рассматривается вычисление первого корня методом последо­
вательных приближений и определение для соответствующего собственного 
вектора коэффициента рассеяния и скорости. В приближении однократного 
рассеяния задача рассматривалась в [3 - 6 ] , с учетом многократного рассеяния 
в работах [7 -1 0 ]. Решение приближением по корням рассмотрено в [10, 11].

1. Среднее поле перемещений <  щ >  гармонической волны в стохастичес­
ки неоднородной упругой среде удовлетворяет уравнениям
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