
в качестве числового примера приведем результат вычисления напряже­
ния о при X = О и /  = О для упругого квадрата, растягиваемого двумя сосре­
доточенными силами, и сравним с результатами, полученными другими мето­
дами. Так, в результате вычисления сумм при '7 ”  = 1 ,2 ,..., 10 и = 1,2,... , 
10 дают о = 1,18Р/а. Метод конечных элементов [5] при решении 1680-ти ал­
гебраических уравнений дает о = 0,959 Р/а, модифицированный вариационный 
метод Треффца в результате решения 50-ти алгебраических уравнений — -
= 0,940Я/а [6] .
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В.Н.АПАНОВИЧ. канд. техн. наук (БПИ)

НЕКОНФОРМНАЯ СХЕМА МЕТОДА КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ

В настоящее время известно несколько неконформных схем метода 
конечных элементов (МКЭ), основанных на конечных элементах (КЭ) Виль­
сона, Крузея—Равьяра, Адини и др. [1 ]. В данной работе предлагается некон­
формный КЭ и на примере задачи о кручении исследуется сходимость соот­
ветствующей схемы МКЭ.

Определим КЭ как тройку (К, Р ,Ъ ) , где К  — невырожденный л-симплекс 
в пространстве (л = 2,3 ) ; P = P.̂  — пространство полиномов первой степени, 
определенных на области К; X — конечное множество линейных форм (степе­
ней свободы КЭ) вида

V p ^ P  У>/ (р)  =  /  1 < А 7 + 1 .  ( 1 )

Здесь К: ,  ̂ <  i <  л + 1 — грани симплекса К.
T е о р е м а  1. Множество Z степеней свободы КЭ (1) является Р-унисоль- 

вентным на пространстве P^.
Д о к а з а т е л ь с т в о . .  Согласно теореме о среднем, имеем:

S P (х) C f y=  P (а.) i d y ,  1 < / < л + 1 ,
к'. к !
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где а. = ( а Fi'  ̂— некоторая точка на /-й грани КЭ, в которой полином 
P (х) принимает среднее значение.

Точкиа^. (1 < /  <А7+1) являются вершинами некоторого невырожденно­
го А7-симплекса в Полином первой степени однозначно определяется свои­
ми значениями в этих точках [ 1]^

Задав (К, Р, 2) и достаточно гладкую функцию v : R, определим Р-ап-
проксимант функции v : n+̂

Пі/= 2 у?. (v)Pj , который однозначно определен в
/ = 1

силу Р-унисольвентности множества 2 .
На пространстве P̂  оператор Р-аппроксимации совпадает с тождествен­

ным оператором, т.е.

/р  е  Пр = р. ( 2 )

Пусть в пространстве R'  ̂задана многоугольная область S2 с ^непрерывной 
по Липшицу границей Г. Ассоциируем с разбиением области 2̂ простран­
ство конечных элементов, определяемое характеризацией

h
где ~ пространства функций, определенных на КЭ; \л — соседние
КЭ, имеющие общую грань K ;̂ — множество общих граней КЭ.

Сходимость предложенной схемы МКЭ продемонстрируем на модельной 
задаче о кручении односвязного профиля, которая может быть сформулирова­
на как задача Дирихле:

-  Au= 1;

что

=  0 .

Вариационная формулировка задачи (4), (5); найти иЕ: (Г2)

V i/e /y l (П), а{и, V) = f { v ) ,

где Hq (SI) — пространство Соболева,
П

a (u ,v )  = J  2 DjUD.vdx — 
n  / = I ‘

билинейная форма, определенная на ( О , ) * Ш ) ; f(\/) = jvc/x -  
форма. п

Определим подпространство E X^ :

^o/, ={«'/, е х , , / д с / т = 0 } .

(4)

(5)

такое,

( 6 )

(7)

линейная

Фн1 (SI)Так как функции E не являются непрерывными, тоХ^^ 
и билинейная форма (7) не определена на пространстве X q^ . Для преодоле­
ния этой трудности определим аппроксимирующую билинейную форму:
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^  / 2 :  D.и^D.V^dx. (8 )
ZfGr^ к /-1

Тогда дискретная задача состоит в нахождении такого , что
^  ^ОЛ

Введем в пространстве X q̂  норму. 

Т е о р е м а  2. Отображение

" л - * ' * '» " / ,  ■ '  2: 19>

где I • полунорма в пространстве H ( К ) , является нормой на простран­
стве X ^ / .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть E X q^ удовлетворяет условию ІІіл Il̂  = 0. 
Тогда всякий полином равен постоянной и, следовательно, D. \/ )̂ =0, 
1 < /  < /7> К  E T^. При этом функция — единственная постоянная, так как 
она непрерывна в серединах сторон КЭ и, следовательно, тождественна нулю, 
поскольку обращается в нуль в серединах сторон КЭ, совпадающих с границей 
Г области 12.

Билинейные формы (8) равномерно X q^ -эллиптичны, так как из соотно­
шений (8) и (9) следует, что

Ч  "л Ч

в этом случае оценку ошибки можно произвести на основе второй леммы 
Стренга [1 ], согласно которой

Ib -  и^\\^ < С  ( in f Ib — Il̂  + sup
.л , C= v' 1Ц Л Г

( 10)

Предположим, что uE  ( Q) , тогда с учетом свойства (2) из теоремы 
3.1.4 [1] получаем:

inf I W <  I, { \ и -  Uu <C h  1 и І2  ̂^ ( 1 1 )
/C G r

Т е о P е M а 3. Пусть решение вариационной задачи с/Е (12). Тогда су­
ществует такая не зависящая от h постоянная С, что для всякого регулярного 
семейства разбиений области 12

< С Л | £уі2^ ( 12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  После оценки первого члена неравенства (10) оце­
ним его второй член.

Учитывая уравнение (4), можно записать: Vw ^E  Xq^
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Rfj{u,Wf^)=afj(u,Wf^)—f{Wf^)= 2  J ( 2  D.uD.Wfj + AuWf^)dx =
K ^T . K I ~ I n

= I  J D u ( p  - p .  )dy = I  i O  updy,

где — производная по нормали к границе КЭ; E E и

/^2 — соседние КЭ, имеющие общую грань ,р - р IУ̂/ ^ p I •

Для получения оценки (12) воспользуемся техникой доказательства 
Сьярле [1 ], для чего установим два свойства инвариантности выражения 
Rj^fAu, р) = J updy относительно многочленов.

ФункцияP ~ Pk  \ Pk к̂  ̂ является линейной, обращающейся в нуль 
в середине грани /С''.  ̂ Отсюда йіедует первое свойство инвариантности

VuGH^(Sl) Vp GPq 

Второе свойство инвариантности

V u G P ^ \ / p G P ^  R l ^ , ( u , p ) = 0

является следствием того факта, что производная D^ub этом случае является 
константой, а интеграл jpdy  =0  V К ’ ^  ,Vp E P ( К обращается в нуль 

к '
в силу характеризации (3 ).

Следовательно, на основании билинейной леммы Сьярле [1] и леммы 1.32
[2] для некоторого исходного КЭ К, из которого афинным отображением 
может быть получен любой КЭ из семейства , имеем:

V u G H ^ ( K )  VpGPp. | / : І2 А-

Тогда, используя теорему 3.1.2 [ 1] и предположение о регулярности раз­
биения , получим

VKGT,^yuG (K )^pG  P =P^, |Я /^ /( і/,р )І< С Л Ій І2^ І Р І ,  /f.

Отсюда I (Lr, W^) ^,следовательно,

sup
I а^(и, W^) -  f(w^)\

Ww
< C h \и\

h h 2 ,0 ‘

Получили оценку, аналогичную оценке (11), что и требовалось доказать. 
В качестве численного примера рассмотрим задачу (4) , (5) о кручении 

вала квадратного сечения, точное решение которой известно [3 ] .
На рис. 1 а—г показаны четыре варианта разбиения сечения вала на конеч­

ные элементы. В табл. 1 представлены вычисленные степени свободы (1),
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Степени свободы (1)
Таблица 1.

Вариант
Номер грани

чД/З
v^/6 
ч/2/б  
7 s/2/48

0,25
V^/48 V 2/ I 2 0,25

Рис. I .  Варианты разбиения сечения 
вала на конечные элементы

соответствующие граням, пронумерованным на рис. 1. Вследствие симметрии 
задачи значения приведены не для всех граней разбиения .

Сравнение полученного решения с точным [3] показывает, что для всех 
представленных вариантов разбиения области 12 имеет место равенство!
V/C 'e. Z.. ^р{и. )= J = j  Udip = ^piu),

к '  к '
где и — точное решение задачи.

Таким образом, для всех вариантов разбиения получены точные дискрет­
ные .решения задачи, что свидетельствует об эффективности предложенной 
схемы МКЭ.
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