
(о ,w ) ^ q1 -  (q , ш) = 0. (7)

Здесь (q^, со) — спектр упругого оператора. Функции (q^, со) вьіра- 
жаются через с|эункцию т* (q, со) эталонной задачи. В силу этого корни диспер­
сионного уравнения (7) упругой задачи выражаются через корни дисперсион­
ного уравнения (2) эталонной задачи. Таким образом, характер поведения 
среднего поля <  у? >  в среде качественно аналогичен характеру поведения 
среднего поля Кир>, различия связаны с поляризацией упругих волн. В среде, 
характеризуемой корреляционной функцией (6) ,существует диапазон частот, 
в котором отсутствует затухание среднего поля. При 2?  ̂ <  1 продольная и 
поперечная волны распространяются без затухания. В диапазоне  ̂ ^
<  2?  ̂ продольная волна не затухает, а поперечная затухает. При T <  2|^ за­
тухают продольная и поперечная волны а о ^с~ ^ ) .

Корреляционная функция вида (6) описывает марковское случайное поле 
коэффициентов среды. Подобного вида корреляционная зависимость отмече­
на, например, в экспериментах для хаотически армированных стеклопласти­
ков. При проектировании конструкций из композитных материалов необхо­
димо учитывать влияние не только конртрукционных параметров, но и случай­
ный разброс коэффициентов, характеризующих упругие свойства материалов. 
Так, если при синтезе слоистого покрытия, свойства которого заданы в зави­
симости от колебаний, материал каждого слоя не должен в среднем влиять 
на затухание колебаний в низкочастотном диапазоне, то нужно брать материал 
слоев таким, чтобы структура описывалась корреляционной функцией (6) .
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СЖАТИЕ (РАСТЯЖЕНИЕ) УПРУГОГО ПРЯМОУГОЛЬНИКА 
ПРИ ЗАДАННЫХ НА КОНТУРЕ НАПРЯЖЕНИЯХ

Как известно, задача о равновесии упругого прямоугольника в замкнутом 
виде пока не решена. Метод Мусхелишвили требует разложения в степенной 
ряд интеграла Кристофеля-Шварца, осуществляющего конформйое отображе­
ние прямоугольника на полуплоскость [ 1] ,  и задача приводится к бесконеч­
ной системе алгебраических уравнений. При этом обнаруживается медленная 
сходимость результатов, особенно в угловых точках. Метод однородных 
решений [2] позволяет точно выполнить краевые условия на двух противО' 
положных сторонах прямоугольника, а на двух других лишь приближенно.
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Использование метода бесконечного дифференцирования [3] дает возмож­
ность получить решение в замкнутом виде, однако характер сходимости 
полученных при этом неортогональных рядов (особенно на контуре) пока не 
выяснен.

В настоящей статье дается замкнутое решение поставленной задачи на ос­
нове вариационного принципа Лагранжа с применением рядов Фурье с допол­
нительными членами в виде полиномов Лежандра, устраняющих неполноту 
ряда Фурье на контуре прямоугольника. Полученные при таком методе беско­
нечные системы алгебраических уравнений удалось решить в замкнутом виде.

Итак, решение задачи строим в виде следующих рядов [ 4 ] :
, 2  OO

и ( х , у ) = и Л х ) ^ —  -  Л)и^(х) + 2  U (̂X)COS
=1 ^

V(x, y) = '^JLv  (X ) + 2  VAx) sin .

Применяя данные разложения к функциям и \/^>зависящим от ар­
гумента "х ", запишем следующие ряды с неизвестными постоянными коэффи­
циентами:

и(х, у)
Ar =1 / = 1 О

, „  2itky , . 2гох

Их, y) = - ^ { V  о, + 2   ̂ COS — 1 12х^
1 > 'о Л

/с = 1 а

+ E  
/ = 1

27Г/Х , . 2т1ку

Для определения неизвестных постоянных коэффициентов 
и^2'  ^sc' ^01' ' ^Os' ^ 2s' ^cs доставляем четыре вариационных уравнения
равновесия внутри тела на возможных перемещениях:

Ъи  ̂= 81п(27г/х/а); du2 = 8Іп(2л/х/а) со${2т^у/Ь); 5 = sin {2ітку/Ь} ;

dv2= cos (2тх/а ) sin (2nkylb)
и шесть уравнений равновесия на контуре прямоугольника:

при X= ± -  

Ь/2 Ь/2
J О dy = 0; S а  COS 

- Ь / 2  - Ь / 2

2т1ку
d y - 0 ;

Ь/2

Ь/2

■ 2я/:у , _

при у = ± -
. 2піх

- э / 2  ^

э /2  (у~1 + К ж ) ̂ X. 'X  ' . 27Г/Х ,
/  ------- T---------  S i n - — с /х ;

- а /2  ^ ^
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W ^ - Y  ) J 27Г/Х/  a dx = J -  d;ę J a cos - —  dx =
- a / 2  - a / 2  ■ - а П  ^

ІУ^ -  y~) 27Г/Х= f ------ ---— cos------dx.
- a / 2  2

B результате совместного решения этих уравнений получаем следующие 
формулы для упругих перемещений и напряжений:

X / ^ 2  , + 7 “  2COSJT/ + _ 2тх.

Sin Qwxla) ch(2m'y/a)^^^ 
! 47T/G Sh (я6//а)X с/х + 2 ( j b v г ' -  J (/^  + / ^ ) Sin с/х +

. 2я/х
, I S “X '  X ' ^

+ l i l ] j 2 M  2 W  + ( T ^ l l i I L  (2у  Sh Ch C t h i ^ i  ) X
7 sh(^D/ / a)  a a  а а а

1 Orrix
'‘ <'̂ 01 + 4^ ^  s in —  d x ) -

—а/z

_ £  /cosTf/cos^/rsh (nak/b) cos (2nky/b) _____ _

^ = 1 7гу (sh (2ттак/Ь) + 2nak/b)) (Ы^/а + (ak^/b)) ^
(7sh 2тікх

(у - I  )тгк . 27г/гх . 27г/гх тга/г. . /о ., • /~ .J— -̂---- (2xch — ----- ash - —  cth - ^ ) {8/kV^. +
b b b b

уЬ^і^ + (2 у -2 )а ^ к ^  . 2тг/х , ,+ ----------- J (К ^+ / . )  S i n - -  с/х));
(7-1 )G^a^/c -а /2 ^

^/2
8 (7-1) G

г / 7 / + - V  . ^2 ^  2pOS7T/
J ( г  (к -  K ) +

-э/2 Ь Я/
Z-:=

+ £  ( -  T ( /  *а .̂3̂  ̂ 4^/G sh (ттЫ/а) ^

2піу(2/ch — '  -  
а

^ 2я/х , cos{2nix/a) , .2 п іу+ у ) Sin ------с/х 7sh — ------ i—
^ a  Tsh (7гЬ//э) а а

, . 2тг/У Tibi , 1 ^/^ / + . - V -  2тг/х . ,_ 6s h - _  C t h -  )) (\/^^ + ^  !  ІУ^+ у Sin - —  dx) -

£  /(X)S 7Г/ Cosnk Sh (пак/Ь sin (2ттку/Ь)

/Fl 7Г7 (Ь/^/а + а/г^/Ь) ^ (sh (2тга/г/Ь) + 2иак/Ь) 

2тткх

.  ̂ 2тткх (ch +
ь

^ (7 -  1) 7Г/г ^+ — —  (2« h  ^ a c h ? ^  Cth ))(8 /Аг\/^^ + '
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{ у — Gna^ к -а/2

,  , .  £ , £ i ! L № ^ * j 2H W Y  +
ash (no I/а)

^ 2 . 2 а /2 ■ 27Г/Х , . .S in------  dx) ) ;

ху
/=1 -а /2

. 4 (7 -DGTT^/^sin (27г/х/а) ^ 2ту  ̂ ^2niy ^jnbi , , , ,+ — i------=----- ---------------------  (2/c h ----- ------/?sh— ^ c th  —  ) (V^. +
ya^sh іттЫ/а) ^ я я

а/2 ^

а а 

2пкх1 ^ 9тг/у
+ i w r   ̂ (K ^+J/-) с/х) -  2  (2xch

4jr/G _^i2  ^ ^ a b

. 2nkx . Itak . 4 (7 —1)GwAr^cos7r/cos7r/fsh (i\ak/b) sin (Inky/b)
г“ ash - 'г ^  Cth —г—) ----- -I------------------------------------- z----- ;----- г-----——

^ ^ y t r  (sh (2ттак/Ь)’̂  2nak/b) (b r /a  + ak^/b) ^

X +

/ =1

7b^/^ 4- (2^-2 )a4-^f  .  ^ 3i „ 2j r ^
O '^ x  X я

(7~1)б7га -a /2

COS7T/ ^ cos (27r/X/6)ch (27г/к/а) ^
bni

dx ) );

a „=  2 ) j  (^ -+  ^ - ) 5 іп ^ ( У х  +
ash inbł/a) -a/2

2nx
a

, 4 (7-  1 ) Gni cos {27тіх/а) , , 2 n i y  . т г / . 2тг/У . .2 n iy  7гЬ/\ .
+ — ^  . T-: .:------ -̂----- —  (ch — ^  + —  ( 2 / s h — - i bch— ^ t h - )) X

ya sh (nbi/a)

1 / + “ 4 27Г/Х , , ^ i u

nk

a a

2nkx

_  . 2nkx  ̂ 2nkx  ̂ nak , ,
 ̂ (2xsh —^  -a c h — — cth—r— ) )^  b b b b
4 (7- I )  Gikcosnicosnksh (nak/b)cos (2nky/b ) ^

7b (sh (2nak/b)-^ 2nak/b) (bi^/a + ak^/b) ^

,  T  Sin с/х)) ;
(y—^) Gna^k -a/2

(/+  -y ^ -) dx . COS (2nix/a) ch (2niy/a) . +
^i/ J 2з a«h 1'ТтНі/я\ * X

- a /2

. 2ТГ/Х , ^+ K )sin ------dx + —  .^ x ' a yasx\\nbi/a)

. =  ̂ ash (тгЬ/Уа)

4 (7- 1) Gnieos (2nix/a) 2niy
a

. 2ТГ/К , u 2w~ - M 2 /s h - - ------- b c h ------- Cth------ )) +
a a a a c^

1 . +  - г  • 2nix . . JT / .2 n kx
T H - J  + K, ) sm —  с/х) -  (ch —  +

4ir/G 4 / 2

 ̂ 16



Tik,  ̂ , 2тткх  ̂ iTtkx , т к . ,+ —  2xsh —7------- ach cth — -  x
b b b b

4 (7—1) G//rcos7r/cos7r/:sh (nak/b) cos (2nky/b) (g/ŷ  ̂

yb (sh (2mk/b) + 2'nak/b) {bP-/a + alP/b) ^
cl

, ( 3 y - 2 ) a ^ k ^ . +  . 2m> , ,,+ _ J ---------- ^— г------  J- (У-+ + У ) s , n £ / x ) ) ;
{ y - 1 ) G r r a ^ k  - a / 2  ®

ц2,2а/2

_ 7 (ch (27гЬ//а)-1)_________
2 (7- 1) Gtt/ (sh (2nbi/a) + 2irbi/a)

. 16

(Я (/) +

OO OO

E  E ■);
P (i) (ch (2‘пЫ/а) - 1 ) (ch {2nak/b)-'\)

TT̂ A =̂̂  * =1 (b i^ la^ak^ lb )^  (%Ь(2тіЬі/а) +2-nbi/a) {sh{2nak/b+2Tak/b)

A = I - S  E~ (ch (2я/>//аМ) (ch {2nak/b)-])_______________ _
/ =1 *=1 'TT̂ + ak^/b)^ (sh (2тіЬі/^2ітЬі/а) (sh (2'пак/8і^2тіак/Ь)

P( ( |  . f  Л -
2  ̂ 27(ch (2я6//&) -1 )

OO OQ 4/^Jt (ch (2тт6/7э>-1) (76^/ (З7- 2) э^А-^) ^
-----Г----- ------------------------ ----- г--------- г---- Jx+ S S

/=1 Â =I упа^ (sh (2т(ак/Ь) + 2‘nak/b) (bi /a -^ак /b)
a/2 . 2nixX J (y >  /-)s in  ~ V x ;
- a / 2  ^ ®

7 = 2(^ -v ) l(^ -2v )■ .  72= 7- 2.
Полученное решение точно удовлетворяет уравнениям Ляме при отсутст­

вии объемной нагрузки (divT = 0) , а также для каждого индекса и "/г" точ­
но выполняет условие отсутствия касательных напряжений (т^^ = 0) при х = 
= ± а/2. Условие отсутствия нормальных напряжений при х = ±а/2 выполня­
ется точно для каждого при ” к "  > у.е. за счет сходимости рядов по "к"'. 
Условия нагружения нормальной и касательной нагрузками при у = ±Ы2 вы­
полняются в интегральной форме:

а /2  2nix ^  2nix
/  T s in - ”  /  -----2----- ~ i r ~

-а /2  -« /2

2-піх ^  — у 2тхJ а cos— — dx= J — COS dx.
- а / 2  ^ - а / 2  ^ ®

Это означает, что невязка выполнения условий при /  = ±Ы2 в соответствии с
основной леммой вариационного исчисления [4] пои стремится к нулю.
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в качестве числового примера приведем результат вычисления напряже­
ния о при X = О и /  = О для упругого квадрата, растягиваемого двумя сосре­
доточенными силами, и сравним с результатами, полученными другими мето­
дами. Так, в результате вычисления сумм при '7 ”  = 1 ,2 ,..., 10 и = 1,2,... , 
10 дают о = 1,18Р/а. Метод конечных элементов [5] при решении 1680-ти ал­
гебраических уравнений дает о = 0,959 Р/а, модифицированный вариационный 
метод Треффца в результате решения 50-ти алгебраических уравнений — -
= 0,940Я/а [6] .
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НЕКОНФОРМНАЯ СХЕМА МЕТОДА КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ

В настоящее время известно несколько неконформных схем метода 
конечных элементов (МКЭ), основанных на конечных элементах (КЭ) Виль­
сона, Крузея—Равьяра, Адини и др. [1 ]. В данной работе предлагается некон­
формный КЭ и на примере задачи о кручении исследуется сходимость соот­
ветствующей схемы МКЭ.

Определим КЭ как тройку (К, Р ,Ъ ) , где К  — невырожденный л-симплекс 
в пространстве (л = 2,3 ) ; P = P.̂  — пространство полиномов первой степени, 
определенных на области К; X — конечное множество линейных форм (степе­
ней свободы КЭ) вида

V p ^ P  У>/ (р)  =  /  1 < А 7 + 1 .  ( 1 )

Здесь К: ,  ̂ <  i <  л + 1 — грани симплекса К.
T е о р е м а  1. Множество Z степеней свободы КЭ (1) является Р-унисоль- 

вентным на пространстве P^.
Д о к а з а т е л ь с т в о . .  Согласно теореме о среднем, имеем:

S P (х) C f y=  P (а.) i d y ,  1 < / < л + 1 ,
к'. к !
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