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МЕТОД РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ВЯЗКОУПРУГОСТИ

Уравнение равновесия вязкоупругого тела имеет вид [ 1] 
3

Lk,! =  ̂ Эх,

ди^ (х, т) 

Эх, с/т)] =0 (/ = 1 ,2 ,3 ).
( 1)

При достаточно общих предположениях [2] с|)ункции (х, f ) ( х, 
t —т), и. {х, t) можно разложить в ряды по полиномам Лагерра L (t) [2] :

£ . „ ( х ,  t)= S
/77= о

i j k !  '

я ..,,(х ,Г ) = E Я !-T,*i  U );I j k l  '  '  I j k l  /77 '  '  '
/77 =  о

(х, f) = S (х) ( t ) .
/77= О

( 2)

Подставим ряды (2) в уравнение (1) и воспользуемся следующим прави­
лом Коши для возникающих при этом произведений бесконечных рядов:

^=O  ^=O /7 = 0 /77=0

В результате получим:

E E [ ^  ( E £.‘."7 " ’ >
„  = 0 у м =1 ш=о

(X)-
Эи["’ >(х)

Эх

. ( /7 - /7 7 )

J o  Ч ' " » '

(/• = 1. 2, 3 ) .

(X)
Эо'"’ * (х) г

- J  1-п-п,^^-^^ ‘-т =0О

(3)

Эх

Рассмотрим сначала произведение Поскольку каждый
из сомножителей представляет полином от t степени п—т и т соответственно, 
то все произведение есть полином степени п, и потому он может быть представ­
лен в виде конечной суммы полиномов Лагерра:

'•о-™ ^
P=O
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Коэффициент а^ этого разложения можно вычислить следующим 
образом. Так как по определению полиномов Лагерра

L ^ ( t )  = S 
/=O 

п —т

i = о

гдеЬ”? = (-1 ) ' [ f )  ^  =  ( ( -1 ) '” я7 !)/( ( /!)2 (а17-/)!),

ТО по формуле Коши имеем:

S ( ś  ‘ A Z -j'jr 'H n H
/=O к=  о

Ln-,г, L ^ d ) =
/—0

где j3.

п —т т 

i
S

к =Q

Разложим теперь t' в ряд по полиномам Лагерра: 

(/)/г' =

(4)

(5)

(6)
/=  о

Здесь / < /  , а коэффициенты вычисляются по формуле [3] :
OO

а /  = J  t'e~^L/(t)dt.
О

Воспользуемся известной формулой [3] :

/.,(f) = ~  ^ e - V ) .

Тогда а/'* =ТГ~ ^ ~ і— it'e~^)dt.

di>

о dt'
Проинтегрировав по частям последний интеграл / раз, получим:

, ( ' ■ > =  < -ч >^  Г  ^ ^  r - f r f f -  ( - ч ) ^ ' ( / - 1) - ( / - / - 1)
'  ~ о dl> >'■

. ( - 1 ) ' / !  ( -1 ) '/ !Г ( /+ 1 )_  ( - 1 ) '( / ! ) 2
■ { /- /) ! / !  У  ^ ( /- /) ! / !  ( /- /) !/!

J г' Ve Vf =

гдеГ(/+1) — гамма-функция.
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Итак,

/_ Ul)^
U -D '.П

(7)

где а'

Поэтому, внося разложение (6) в формулу (4), получим:

L Ut) L (f) = S а (f), (8)п - т '  ' пг ' P ‘•р '  "
P=O

.п-т,т = S o 'J S . * " " " * ' ,причем jsJ"-'” ' '” ) определены ЯВНО фор-
’ P  ̂ P 'P I = P

мулами (7) и (5 ). t
Рассмотрим теперь фигурирующий в уравнении (3) интеграл —

о
— т) (т) dr. Так как L _ (f) есть полином степени л—л? относительно Г,то т п—т

п-т  , , п
L _ { t A - T )  = S И (f- т ) (T) = Б

* =0 Ar =0
Поэтому

(9)S ( f - r )  Z.„ (т)сАт = Б ( f ) .
о " *=0 *=0 *

Здесь коэффициенты М -т ,т ) ^ in - т,т) ^ ^(п-т,т) выписыва­

ются по вышеуказанной схеме.
C учетом уравнений (8) и (9) формула (3) принимает следующий вид:

OO 3 P ! \
Б Б { Б

л = 0 У*/=1 т=0
Эх,

£  a j " - ' ” '" ’ »/. (T ))-
P = O

л = 0/Д /= і1 т=0 I P = O

(10)

Поскольку множество функций{^.^/'Г^}*^ _ ^ образует полную систему 
линейно-независимых функций [2 ] , то для каждого л = О, 1, 2, ... коэффици­
енты при формуле (10) должны обратиться в нуль. Это приводит к
бесконечной системе дифференциальных уравнений с частными производными 
для определения неизвестных функций UiĴ (X) (Ar = 1, 2,3; m = 0 ,1, 2...). Прак­
тическая реализация таких бесконечных систем уравнений связана с их "усе­
чением", другими словами, с заменой бесконечных рядов (2) их частными 
суммами. Если в соответствии с этим ограничиться в рядах (2) конечными 
суммами, то для определения (х) (/г = 1, 2,3; л?= 0 ,1,..., N) получим по вы­
шеуказанной схеме треугольную систему дифференциальных уравнений.
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Для того чтобы ее выписать, удержим в первом слагаемом формулы (10) 
(Л/+2) члена,а во втором (/V + 1) член. Получим: , .

3 ^ N n n  '
Б - ^  ( S Б S

Ш  = 1 у п = 0 т = 0  P

^ { п - т , т )  р ( п - т )  / у Х _ 2 _______
‘= i jk l  Э х , ^ ( ^ 0  -

( 11)
Л/-1 А7+1 ЭіУ3

V  ^ f V V V  ~ { п —т,т)  р { п —т )  / „ \ ____
“  ^  I i '  ^  ^  ^  Эхj , k J = ^  //7=0 AT?= о P =  о

(/тт)
/ . „ ( f ) )  = 0.

Теперь поменяем порядки суммирования в суммах, стоящих в формуле
(11) в фигурных скобках, В результате будем иметь:

3 Q Л/+ 1 Л/+1 /7 Ъ  ̂ (X)

j , k j  =  1 ^ y P = O n  = P  /77= о
Б - ^ (  Б Б Б ai'’ - ' ” ' ' ” > fJ ; j '” >(x)-

„ Э£/''” ' ( х )
у  (n -m .m )  o (n -m )  I ' «________ / +
2 % ^ijk l  W  Эх, ^P ' *

3
-  Z

-  I 9Х;

Л/+1 Л/
( Z Z

,(т)

j , k j  = 1 у P = 1 /7 = P -  1 /77= о

^ N n  
+ Z Z Z

P=O р - 0  /77= о ^

V

Эу['"> (х)

Эх, / - J f ) )  = 0. ( 12)

Приравнивая в формуле (12) коэффициент при L„-(f), р ^ 2 , получим 
3 а Л/-И л , . , . Ъи'Р (хГ

^ - ( Б  Б, a i'’ - " ’ ' " ’ >Ej^"7'” *(x) ~Лу ' P
j , k , l  =1 '̂ У /7 =P  /77=0

Эх
(13)

Л/+1 л , 1 / \
_ Б Б 9 ‘ '’ - ' ” '" ’ )д )” 7 '” ’ (х) ---- -----------} = 0 ( /= 1 ,2 ,3 ) .

л = р -1  л т = 0

Аналогичная система выписывается и дляр =0,1.
К системе (13) следует добавить граничные условия для выделения 

единственного решении. Их легко выписать с помощью вышеприведенной
схемы.
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