
Нетрудно показать, что

- а . і^- г^

I - Z 1 _

и, следовательно,

(5)

Р , - Р ,  P j 'n X , - p , ln X j

'"o ^  "  I n (X jA j )  ■

C учетом (4 ) на окружностях имеем

Q, = -Qj = “ 2яй(р , - Pj)/In(XyXj) . (8)

Давление в любой точке 2: области S определяется соотношениями (3 ) и

P =  т\п
/(х—г^Ў+у'^

( х - г . ў + у ^
Рассмотрим также случай, когда область фильтрации S — эксцентричное 

кольцо, ограниченное окружностями и (приближенные решения см. в 
[1, 4, 5 ] )  . Пусть по-прежнему и (R̂  <R^) -  радиусы окружностей 

L j и ; IO j I =  / — расстояние между их центрами, M n N -  общие цент­
ры инверсии этих окружностей (рис. 2 ) . Давление р на границе области S 
удовлетворяет условию (2 ) . В этом случае, если значения / и R̂  удовлетво­

ряют неравенству >  I ■¥ R̂  функция 'Pq (-2̂ ), значения -  \0̂ М\ , 2  ̂ =  

=  IO ЛГ| и расходы Q на окр^/кностях L также определяются выражениями 
(5 ), (7 ) и ( 8)  при Х ;=  г у д ,  , X̂  =  (г, - / ) A j  •
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ПОВЕДЕНИЕ ВЯЗКОУПРУГОГО СЛОЯ ОБОБЩЕННОЙ СРЕДЫ 
МАКСВЕЛЛА МЕЖДУ КОНГРУЭНТНЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ 

ПРИ МЕДЛЕННОМ НАГРУЖЕНИИ

Рассмотрим слой вязкоупругой жидкости, заключенный между конгру­
энтными границами. Реологическое поведение жидкости описывается уравне­
нием
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S = 2 ,
о

где S — девиатор напряжений; € — тензор скоростей деформации; ц(і )  
функция релаксации.

Границы могут быть в виде граней двугранных углов; длинных прямо­
угольных пластин; круговых конусов; дисков. Одна из границ неподвижна, 
другая — медленно нагружается силой F (t ) , что приводит к сближению гра­
ниц. Движение начинается из состояния покоя, начальная толщина слоя —h  ̂ .

В [ 1 ] показано, что толщина слоя h (t)  и сила F (t)  связаны интегродиф- 
ференциальным соотношением

S I J i i t - - ^ K F i t ) , ( 1)

где К  — константа, значение которой определяется геометрией границ и усло­
виями течения (вытеснения или растекания) среды; p̂(t) = Ijh^ — l//i^ при 
вытеснении среды; f̂it) =  l//z  ̂ — 1/Л  ̂ при растекании среды между гранями 
двугранных углов и прямоугольными пластинами; p̂it) = Ilh^ — в слу­
чае растекания среды между конусами и дисками.

Таким образом, определение толщины вязкоупругого слоя в любой мо­
мент времени t сводится к решению интегрального уравнения ( 1)  для функ - 
ции . В [1] эта задача решена для среды Максвелла с функцией релакса­
ции

Idit) =^G expi- t/T)  ,

где G =  7?/г; т? -  коэффициент вязкости среды; г — время релаксации.
Приведем решение для обобщенной н-звенной модели Максвелла. В этом 

случае

^i(t) =  ^'^Giexpi-r.t) (г.=  IlTf, (2)
Применим к соотношениям ( 1)  и (2 ) интегральное преобразование Лап­

ласа. Получим

Idis) spis) =^KF(S), Pis)  = KF is)  Li s )  , (3)
где _  „

^l(s) = ZGf l ( s  +Tf), L ( s )  =  1 / [ s m ( s ) ]  .

Следовательно,

L( s)  = n ( s  + r . )/ [ s 2  G. n ( s + r ^ ^ ) ] .  
г=і ' /=I ‘ кФі

Поскольку функция L (s) является отношением двух полиномов одной 
степени, ее можно представить в виде

п-  1
Т (5 ) =  Л + Л ^ / 5 +  S Aj l is -S . ) ,
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где Sj — нули полинома (п —1)-й степени

P (S )  =  S G. П (s + г , )  .
/= 1 ' кФі

Поскольку значения P { —rj) и имеют противоположные знаки,
Sj действительны, отрицательны и различны.

Соотношение (3 ) примет вид

^ (s ) = K '[ i 4 F ( s )+ ^ qF ( S ) A + 2 ^ ^ .F (s )/ (s — S .̂)] ,

где
A =  lim L ( s ) ;  A^=  lim [s L (s ) ]  ; A .=  lim [ (s —sp L (sp ]

B результате вычислений получим:

A = H ^ G,., A  ̂= I/ 2 Vf 
і=і /=1 '

S-̂ Sj

Aj = - 1 I ( sj_^Gj(sj+ r , )2)  .

Поскольку выра>кение l/(s — «р  является изображением функции 
exp(sp) при Sj <  О, на основании теоремы о свертке будем иметь:

п-1
<p(t) = K [ A F ( t )  + А  S F(t)dt-^ E A .exp (s.f) х 

о /=1  ̂ ^
t

X / ехр ( - S - O F . 
о ^

В частном случае при п = I (модель Максвелла) полином P (s ) вырождает­
ся в константу (не н уль ). При этом

^ (O  = iC [ r F ( 0 + fF( t ) dt ] /v.

Толщина слоя

/1 (0  =  / J j i + /1̂ ( 0 ] ' (4)

где а =  2 при вытеснении среды между границами; а =  5 при растекании среды 
между гранями двугранных углов и прямоугольными пластинами; а =  4 при 
растекании среды между конусами и дисками; |3 =  1/а .

Проведем анализ решения. Если T — продолжительность действия силы 
F( t ) ,  то при любой функции релаксации в момент времени t <  T [ 1] имеет 
место явление ’ ’упругого возврата”  [ 2 ] . Рассмотрим поведение вязкоупруго­
го слоя п р й і> Г  после снятия силы.

1. Модель Максвелла:
T

</?(0 (ЯМ) S F(t )dt  =  const .
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Рис. I. Изменение во времени толщи­
ны слоя для одно- и даухзвенной моде­
ли Максвелла при F  (г) =
-T )^ ; T=Ht-, hf=h!ĥ

О

1 -  16^^^^ет/(1507?)= 1; 2

/ .  15 
t —

Z 15 5

Из выражения (4 ) следует, что течение вязкоупругого слоя в момент времени 
t — T прекращается и его толщина Л ̂  в дальнейшем не изменяется.

2. п-звенная модель Максвелла:

T п -1  T
S A .exp (s ;0 / ex p (-s .0 i^ (0 d0 .

Все коэффициенты , Л. положительны. Из отрицательности Sj следует, что 
функция ^it') монотонно убывает, стремясь к предельному значению . 
При этом h (t )  монотонно возрастает, также стремясь к предельному значе­
нию ^ пр ~  ^ 1  ̂где /г J -  не изменяющаяся после снятия силы F (t ) толщина

п
вязкоупругого слоя C одним временем релаксации. Для этого слоя г}= E г}.,

л
G EG, .

/=1 ^
Таким образом, для обобщенной модели Максвелла явление упругого 

возврата имеет место и после снятия нагрузки. На рис. 1 представлены резуль­
таты расчета для двухзвенной модели Максвелла и модели Максвелла, для 
которой Т7 =  T?j+i?2 и G =  G j+ G^, г 0,25Tj ,г?̂  =  0,5r?j , Г  =  r j2 .
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ОБОБЩЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ СМАЗКИ РЕОЛОГИЧЕСКИ 
СЛОЖНЫМИ ЖИДКОСТЯМИ

Уравнения теории смазки реологически сложными жидкостями в отличие 
от классических уравнений Рейнольдса [1] должны включать компоненты тен­
зора напряжений. Кроме того, их необходимо преобразовать с учетом
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