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ФОРМАЛИЗОВАННЫЙ КИНЕТОСТАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ГОЛОНОМНЫХ 
КИНЕМАТИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

Проблеме формализованного аналитического описания основных задач ис­
следования кинематики и динамики механизмов посвящены работы многих 
авторов, в частности работы [1, 2, 3 ] . Наиболее значительные результаты 
получены Ю.Ф. Мирошкиным, который предложил новый метод исследования 
структуры и кинематики любых плоских и пространственных механизмов с 
голономными связями. Метод позволяет представлять в единой форме уравне­
ния в обобщенных координатах, определяющих положения звеньев относи­
тельно друг друга, а также на их основе формировать дифференциальные урав­
нения движения механизма. Он основан на обходе координатным трехгранни­
ком всех звеньев кинематической цепи, при этом переход от одного шарнира к 
другому рассматривается как преобразование систем координат, зависящее от 
конструктивных параметров звена, а переход от звена к звену — как преобра­
зование координатных систем, определяюпщх относительное положение 
звеньев.

Цель настоящего исследования — обобщение методов анализа голономных 
кинематических цепей на решение задач кинетостатики. Представлен метод 
кинетостатического исследования, позволяющий формализовать составление 
соответствующих уравнений и их решение в форме, удобной для выполнения 
расчетов на ЭВМ. Математическим аппаратом служит метод линейных про­
странств винтов [1, 2, 3 ] . Кинематические и силовые винты рассматриваются 
как векторы шестимерного линейного вещественного пространства. Разрабо­
танный метод интерпретируется в статье на примере промышленного робота 
ПР-10 (рис. 1).

Разработанная авторами теория кинетостатики кинематической пары ос­
новывается на концепции [ 3 ] , согласно которой в окрестности данной точки 
конфигурации пары возможное перемещение раскладьгоается по базису

где г — размерность линейного вещественного пространства5 } , образован­

ного множеством винтов возможных перемещений в паре, равная числу степе-
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пей свободы в относительном движении звеньев пары, ą. — /-я обобщенная ко­
ордината.

Из плюккеровых координат базисных винтов пространства {5  форми­
руется матрица подвижностей пары

[55] = (55°.),

где V номер плюккеровой координаты (1 <  v <  6 ), f — номер базисного 
пита (1 </  ) .

Диалогично возможная реакция связей в кинематической паре расюіады- 
Iiae ген по своему базису 

к

/=1 / 1
где к размерность линейного вещественного пространства J , образован­
ного множеством винтов возможных реакций связей в паре, равная классу 
mipi.i, для пар Л, В, C (см. рис. \) к -  5; а. -  /-я обобщенная реакция в паре.

Из плюккеровых координат базисных винтов пространства^б^ формиру­
ется матрица реакций связей пары

[Q] = (Ql f ) .
U из матрицы скоростей и реакций пары — обобщенная матрица 

T =  [ [SS ]  [ б ] ]  ,

характеризующая локальную кинематику, статику и кинетостатику пары.

Рис. 1. Исполнительный механизм манипуля­
тора ПР-10 Рис. 2. Граф простого контура
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Рассмотрим силовой расчет простого контура, ориентированный граф ко­
торого представлен на рис. 2. Здесь (р =  О, л) — множество вершин графа, 
определяющих звенья контура; кинематические пары характеризуются мно­
жеством ребер Я  Я^^ J этого графа.

Уравнение равновесия звена Я^ в винтовой форме будет иметь вид [3]

Q , - Q  = - ( Г  +Ф ), ( 1)^ p - I , P  ^ р , р + 1   ̂ P   ̂ ^

P =  6 Г « , ,

где 1 л и .6  ̂. . .  — винты реакций в парах, образованных соответственноP 1 ,Р Р , р т 1
звеньями Я^ _  Я^ и Я^ , Я^^ і » ^p “  внешних силовых факторов, дей­

ствующих на звено Я^ ; Ф^ — винт сил инерции этого звена.
C учетом разложения по базисам линейных пространств реакций выраже­

ние ( 1)  запишем в виде

^p-I,P  P+1
2 G/ -  2  а. ^

/ =1  ^ р -1 ,р  »^ р -1 ,р  / - • ' - - ■ U l  ^
^P-I,P v ,p + l

е ?  = -“ (г + ф ^ ).
^p,P+1 v ,p + l ^

( 0 < р < л )

C учётом выражения ( 1)  запишем уравнения равновесия звеньев манипу­
лятора ПР-10 (см. рис. 1) в винтовой форме: — Для зве-

наЗ;  - Q 23 ^ + Ф2)  ~  Для звена 2; Goi"^ Q12
звена 1. На основании соотношения (2 ) осуществим разложение винтов реак- 
ций Qp P+ 1 и сил Г  ̂ и Ф^ по линейному базису плюккеровых координат. В ре­
зультате винты реакций в парах Л, В, C запишутся в виде:

4 f A A y ‘< A , V A y X , ' i  •

і е . о ' -

і е « Г =  Р с « с / с Л « " с Л .  I ■

а винты и Фр сил тяжести и инерции — в виде:

[Г ,+ Ф ,]"  = [0 о -G , о о е,/^  ̂ ] ,
[Г , + Ф , ] " =  [0 0 - (G ^  + т^а) о 0 е, ] ,

[Г 3 + Ф 3] "  =  [м « 2 ^ 3 ,

=  '” з ( ^ ^ + 2 c o , г > з ) + W p ( e , Ь ^ + 2co,г;з) ,

“ з = - ( ^ ” 3 + V “ 2 - ^ 3 - ^ r p  ’ “ 4 =  0>

“ 5 =  ' ” з‘^ 2 ^ + '” г р «2 ^  + ^ з * з + С , Ь , .

“ б =  (4 з + ^ 1 ^ ' ” з ( ^ ^ + 2со , аз ) Ьз+т^р ( е ,й^  + 2со,йз),
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где M ^  P ę — движущий момент и движущие силы приводов соответст- 
иенно.

Матрицы преобразования винтов реакций в кинематических шщхА^В и C 
на основании данных [1 ,3 ] имеют вид:

M a  =

C(pj -SiPj о о о 0~ ~1 о о о о о
о . о о о о 1 о о о о

о о 1 о о о о о 1 о о о
о о , M g  M f , - о 1 о 1 о о

CP^ -Stp^ о Cip^ о 1 о о о 1 о
о о о о о 1 о о о о о 1

где  ̂ =  COS =  Sirup̂  .

Возможные реакции связей, передаваемые от стойки к звену , ле­
жат в пространстве

W-I

P=O

где Qp P+ 1 — пространство реакций пары, образованной звеньями •
Если все пары цепи подчинены идеальным связям, пространства ̂ 5 

и^(2о ^jBaaHMHbI [3 ,4 ] .
Пространство o j  назовем пространством избыточных связей. Такое 

определение вьпекает из следующего соображения. Мысленно разомкнем 
контур в паре, образованной звеньями иЯ^^  ̂ . Первая часть цепи наклады­

вает на звено связи, определяемые пространством ^ j=  ĵ »

вторая -  связи на звено Я^^ ̂  , определяемые пространством р + i j  “
W - I

=  П ^Gg ę+J - Пара, образованная звеньями Я^ и Я^^ J ,включает связи, 

лежащие в пространстве {Q^ J  П П {Qo,p+ J =  £ ' {G e ,e + i) •

Если же размыкание контура осуществить в паре, образованной звеньями 

и , получим пространство избыточных связей контура ^Gq oj- Действи­
тельно,

Однородная система, индуцированная системой (2 ) , имеет вид
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P- I , P 
2  a. q 4

/ . =1 ^P-I,P ^P-I,P
'p - l . p

p.p+l 
-  _ 2

^P,P+i
“/= 1 ^p,P+1 ^P,P+1

[0] , (3)

(0 < P < « ).
Обозначим пространство решений системы уравнений (3 ) через J . По­

кажем, что изоморфно пространству избыточных связей контура.
Для этого рассмотрим пространство решений системы уравнений (3 ) для од­
ного звена . Поскольку пространство решений системы однородных урав­
нений (3 ) для данного р изоморфно пространству _  j pj^ {Qp p+i} » 
всех звеньев рассматриваемого контура получим:

{О ,.,}  .

Следовательно, „  ^ f ^ p p + i j  1 <  р <  ( «  -  1) и поэтому 

 ̂ E Тем самым доказывается, что пространство решений системы

уравнений (3 ) изоморфно пространству избыточных связей контура {Q q qJ- 
Вектор решения этих уравнений запишем в виде

0',1
а« - 1 ,0

А = [а а
^0,1 ^0,1

Clj.
0,1

а а
П-1,0 «-1 ,0 « - 1,0

Секция  ̂ этого вектора определяет винт

(2?
^0,1

а из уравнений (3 ) следует, что

к

0,1
G =  S  «/

/ п .=  ‘
' 0,1

р,р+1
е  =  Б а. G? К  P < (И- 1).

Матрица коэффициентов системы уравнений (3 ) имеет блочное строение
[4]:

[бол] -  Ш , , , ]  о о
о

^ ^ f ^ « - 2, « - f ^ « - 1,о1

где [Gp P +J  — матрица реакций пары,образованнойзвеш>ямуіН̂ йН̂ _̂ _̂  .

Рассмотрим сложную многоконтурную кинематическую цепь. Пусть ее 
структура описьгоается графом с п-вершинами, р-ребрами и с  =  р -  « + 1 -  
фундаментальными контурами. Матрицей фундаментальных контуров графа
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ti.i іыііаіот матрвду , в которой Ь., =  I, если/-е ребро в Um фундаменталь- 

IKIM контуре,и =  О в противном случае. Матрицей инциденций ориентиро-
ииниого графа назьюают матрицу , в которой а.. =  1, если дуга/ входит 

и / IO исршину; =  —1, Qcnnf‘Я дуга выходит из /-й вершины, и a.j =  О, если 

/и дуга не инцидентна/-Й вершине.
Ьлагодаря такому описанию структуры система уравнений силового рас- 

MCia сложной кинематической цепи [3]

\ 0

i  2  ’ ’ а. (2?

0Г

-  2
. -  =  1 /1  ̂ -

0г
E а.

=  1

может быть записана в виде
п ^P о

X a  Х а .
а= I /^=1 К’ ^/0 “ ( Г  + ф,

I ’

= - ( 1 ’. + * , Х 4 )

( 1 < т < 0

(5)

где — элемент матрицы инциденций ориентированного графа цепи.
Матрица системы (5 ) разрежена и имеет блочное строение, отвечающее 

структуре матрицы инциденций; блоками служат матрицы реакций кинемати­
ческих пар. Блок-строка матрицы, отвечающая стойке механизма, может быть 
отброшена ввиду ее линейной зависимости d другими строками. Уравнения 
(4 ) или (5 ) являются основными уравнениями для силового расчета про- 
Ci ранственных многоконтурных механизмов.

Итак, использование теории линейных пространств и графов дает возмож­
ность осзпцествить полную формализацию построения алгоритмов кинетоста- 
гических расчетов голономных кинематических цепей, что позволяет непо­
средственно на ЭВМ формировать расчетные уравнения кинетостатики и ре­
шать их численно.

В качестве примера рассмотрим расчет механизма манипулятора (см. 
рис. 1) при следзпощих исходных данных: = 0,2 кг- м^; =  0,1 кг *м^;

=  0,5 кг -M^; =  0,05 кг -м^; =  l̂O кг; =  15 кг; =  12 кг;
3 _ _  ~ гр „

=  8 кг. Груз массой перемещается из положения, соответствующего

обобщенным координатам =  120°, =  0,5 м, =  1 м, = 0,3 м, =

0,5 м, C начальными скоростями со̂  =  0,4 рад/с, =  0,2 м/с, =  0,28 м/с 

и ускорениями =  0,03 =  0,04 м/с^, = 0,06 м/с^. Необхо­
димо выполнить кинетостатический расчет манипулятора в положении, соот- 
исгствующем обобщенным координатам =  180° , = 1 м, Ь  ̂ =  1,5 м,

] м,Ь  ̂ = 1,2 м.

Решение задачи осуществлялось на ЭВМ ЕС-1022 по программе, разрабо- 
іаішой авторами статьи на основании описанного выше алгоритма. В зависимо­
сти от числа звеньев и контуров механизма, порядкового номера звена ав­
томатически формируется его уравнение равновесия в винтовой форме.

В результате решения системы линейных уравнений (4 ) получены следую­
щие реакции:
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^Az ^Ax ^
M^y =  222,6 H- м; =  -13,4 Н; = 18,1 Н; =  -3 ,4  H *м;

=  222,6 Н м; =  -9 ,6  H- м; =  27,7 Н; =  446,2 Н;

М^^ =  0; АГ^^ =  213,6 H -м; = -1 9 ,8  H- м.

Момент привода в паре А  ̂ =  31,9 H • м, движущая сила в паре В
=  Rg^ =  -346,15 Н, в паре C P^= R^^ =  13,4 Н. Время решения задачи на 

ЭьМ составило 3,5 мин.
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ФЛУКТУАЦИИ ТЕНЗОРНОГО ПАРАМЕТРА ПОРЯДКА 
В НЕОДНОРОДНЫХ НЕМАТИЧЕСКИХ ЖИДКИХ КРИСТАЛЛАХ 

И ИХ РАВНОВЕСНАЯ ОРИЕНТАЦИОННАЯ УПРУГОСТЬ

Ориентационная упорядоченность является определяющим свойством не­
матических жидких кристаллов (Н Ж К). При феноменологическом описании 
их ориентационный порядок характеризуется симметричным тензором второ­
го ранга Q.. с нулевым следом [1] , а в статистической теории для этой цели 
используется плотность квадрупольного момента распределения массы моле­
кул (см. [ 2 ] ) .  Корреляционные функции ориентационного порядка рассмат­
ривались ранее на феноменологическом уровне (см. [3] и цитированнзпо там 
литературу) и для однородных нематиков на основе статистического подхода
[4 ].

Ниже излагается статистическая теория ориентационных флуктуаций в не­
однородных нематиках и ее применение к расчету модулей ориентационной 
упругости рассматриваемых сред. Работа является развернутым изложением 
тезисов доклада [5] и основана на работах [6, 7 ] .

Как известно [1 0 ] , вклад флуктуаций плотности Д р (х  , й )  в свободную 
энергию нематика может быть выражен через прямую корреляционную функ­
цию с (х  -  X ^ 12, 12') (предполагается, что с от р не зависит) :

д/7= _ ( 2Д)-1  j/ c (x  - х ' ,  12,12')Лр (^,12)Ар(х',12')с?хс?х'с?Ш12',
(1 )
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