
Если хотя бы один из показателей k , т ̂  материала меньше единицы, 
напряжения по мере приближения к центру диска возрастают, т. е. около по­
люса анизотропии будет иметь место концентрация напряжений.
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НГУЕН ТИЕН КХИЕМ (Б ГУ )

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О СЛУЧАЙНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ПЛАСТИН 
МЕТОДОМ ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ У РАВНЕНИЙ

Рассматривается применение метода граничных интегральных уравнений 
(ГИ У) в решении задачи колебания упругих пластин при случайных нагруз­
ках.

Пусть пластина находится под действием нормальных нагрузок с интен­
сивностью q (г, t) и таких нагрузок в ее срединной плоскости, что внутренние 
усилия постоянны и равны р , Тогда уравнение поперечных колебаний
пластины можно записать так:

IV ( г ,  О + р Д Ж (г , О + р Л
d^W(r, О

О )

где W(г, t) — поле прогибов; г = (х, y)ES; S — область на плоскости, занимае­
мая пластиной; Д  Л, р — соответственно цилиндрическая жесткость, толщина 
пластины и плотность материала..

Рассмотрим случай, когда q — стационарный временно-пространственный 
случайный процесс [1] . Согласно теории таких случайных процессов,

OO

я(г, о  =  q^(r) + J Q (r, ,
----OO

где q̂  (г) = <q{r, t) >  — математическое ожидание; Q — случайное поле,об­
ладающее свойством стохастической ортогональности:

<  Q *  ( г , со ) Q  ( r i  с о ')  >  =  ( г , г ' , со ) 5 (с о  —  с о ')  .

Знак <  • >  обозначает оператор усреднения по вероятности, * — комплексную 
сопряженность. Тензор называется спектром пространственной корреляции 
случайного поля р (  г , fy,
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муле
В рассматриваемом случае корреляционная ф ункция находится по фор-

К Л г . г \  г) =  S SЛ г , г '  coje^^^dco.

Предположим, что разложение поля Q 

Q (г , со) = Л (с о )^ (г ,  со) ,

где g(r, со) — детерминированное поле; Л  (со) — такая случайная функция от 

со , что <  v4*(co) А (со') >  =  S5 (со — со') .
Тогда

( г , г' , со ) =  (со )^* ( г , с о )^ (г , со).

Будем рассматривать стационарные колебания пластины, представляя по­
ле прогибов в виде

OO

lV(r, о =  W^o(r) + / А (с о )Ф (г , , (2 )
----OO

где Ŵ  (г) — математическое ожидание поля прогибов; Ф(г, со) -неслучайное 
поле.

Спектр пространственной корреляции и корреляционная функция поля W 
в этом случае имеют вид:

(г, г\ со) =  Sq (со) Ф* (г, со) Ф (г', со) ,

=  / Sq (со)Ф*(г, со)Ф (г', co)e'^^dco .

(3)

(4)

Таким образом, задача определения поля W, т. е. его вероятностных ха­
рактеристик , сводится к нахождению двух полей , Ф при за­
данных , g

КОМЫХ Ф*
Подставив выражение (2 ) в (1 ), пол)лшм уравнения для определения ис-

(5)

(6)

- 2ХД1У^(г) =  ( г ) ID,

А^Ф(г, с о )  — 2ХФ(г, со ) — сОрФ(г, со ) =  f ( r ,  со ) ,

где 2Х = —p/D; со̂  =  pńco^/D ; f  =  g/D.=  pho?,
Уравнения (5 ) и (6 ) можно записать в виде

2 ________ ..2\лч_(Д2 - 2 Х Л - со2 )Ф =  / . (7)
Уравнению (5 ) соответствует значение cOq =  0. Итак, задача состоит в ре­

шении уравнения (7 ). _________

Введем обозначения -  у/ + cOq — X, = у/X̂ + X  и перепи­
шем уравнение ( 7 ) :

(А + к \ ) (А -к І )Ф = (А -к І ) (А -^ к І )Ф = = Г ,

6 Зак. 6043



Положив сначала и =  (Л  — ) Ф , получим уравнение относительно и :

(А + ^^)п  =  / .

Теперь C помощью формулы Грина можно доказать следующее интеграль­
ное представление функции и :

O' Л )  ди (?)

+ S G (г, r ) f (r )ds  , 
S

(8)

где д/дп — производная по внешней нормали к контуру L ; г, г GS, ? E L , G= 

=  1/4 * к  — ? I) — функция Макдональда, являющаяся фундаменталь­
ным решением уравнения (A + /2̂ )G =  0.

Аналогично, положив v =  (Л  — ) Ф , получим

дО (г, О dv(^)
( I ) - G - ( r . D - ^ ] d Z  +

+ J G (г, r ) f (r )dS  , (9)

где G = - I / (2тг)* (k^\r — ^\) — фундаментальное решение уравнения (А -

- k l ) G  =  0.

Из (8 ) и (9 ) C учетом выражений функций U, у после простых преобразо­
ваний будем иметь соотношения:

д О ( г Л )  k\k\ dG,^(r,|)
(k\ + ^ ^ )Д Ф (г )  =  J [ А Ф (1 ) дп

дДф(Ю k\k\ дФ Ш  , ^

 ̂ ‘ ^ (10) 

,  ,  (г ,? ) Д ф (| ) d G  (г ,Г )

0 Ф (1 ) ............. G ,,  (г, г')
■ f(r )dS- « = ( ' • «  % ' i r r p - O I)

в формулах (10) и (И )  введены обозначения: G  ̂ = fejG ^ + ftjG _ , G  ̂ = 

=  *^G^ + fe^G , G, =  G, -  G, .2 + I » 12 I 2
При Г , стремящемся к границе, в силу слабой особенности функций Бес­

селя G^ , G_ для гладкой границы получаем:
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I fdGAvJ)
^ (k ]  + Й^)ДФ (?) =  f {  Д Ф Ш  +

k\kl д Д Ф Ш

K - K
K K

дп Ф т - о , ш ) ^

а Ф ® і

К~^г
.2 1̂2 - ^ І  dl  ̂ (J i.r)nr)ds,дп

I
\ {K ^ k \ )H v )  =  / {■

dG^^ivX) Д Ф ®n__
дп K - K

dG (^Л) G Ш )  дД Ф (0
+ ------- Ф (? )дп

аф (|)
дп ]dl + S

K-^K дп

S K - ^ K
f (r)dS.

( 12)

Соотношения (12) представляют систему ГИУ для задачи колебаний плас­
тин. В зависимости от граничных условий, в которых обычно известны две из 
четырех граничных функций Ф ( ? )  , дФф/дп , ЛФ (?) , дАФ(^)/дп , система 
(12) позволяет определить остальные два неизвестных. После решения полу­
ченной системы ГИУ, подставив значения граничных функций в (10 ), (11 ), 
получим решение уравнения (7 ) в произвольной точке области S . В простых 
случаях граничных условий система (12) получает вид:

Для пластин с закрепленным краем

г д Д Ф ®  dG (1?,Ю )

дп

К  + К
+ — -̂----ДФ(т?) =  S G (TJ, r')f(r')dS,

^ S

дДФ (|) dĜ  ̂Ш )
дп Idl =/G j^ (T?,ry (r')dS ;

5*

В случае шарнирного опирания пластины

аЛФ (?) 1 аФ (?)“-Fi-
=  / G j (Г?, r )f (r)dS,  

S
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!lł>2X

=  J
S

G,j(T?,r')

2X

<)ДФ(?)

дп

f(r')dS

а Ф Ш ,
+ OJlĜ  (t? J ) —̂ ] d l  =0 2

J

Решение системы уравнений (12) зависит от значений X , со̂  . При опреде­
ленном, отличном от нуля значении X каждому значению частоты со̂  соответ­
ствует одно решение { Ф ( г ) ,  ЛФ(г)^ . Для нахождения спектра пространствен­
ной корреляции полученное решение подставляется в (3 ). Корреляционная 
функция находится интегрированием по частоте в диапазоне действующих 
частот согласно ( 4 ) .

Система ГИУ (12) в достаточно общем виде описывает граничные условия 
и конфигурацию пластин. Из нее можно получать системы ГИУ для неоднород­
ных граничных условий или многосвязных областей.

Для иллюстрации рассмотрим численное решение системы уравнений (13) 
в случае шарнирно опертой квадратной пластины. Алгоритм решения состоит 
в следующем. Граница разбивается на N отрезков, в центре каждого из кото­
рых неизвестные функции считаются постоянными. Тогда (13) заменяется 
системой алгебраических уравнений

где
[ M ] [ z }  = I b ] , (14)

дДФ(т?.)

дп î+N
дФ(т?,.)

дп
т.; j - S а ,in,. Udi . т ■ пг

i = l,iV ;

dl

тhN,/+N~^o ^
L S

J L =  UL^., /,у =  ITiV .
S i

 ̂i+N

Для коэффициентов m.j при i Ф j  интегралы вычисляются по формуле 
Симпсона, при / =  у , в силу сингулярного характера подынтегральных функ­
ций, используется приближенная формула

J^ jJ^ (\x\ )d x=  2x [ | j J ; t )  + 1] .

Для вычисления компонент вектора В разобьем область на две части и 
Sj . В Sj , не имеющей особенностей, интегралы вычисляются по формуле 
Симпсона, в приграничной полосе S -  аналогично контурным интегралам.

Решение системы (14) методом faycca реализовано по программе на ЭВМ 
СМ-4. На рис. 1 изображена схема дискретизации области, для которой решает­
ся задача, на рис. 2 -  значения дФ(^) /дп и дАФ(^)/дп в узла ; границы области 
приЛГ=20.
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Рис. I. Схема дискретизации об­
ласти и ее границы

Рис. 2. Значения дФ(^)1дп и дЬФ (^/дпв  узлах 
границы области:
1 ~дФа ) /дп ;  2 - д АФ( ^ ) / д п

Проведенное исследование показывает эффективность метода граничных 
интегральных уравнений в задачах о случайных колебаниях пластин. Преиму­
ществом указанного метода перед другими является то, что он позволяет ре­
шать задачи для тел сложной конфигурации при различных граничных усло­
виях.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ БЕЗМОМЕНТНОЙ ФОРМЫ ОБОЛОЧКИ ВРАЩЕНИЯ 
ИЗ ФИЗИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОГО МАТЕРИАЛА ПРИ ДЕЙСТВИИ 

ЗАДАННОЙ ВНЕШНЕЙ НАГРУЗКИ

Определение формы меридиана оболочки вращения является одной из об­
ратных задач теории безмоментных оболочек. Для изотропного материала эта 
задача ранее была рассмотрена в [1, 2] , а один конкретный случай [1] был 
впоследствии исследован другим методом в [3] .

Ниже показывается применение метода малого параметра к решению за­
дачи об определении формы меридиана оболочки вращения, выполненной из
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