
3. Подтверждается предположение [2] о преимуществах способа задания 
іюверхностных условий в интегральной форме перед точечной (решение 5 те­
ряет устойчивость при NM =  8, что не наблюдается для решения 4 ) .

4. Расширение поверхностных условий путем приравнивания нулю выра­
жений при одинаковых степенях z в разложении о  ̂ и на участке поверх- 
1ЮСТИ г =  0,1 M (О < z  <  0,1 м ) влияния на сходимость по энергии приближен­
ного решения к точному не оказывает.

Анализ степени выполнения краевых условий, осуществляемый по эпю- 
}Х1м напряжений (рис. 3 ), показывает, что приближенные решения 1, 2, 3 не 
удовлетворяют краевым условиям на участке поверхности г =  0,1 м (0 <  
<7  <  0,1 м ) .

Преимущество решения 4 перед решением 5 видно на графике I о os ’ 
U также из расчета среднеквадратической погрешности отклонения о прибли­
женного решения от точного: для решения 4 а  =  0,0252725, для решения 5 
а = 0,0272928 ( г  =  0,05 м; =  0,06...0,09).

На участках поверхности 0 <  г <  0,05; z =  0,05 и 0,05 <  г <  0,1, z =  
- 0,1 M минимальные среднеквадратические погрешности дает решение 4: 

=  0,0795, =  0,022. Так как в решении 4 уравнения внутренних связей ис­
ключались из системы ( 2) , выполнена проверка условий равновесия элемен­
тарных объемов. При подстановке рассчитанных обобщенных перемещений в 
уравнения внутренних связей относительная погрешность составляет пример­
но 10"^ .

Итак, 1) при наличии участков поверхности, свободных от напряжений, 
желательно задавать поверхностные условия приравниванием нулю выражений 
при одинаковых степенях z , что способствует значительному повышению точ­
ности решения; 2)  предпочтительно задание поверхностных связей (а не внут­
ренних) .
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МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА КВАЗИФУНКЦИЙ ГРИНА 
(МЕТОДА В Л . РВАЧЕВА) ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛЕЙ НАПРЯЖЕНИЙ

В УПРУГОМ ТЕЛЕ

Рассматривается задача об определении поля напряжений в изотропном те­
пе, характеризуемом постоянными Ламе X и д . Предполагается, что тело зани­
мает область и находится под действием поверхностной нагрузки ,
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распределенной nos =dD имассовыхсил с объемной плотностью р Д х ).
Задача сводится к определению тензора напряжений Il̂ ^̂ yll3xą ,компонен­

ты которого удовлетворяют в области D уравнениям Бельтрами—Митчелла

А  О:, +
1 d^S

ч I^v дх.дх.
у 3 

I -V
а

А:=1
2  [P t W J T t M lS , , -

а [р , M  JT, W l  а

~ ~  дх. К - W ldxj

при следующих условиях на S :

3 до,,
^  ^ - р , W J T , W -  о ,  T

J = I  J = I  J

( 1)

(2)

Здесь S = X  , р Д х )Х Д х ) — составляющие массовых сил по осям .
к =  1

Строгое математическое обоснование такой постановки второй основной зада­
чи теории упругости в напряжениях можно найти в [ 1] .

Ниже C помощью введенного В.Л. Рвачевым понятия квазифункций Гри­
на [2, 4] дается вывод системы интегральных уравнений для решения сфор­
мулированной выше задачи. Эти уравнения в отличие от полученных в [3] 
имеют более простую структуру и большие возможности для численной реа­
лизации.

Из формулы Грина и интегрального представления для функций о..(х  ̂ и 
P ( х , ?) можно получить

а.. (X )  = а*.(х) / Да., (г?) F(x, г?) d^D,

где
q(x, ?) =  [г^ + 4со(дг) со ( ? ) ]  ;

со (х ) -  нормализованное до первого порядка уравнение границы S области Ą  
причем со(х) >  О в D\S [3] ;

=  « К * -
ę

F ( x , ^) = \jr -  q ( x , I )  — квазифункция Грина.

Из уравнения ( I )  находим

\-¥у дXjdxJ - Ф „ М .
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где

Тогда

+ Ą  [р ,. (х )Х Д х )] + Ą  [Р / (х )Х Д х )] .

(3)

где к =  1/(1 + v) .

Преобразуем первый интеграл в правой части (3 )

= Д"  I L  4  ‘ 4  "  1 . 4  ‘

=  Iim [ ; | f  F (x ,| )c o s (n ,| .)c f 5 -  / ^ F ( x , v ) d  D ] .
€ S r>e

По определению функции F (х, ?) первый интеграл в правой части (4 ) ра­
вен нулю, а последний равномерно сходится к своему пределу, когда е О
[4] . Поэтому в пределе при е ->0 окончательно имеем:

<̂ ц(х) =  — ^  J ^  (v) ^  F(Xy т?) d D +
 ̂ 4я ^  dVj dVf  ̂ 'п

+ ^  j^%-(v )F(x.v )d^D. (5)

Продифференцируем по х̂  выражение (5 ) , записанное для (^ =  1,2,3) : 

dS , ,  ̂ к ^dS(V)

* 4 '•*•«<’') (6)

Перенос операции дифференцирования под знак интеграла возможен согласно 
[5] .
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Подставляя ( 5 ) , ( 6)  в (2 ) , получим замкнутую систему уравнений отно­
сительно неизвестных о., и dSjdx.,

Если ограничиться формулами (2 ) и (5 ), то на основе рассматриваемого 
метода можно получить систему интегродифференциальных уравнений для 
определения составляющих тензора напряжений в области D .
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К РЕШЕНИЮ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ МЕТОДОМ 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ НАГРУЗОК

Одной из разновидностей метода последовательных приближений реше­
ния упругопластических задач является метод дополнительных нагрузок. 
Уравнения равновесия, полученные в результате использования этого метода, 
имеют следующий вид [ 1] :

т
(1)

где

K r  - І ^ [ ( 2 м + І ) (
ди^

\дх
п

ф дхк 2 дх,^

д г,
/ Ф т - 1  т

) ]  +

(2)

ф= 3/2*6^./^; е. ,0. -  интенсивность соответственно деформаций и напря­
жений; т =  ; п =  2; 3.

Присоединив к уравнениям (1 ) граничные условия на 5 в виде [ 1]

где

п ди п ди.

д Гк-\ к^\

ди^ ди,.

(3 )

] Ф т  ^  J т
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