
^ = J J  я „ |
(S)

d x fd u
Z =  h

П р и м е р .  Определить P   ̂ | в точках х =  О, /  =  0; х =  40, к =  О
z =  h

если h =  10 см, E  =  200 МПа, о =  0,3, Z. =  40 см, Ь =  20 см.
По формуле (4) находим: при х =  0 к  =  0 Р__ =  - 8 5  Н, х =  40, /  =  
= ~ 1 6 5 Н .

УДК 539.374
Э.И. СТАРО ВОЙТО В

И З Г И Б  КРУГЛО Й ТРЕХС ЛО ЙНО Й П Л А С ТИ Н КИ  В УСЛО ВИЯХ
А Б Л Я Ц И И

Задача о малых деформациях трехслойных вязкоупругопластических 
пластин при изотермическом нагружении рассмотрена в [ 1 ] . В настоящей ра­
боте усложнена расчетная математическая модель за счет учета неизотермич- 
ности нагружения и возможности уноса вещества с поверхности пластин­
ки (абляции).

Рассматривается несимметричная по толщине круглая трехслойная плас­
тинка, геометрия которой отвечает модели Э.И. Григолюка { 2 ] . Для тонких 
несущих слоев из металла (с толщинами принимаются гипотезы
Кирхгофа, а для слоя полимерного заполнителя Cĥ  =  2с) — гипотеза о пря­
молинейности и несжимаемости деформированной нормали. Учитывается ра­
бота заполнителя в тангенциальном направлении. Цилиндрическая система 
координат г ,  Z связана со срединной плоскостью слоя заполнителя.

Для связи напряжений и деформаций в слоях используем физические 
уравнения состояния, введенные В.В. Москвитиным [3] : 

для несущих слоев „

s * = 2 G * { 7 * )  [ f *  ( е ^ , Г * )  э * -

- /  ( T ) d 7 ]  .

or* =  SZC*" ( Г * )  ( s'" A T "* ) ;

ДЛЯ заполнителя

t
- ^ T A t - T )  (е^з)) з О )  .

а(3) (е<з>
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Здесь к =  1 ,2  — номера внешнего и внутреннего несущих слоев, к —2 — номер
к „к  ^k ^k девиаторные и шаровые части тензоров нал-к к fyзаполнителя;

ряжений и деформаций; -  параметры упругости материала; - и н ­

тенсивность деформаций;  ̂  ̂ ”  функция пластичности, введенная

А.А. Ильюшиным для упругопластических сред [4 ]; ( е̂ , T^) — функция

нелинейной ползучести металлов; ) — уни­

версальные функции, описывающие свойства физически нелинейного полимер­
ного заполнителя; (f) — ядро релаксации материала; — температурный
коэффициент линейногр расширения материала; (z, t) — температурное по­

ле в к-м слое ; ; 7"̂  — начальная температура. Индексы, обоз­
наченные греческими буквами, принимают значения г, {р .

Принимаем следующий температурный режим пластинки. Тепловой по­
ток плотностью воспринимается внешней поверхностью слоя /, В силу ма­
лой толщины последнего можно пренебречь потерями теплоты на его нагрева­
ние и считать его температуру равной температуре заполнителя в месте склей­

ки: (c,t) .Всятеплота, воспринимаемая пластинкой за время f, идет
на нагревание заполнителя, температура второго несущего слоя также прини­
мается равной температуре заполнителя в месте склейки: =
=  /-(з) Считая пластинку изолированной по контуру, температурное поле 
в заполнителе можно рассчитывать по формуле, приведенной в [5] для одно­
слойной пластинки при тех же условиях:

(z,(ł = IT + —  ( Z + с)  ̂ -  -  
2 /7? 6

TT л=
( - I ) ' ’

C O S
/7=  1

ТТП о о )
+ с)] е х р (- 7Г̂ А7̂ г)|; г = Stlhl

Внешняя распределенная по поверхности слоя 1 нагрузка предполагается 
осесимметричной: р — р (г, t ) , q—q(r,h — ее проекции на оси г и z соответст­
венно.

При достаточном термосиловом нагружении‘металл во внешнем поверх­
ностном слое / может перейти в пластическое состояние. При мощном обдуве 
потоком газа это способствует его выветриванию (абляции). Подобный 
эффект наблюдается, например, при входе летательных аппаратов в атмосфе­
ру. Поэтому в рассматриваемой модели считаем толщину внешнего слоя убы­
вающей во времени: =  ĥ  ( f ) . Эта функциональная зависимость может быть
определена экспериментально.

Уравнения равновесия, соотношения деформаций и перемещений остаются 
такими же по форме, как и в  [1 ] . Решение задачи методом линейных после­
довательных приближений [ 1, 6 ] ,  основанном на методе упругих решений [4 ] , 
позволяет свести краевую задачу к системе линейных дифференциальных 
уравнений относительно искомых величин — прогиба пластинки w{ г, t ) , отно­
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сительного сдвига и радиального перемещения поверхности приведения ф {г, t) 
и и (г, t) в заполнителе

2 1 2 3 ,/■

( а -  a.w^^^)= h '
2 2  5 , г  CJ

L  (а + а ф̂ ^̂  -  а —д + д '̂^~ ,
1 ^ 3 3  5 6 » / * '  CJ

( 1)

рассматриваемой совместно с граничными условиями. Например, при заделке 
края пластины

у(/7) =  ^ ('J) =  ^n)  ^  ^(Л) =  0 ( / - = I ) ,

а при шарнирном ееопирании

t/(") =х1/<">= и/<") = = о (/-=1) ,

Члены C индексом ( л ~  1) называются дополнительными "внешними"' 
усилиями и служат поправками на физическую нелинейность и реономность 
материалов слоев. В первом приближении их можно положить равными нулю, 
в дальнейшем они вычисляются по результатам предыдущего приближения. 
Формулы для их расчета совпадают C соответствующими формулами в [1] с 
учетом поправки на некоторое различие в физических уравнениях состояния. 
Коэффициенты а^ ( т  =  1,..., 6 ) определяются через параметры упругости и 
геометрии пластинки и поэтому, в конечном итоге, зависят от продолжитель­
ности действия термосиловой нагрузки:

3, =  'X ; 3 =  C i K ^ - K  ) ; а. =  X Кь.  ;1 к= I ко ' 2 к=: 1

а̂ = (К п К  )\ а +Cl[ К - к  ) ;
4 32 10 2 0 ' ' 5 32 11 2 1 '

3

=  X
к= 1 к2* Xkn =  / (/C  ̂ ■^4/ЗG^) Z 

* *
^dz ( А 7 = 0 ,  1 ,2 )

(2)

Перемещения, линейные координаты и толщины слоев отнесены к радиусу 
пластинки, нагрузка и параметры упругости — к интенсивности давления. Ли­
нейные дифференциальные операторы

L^(U) =  [Уг-(ги)/\  ̂ L^ iu )  = V r . [ r L ^ { u ) ] ^ ^ (3)

Запятая в нижнем индексе обозначает операцию частного дифференцирования 
по следующей за ней координате,

C учетом гладкости в начале координат решение системы (1) имеет сле­
дующий вид:

ф (") = /, (0г ) + ; U (") = Зз [ Z.; M /7 -  9^"- *̂ )
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+ c/”>r]

«.!”> = { * i i c j " >  / „ ( ( 3 r ) / s +  f i l l , ' " ' * ]

_ / . - i  ( q , _ Q ^ " - i ) ) ]  (У/- + C ( " V 2 +c|"> ] / 6 ^;

интегральные операторы, обратные операторам (3) ; i// (А7)
^2 ' ----------------- -------------------------------------------

частное решение неоднородного модифицированного уравнения Бесселя, вы­

деляемого из (1) для функции ф , . .., — параметры интегриро­

вания, формально совпадающие с приведенными в [1 ] .
Численная реализация решения уравнений (4) проведена на ЭВМ ЕС 1022 

при с/ = 3^10^, P = о, интенсивности теплового потока = 5000 Дж/ (м^*с), 
продолжительности их воздействия f  =  60 мин. Относительная толщина слоев 
C =  0,1, =  0,04 0 , 0 2 , = 0 , 0 4  подбиралась таким образом, чтобы нели­
нейные термомеханические и реономные свойства материалов проявились в 
достаточной степени. Унос вещества с поверхности несущего слоя -^h^/2 
считался равномерным. Материал несущих слоев пластинки — сплав Д 16Т, 
заполнитель — фторопласт.

Результаты показывают сходимость с достаточной для практики точ­
ностью метода линейных последовательных приближений для решения постав­
ленной задачи: максимальное отличие результатов в 6-м приближении, кото­
рые приняты за искомое решение, от предыдущего — около 3 %, а от 7-го — 
менее 0,5 %. Число узлов по радиальной координате (21) определено из ус­
ловия достижения необходимой точности решения. Счет квадратур (2) прово­
дился C использованием формул Ньютона — Котеса. Интегрирование по тол­
щине слоев выполнялось по четырехточечной формуле Ньютона. При а >  0 по­
лагалось (а) = 1 .  Максимальная погрешность численного удовлетворения 
уравнений равновесия не превышает 5 %, граничные условия (заделка по 
контуру) выполняются практически точно,

В работах [1, 6 ] исследована необходимость учета свойств нелинейных и 
реономных материалов при расчетах слоистых элементов конструкций для 
случая изотермического нагружения, поэтому остановимся в основном на изу­
чении влияния неоднородного и нестационарного температурного поля,

Изменение температуры по поперечному сечению пластинки в различные 
моменты времени показано на рис. 1. В процессе воздействия теплового пото­
ка во внешнем несущем слое температура повышается до 600 К, в слое 2  
она остается постоянной.

Рис. 2 и 3 иллюстрируют влияние теплового потока и абляции на относи­
тельные сдвиги материала заполнителя и прогиб пластинки. За время t эти 
параметры без учета абляции более чем в два раза, а при уносе вещества с по­
верхности внешнего слоя почти в четыре раза превышают термоупругие в на­
чальный момент времени. Различие конечных результатов при/?  ̂ =  0,04->0,02,
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f =  f  J и для пластинки постоянной толщины (/?j =  0,02, t =  t можно объяс­
нить реономностью материалов.

Кривые на рис.4 показывают изменение радиальных напряжений (которые 
являются большими по модулю) на внешних поверхностях несущих слоев и 
в заполнителе в месте склейки со слоем 1. В процессе температурного нагрева 
напряжения в несущих слоях становятся отрицательными,что обусловливает 
незначительное изменение напряженного состояния слоя 2 . В то же время 
абляция приводит к существенному изменению условий работы этого слоя и 
значительному росту в нем напряжений.

Рис. 1. Изменение температуры 
по поперечному сечению пластин* 
ки в различные моменты време­
ни от начала термосилового воз­

действия:
/ — f =  0; 2 — 10 мин; 3  ~  20; 
4 -  30; 5 -  40; в -  50; 7 -  

60 мин

а

Рис. 2. Относительный сдвиг материала заполнителя (а) и прогиб пластинки {б) при ее
термосиловом нагружении:

1 — термоупругость при t =  0; 2 , 3  — общий случай физических уравнений состояния при 
постоянной толщине слоя 0,04 в моменты времени t — 0 v\ t =  t^; 4 — с учетом
абляции за время (h  ̂ =  0,04 -> 0 ,02); пунктирная линия соответствует пластинке по­

стоянной толщины /7J =  0,02 при f  =  f J
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Рис. 3. Изменение максимального прогиба пластинки 
времени при наличии абляции и без нее:

Ь 2 -  ( =  0,04 -► 0 ,02 ); Я  4 ~  /7  ̂ =  0,04; 5,6 -  h  ̂ -  0,02 (ли­
нии C нечетным номером — f =  0, четным — f =  t

а
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Рис. 4. Радиальные напряжения на внеш­
них поверхностях слоев / (а), 2 {б) и в 
заполнителе в месте склейки со слоем 1 
(в ) . Нумерация кривых соответствует 

рис. 2.
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Таким образом, рассмотренная математическая модель позволяет учесть 
влияние термосилового нагружения, сопровождающегося абляцией, на напря­
женно-деформированное состояние трехслойных пластин из физически нели­
нейных и реономных материалов.
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УДК 539.3

В.В. КОРОЛЕВИЧ

Н А П РЯЖ ЕН Н О Е С О С ТО ЯНИЕ ДИСКА C ПРЯМ О УГО ЛЬНО Й  
А Н И ЗО ТРО П И ЕЙ , ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ВО КРУГ Д И А М ЕТРА

Рассмотрим тонкий сплошной диск, вырезанный из ортогонально-арми­
рованной слоистой пластины, который вращается с постоянной угловой ско­
ростью со вокруг оси, лежащей в срединной плоскости диска и совпадающей 
C его диаметром (рис. 1 ) . Такое вращение диска происходит в расходомерах, 
предназначенных для измерения скоростей движения жидкостей, газов и их 
расхода.

Рис. 1. к  расчету диска с пря­
моугольной анизотропией, 
вращающегося вокруг диа­

метра


