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где постоянные о/Д , |3  ̂ , / =  0 ,1 ,s =  1,2 определяются из (16) и граничных

условий.
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УДК 539,3

А.А. Д АШ КЕВИЧ

СМЕШ АННАЯ ЗАДАЧА И З Г И Б А  ПРЯМ О УГО ЛЬНО Й БА Л К И  
НА НЕОДНОРОДНОМ ПО ЛУПРО СТРА НС ТВЕ С ТЕП ЕН Н О ГО  ТИ П А

Рассматривается задача изгиба балки под действием нормальной нагрузки 
не неоднородном основании, модуль упругости которого меняется по степен­
ному закону. Предполагается, что балка деформируется по толщине под дейст­
вием внешней нагрузки и реакции отпора основания.

Пусть балка длиной 2^ и шириной 2Ь { а »  Ь) изгибается на неоднород­
ном полупространстве, модуль упругости которого изменяется по закону

E  =  E  ( 0 < м < 1 )  под действием нормальной нагрузки q (х) . Тогда нор­
мальное перемещение и/̂  (х,у) определяется формулой [1]
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%  * t v - V )  P ( ^ v )  d% dr ] . (1)

Согласно [ 2 ] , находим реактивное давление под подошвой банкир (х, у) :

9 (у) ;

(случай а) ,

р(^гУ)  = P  (х )  д(у)\ 
f  1 

2Ь
1^ (/) =

(случай б ).

Тогда (1) можно представить в виде

а ь

%  * == / / К ( X -  к -  г?) P  (g) (г?) с/|сУг? =
 ̂ -а -Ь  ^

а ęt Ь
( ^ - 1 ,  И-1?) «7(»7) J Pi^)

Положим

^  к  ( х - |  /-77)f l r(T})t/TJ.
« _ й  о 1

На осевой линии балки ( п р и к = 0 )

-  1
а) К о ( х , П  =  —  _ J ^ K „ ( x - | , T j )  Л , ;

б) К ( х , и  =  J К ( x - t n )
-ь TT у/ — у^

dr\ .

Как и в  [ 3 ] , уравнение для определения р (х) получим из условия равенст­
ва нормальных перемещений полупространства и балки по осевой линии. C 
учетом деформируемости балки по толщине оно имеет вид:

( ^ ^ v ) ( \ ^ 2 v )  P(X) P(X) ^
J p(t)  К (х, f) dt + —------------------  [ ------ + --------- ] =

^2D -1
/ | x - f | 5  [

2 Е  (1 -  V) 

q{t)

2b

P i t )

2b
I c/f + C + C X , ̂ 0 I

Ha основании [3] можно представить в таком виде:

^  Q a
а) К . (х , f) = — - .. ^

® 2^~^тгЬ^

du
L U LX ~ Г'[( 2

5
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б) K q (X,  t )

Q̂ a я/2

/

du (2)

2 і - М ^ 2^,1+М - ,/ 2  X -  f  ,  ,
[ ( ------- )^+sin^u] ^

Здесь

(I -  vl )  С* у sin  - ^ Г  ( — ^  
о ' 2 2

f „  ( I +М) Г  ( - ! - ^ )  Г  { л  + Dcos — ;^ -  
2 г.

я Г ( 2 + м ) С *  = 2 ^ * ^ Г [ 1 +  -  ( І + Л - Г ) ]  Г [ 1 + - ( 1 + м  + 7) ] ;

1 + Л
=  1 -

J V i

1 -  V ̂

Перепишем (2) в таком виде:

1
ар{х) + J  К(  X, t ) p ( t ) dt =  f  (х) , 

- 1
(3)

где

К ( X, f) =]3 К ( X, г) - ^ y \ x - t \ ^ ;  а =  —  ;и I д
1

f  (х) = C q + C j X - O j f y ( X )  +7 / I X  -  f|  ̂ g(f)c/f
- I

(I -
a) 7 • (3= Q .

2bE  (I -  V)

4 Л М і - 2 v )  ( I +V)' * (I + V) ( I - 2 v ) a

“ i 'J'l “ T''

(I -  v)^
6) 7, = ---- ;-----------------  ;

> 4 Л М 1 +v) (1-2v)

Л 7Г

0 =  Q
2 6 я £  (I -  V)

‘ (I +V) (I - 2 v ) a

B случае p =  O уравнение (3) описывает задачу изгиба балки на упругом 
основании, решенную в [ 3 ] .

Уравнение (3) можно рассматривать как регуляризующее для задачи изгиба 
балки в классической постановке (т.е. без учета деформируемости ее по тол­
щине) , которое соответствует случаю а =  0.
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Решение уравнения (3) ищем в виде

N
р( х )  =  S  d ^ (х),

K = I  ^
где

f  X  —  X _
--------K-J- при X  , < х < х

h  к

{  J j i i i
—  X

п р и  X  < х  < х
К  +  1

о при X  > Х  , X  <  X  , ,^ к +1  к —1

Для определения произвольных постоянных и к системе алгебраи­
ческих уравнений (3) добавляем граничные условия, характеризующие сво­
бодное опирание балки:

f  P  (х) C fx  =  J q(x)dx,
- 1

Рис. 1. Реактивное давление при С7 (х) =
=  1 + I X  I, I.’ := 0,4 (сплошные линии C  

учетом смятия балки при Е/Е^ =  1 ,пунктир­
ные — без учета смятия)

Рис. 2. Реактивное давление при qr(x) =  
=  3 — |х|, V =  0,1 (сплошныелинии — C 
учетом смятия балки при =  1 ,

пунктирные — без учета смятия)
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J хр (х) dx =  J xq (х) dx .
- 1 - 1

Для численной реализации интегрального уравнения (3) разработан ком­
плекс программ расчета реактивного давления, основанный на аппроксимации 
искомого давления.

На рис. 1, 2 представлены графики расчета реактивных давлений при раз­
ных нормальных нагрузках q(x) (на рис. 1 : с/(х) -  1 + |х|, v =  0,4 ; 
на рис. 2 : q(x) =  3 — | х 1, у =  0,1).
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УДК 539.3

И.А. П А Л ЬЦ ЕВ

ИССЛЕДОВАНИЕ С Ж А ТИЯ П Л И Т  ПО ТО ЛЩ ИНЕ C УЧЕТО М  СДВИГО ВЫ Х
УСИЛИЙ

Наиболее простой и широко применяемой для решения граничных задач 
теории упругости является теория С.П. Тимошенко, достаточно полное разви­
тие которой дано в [1 ] ,  Ниже, на основе результатов [ 1 ] , выводится формула 
для расчета сближения (смятия) лицевых (граничных) плоскостей плиты под 
действием приложенных к ним нормальной и сдвигающей нагрузок.

Предположим, что к поверхностям прямоугольной плиты z =  ± h прило­
жены касательные Qj=^Qj (^,у)  ,P j  =Wf ( у) , / =  1,2 и нормальные q̂  =
— % ( х , у )  ,P^ = р ^ ( х , у )  поверхностные нагрузки. Запишем условия на огра­
ничивающих плоскостях плиты:

-  { 
V=I

P j при г  =  л , 

P j при Z =  -h,  

P j при Z =  h, 

P j при Z =  -Л .

P j при Z =  Л , 

P j при Z  = - h  ;

Примем, как и в  [1 ] ,  что напряжения а̂ , изменяются по толщине
пластины по линейному закону:
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