
где

д(х) =  —  J
7Г - I

!  ̂ X д'(т) с/т i   ̂ Х"̂ 5г'(г)с/г

T - X —  /
7 Г - 1 T - X

к -  1

П к  + 1)
( V  7,72 -

v 7 , i

к + 1
(13)

12 +

4 х / т ^

После решения уравнения (13) предельные значения компонент напряже­
ний на вещественной оси можно найти по формуле

1

7Т/

д' (т) dT

T - X
х \ < 1  .

Уравнение (13) относится к хорошо изученному классу сингулярных 
уравнений. Для их приближенного решения разработаны эффективные мето­
ды. Оно сводится к системе линейных алгебраических уравнений относительно 
значений плотности р (г) в узлах интерполяции [ 5 ] .
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УДК 539,3. : 534.1

В.И . ПРУСОВ

К О Л ЕБА Н И Я  ОДНОРОДНОЙ ИЗО ТРО ПНО Й ПОЛОСЫ ПОД Д ЕЙ С ТВИ ЕМ  
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛЫ

Рассматриваются незатухающие колебания однородной изотропной поло­
сы, жестко сцепленной с неподвижным основанием и находящейся под дейст­
вием периодической силы, приложенной внутри полосы,

Пусть S ~  (~Н  <  /  <  0) — область комплексной плоскости z =  х + iy ,  за­
нимаемая полосой шириной Н\ L ( V  =  O) \л L ^ i y  =  -Н )  -  верхний и нижний
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контуры полосы, в TOMKez^ =/7? ( 0</? < Н  ) области5 приложена сила 

P =  Pę^f(t),vixef(t)  = S i n c o f ;  f  — время; со — круговая частота колебаний. 
Внешняя нагрузка на L отсутствует, деформация плоская, компоненты пере­
мещений U - V  =  Ona L^,

Напряженно-деформированное состояние полосы в произвольной точке 
области S ”  определяется по формулам [ 1 ,2 ] :

а  ̂ =  2 [ Ф ( г )  ^ ф П ) ]  f { t ) ;  (1)

^ у -' '^xy  =  Ф М 7 ) ] П г ) ;

2̂ x { и + iv) = [  Kipiz) + -  { Z - 1 ) Ф { г ) ]  f  i t ) }  [  (2)

К- i X =  [ip(z) - і р і і )  + ( Z - J )  Ф й ’) + C  ] f i t ) ,

гдeФ(z)  — произвольная аналитическая функция комплексного переменного 
z ;  tp(z) =J■ф(z)c/г; а , а  , т — компоненты напряжений; w, и — компо-

X  у  X  у
(х,к) (х,у)

ненты перемещений, X  =  f  т dx; / = J  о d x ; C — произвольная по-
-OO _оо у *

стоянная.
Необходимо удовлетворить граничным условиям 

X = Y = O  на / .и  U = I ^ = O  на 

Очевидно, что условия (3) выполняются, если

y = R e [ y ) ( z )  - ' ^ i z )  + ( F - z)<J)(z) ] f  (г) = O  на L  ;

- X = I m  [y)(z) +Ipiz) -  ( F-z)<J> (z)] f  (г) =  О HaZ.;

2ци =  Re [ Kipiz) + Ipiz) -  ( F - z ) Ф ( z )  ] f  (г) =  О на L ;

2fiv =  Im [ K t p i z )  -  ^iz)  + ( z -  z) Ф (z) ] f i t )  =  Она Z. ^.

Пусть в уравнениях (4) и (5)

tpiz) -  Ipiz) + ( z - z ) Ф ( z )  =ір^і г)  + i ' z - z )  Ф^і^) +

(3)

(4)

(5)

+ ( Z - Z )  [ F j ( Z )  - F ,  ( Z ) ]  + m - z )  [F^(Z) - F ^ ( F ) ] ;  

ipiz) +ipi z)  -  ( z - z )  Ф(z)  =tPf^iz) -  ( F - z ) Ф p ( z )  -

- ( F - Z )  [Fj  (Z) - F j (F)J -/■ ( F - Z )  (Z) - F ^  ( F) ] ,

( 6)

где z G S  ; tp^iz) =  і ^ [ А^ і т )  + B^i T ) ]dr , ' ^^i z )  =   ̂ [А^іт)+В^іт)\сІт ;

C t h y z  C t h  у T  o ,  ( r )  G^T
^  =  - Ш - І — (-) =T - Z  - ІН  
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Cth ^  Cth 7 г  (7, (т) d r
/

2 7Г/ -OO

И  =

1.
T - T

1 J  (г) dr

27Г/__оо T — z —iH

1 q ( г )  dT
F  (Z) = ------- ;  — 2 - : -------

 ̂ 27r/_0Q T - Z - ^ l H

Фо(^) = ^ o

7Я ( 1 - к ) 0 Я4  (г) =5 ------ -- -----  + ----------------  ; P =
 ̂ s h 7 ( z - 7 ^ )  s h j 3 ( z + Z j )

іР^
2п (1+ к)

5  _  , U q - ^ q) - г , )  _
о sh-y ( Z - Z q) [SI i ^ ( Z - Z q )

TT 7Г
7 =  ------; в — ---------- ; Z,  =  (2H — h ) i  ; q (т) — вещественные

2Н  ЗАУ+/7 ^
функции; K =  3 — 4z^,

Из уравнений (6) находим:

v>(z) = i/’q U ) ;

- ( / ) ( z )  +  ( z - z )  Ф ( z )  = - « P q ( z ) +  ( z - z )  Ф д ( г )  +

+ ( F - z )  [ F j ( Z )  - F j (F)] + / ( Z - Z )  [ F j ( Z ) - F ^ ( F ) ] ,

(7)

Подставив выражения (7) в соотношения (5) и применив затем форму­
лы Сохоцкого, получим:

Р е [ к ^ ^ ( г ) + ^ о ( г ) ~ 2 / Т У Ф ^ ( г ) ]  -2А/(72(х ) = 0 ;  ”)

IfTi (х)=0, J

где X = X - H i  — точки, принадлежащие ,

Соотношениями (8) вполне определяются функции Q^M  ̂ Зная их, мож­
но найти компоненты напряжений и перемещений в любой точке области S ”  . 
В частности, для нахождения перемещений на верхнем контуре полосы полу­
чим формулы:

и =
sh7X sh|3 X

----^  — 1) ( a rc tg ---- ^  — arctg---- -̂----) +
4тгд s\nyh s ina
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4 7 h C0S7/? s h УХ
+ -----------------------] M D ;

ch27x — cos 2 7/7

_  A .
4тгд

к  + I  ̂ chy X + COS7/7 

2 chyx—COS 7 /7

к —1 ch/3x + cosa
+ ---------I n --------------------+

2 ch|3x — cosa

Ayh s\nyh ch yx
J

ch 2 7  X “  COS 2 7 /?
M f ) ,

где — проекция силы на о с ь а  = /3 (2H — h ).
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УДК 539.3

В.С. РОМ АНЧИК, Н ГУ Е Н  Т И Е Н  КХИЕМ

РА С ЧЕТ С О БС ТВЕН Н Ы Х  К О Л ЕБА Н И Й  ПЛА С ТИНЫ  C О ТВЕРС ТИ ЕМ  
МЕТОДОМ ГРА Н И ЧН Ы Х  И Н ТЕ ГР А Л Ь Н Ы Х  УРА ВН ЕН И Й

Исследование собственных колебаний упругих пластин с отверстиями 
представляет собой трудную задачу, решение которой, как правило, тре­
бует использования численных методов. Метод граничных интегральных 
уравнений (ГИУ) может быть эффективно применен для решения задач о 
колебаниях пластин со сложной границей. В данной работе указанным выше 
методом получено аналитическое решение задачи о собственных колебаниях 
круглой упругой пластины с круглым отверстием, центр которого может 
не совпадать с центром внешней окружности. Рассмотренная задача включает 
случаи круглой, кольцевой и луночной пластин.

Пусть S  — область, занимаемая на плоскости пластиной, т.е. область, 
ограниченная окружностями L^,  радиусов R^, R  ̂ (соответственно), и 
расстояние между центрами этих окружностей равно а, Кроме того, обозна­
чим через S. внутренность круга, ограниченную L  и — внешность круга, 
ограниченную Z-Q, так 4t o S  =  S .U S ^  есть дополнение области S  в .

Уравнение собственных колебаний изотропно-упругих пластин имеет вид:

Д^И/( X,/) -  k‘̂ W( х,у) =  о, (х, у) =  P e s , ( 1)

где — бигармонический оператор; W — прогиб пластины; к — частота ко- 
лебаний.

84


