
Характер изменения напряжений во всем кубе совпадает с выявленным в 
работе [ 1 ] : в средней части куба существует зона растягивающих нормальных 
напряжений о Выше и ниже этой зоны напряжения сжимающие. Наиболь­
шее касательное напряжение в части куба, находящейся в первом октанте, от­
мечается около линии X =  3lS^a,z =  3/8*а (табл. 1 ) .

Ряды быстросходящиеся. Достаточно пяти членов ряда, чтобы получить ре­
зультаты, совпадающие с результатами работы [1] по значениям напряжений 
^x  ̂ ^xz ® соответствующих точках. Значения напряжений в сравниваемых 
точках отличаются не более чем на 7 %. При десяти членах ряда получаем та­
кой же результат. Время счета на ЭВМ 5 мин.
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М ЕТО Д  ПО С ТРО ЕНИЯ КО НЕЧНЫ Х Э Л ЕМ ЕНТО В Д Л Я ВНЕШ НИХ  
АППРОКСИМ АЦИЙ КРА ЕВЫ Х ЗАДАЧ

Важнейшим этапом разработки схем метода конечных элементов (КЭ) 
является построение конечных элементов/ак как аппроксимативные качества 
КЭ оказывают решающее влияние на эффективность той или иной схемы в це­
лом [1].  В настоящей статье дается метод построения КЭ произвольной геоч 
метрии для внешних аппроксимаций обобщенных решений краевых задач ме­
ханики. _

1. Пусть задано разбиение т липшицевой области 2̂ E  на КЭ К, удовлет­
воряющее условиям: а) Г2 =  U  К  ; б) V К  G г область К  замкнута и мно-

O  ̂ O O
жество К  ее внутренних точек непусто; в) V K^, K ^ G t  ; г)

Vk  G T граница дК  липшицева, кусочно-гладкая. Следуя [ 2 ] , определим грань 
КЭ как связный участок с?границы отделяющий данный КЭ от смежного 
C ним и являющийся кусочно-гладким многообразием размерности п —!.Обоз­
начим: /W (дК^) — множество граней КЭ; M (дК  ̂ ^) — множество гладких 
участков  ̂ грани дК '̂, М(Т^)  — множество межэлементных границ раз­
биения т; M (Г^ — множество гладких участков межэлементных границ раз­

биения; M (ГД  ) — множество гладких участков границы Г  области 12. В скоб­

ках указан типичный элемент множества. Принятые обозначения являются тео­
ретическими. При практических вычислениях все КЭ и гладкие участки граней 
нумеруются подряд.
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Определим пространства

V = Yl И'” (К); V. = / ? "< ' ’ >
к ''

X. =  П С\/; h ^ h

/ 7 7 -  1

=  П П П П L i d K . ) ;
' K d K  ̂ dK ̂ ii=O ^

где H^(K) — пространства Соболева; — некоторые конечномерные про­
странства; индексами 1 и 2 обозначены функции, относящиеся к смежным КЭ 

и/C^
Определим оператор продолжения р^; u^EV^->p^u^EX^ иоператор следа 

для разбиения области

т  - 1
7 =  и п п п ,

К дК дК , j= 0  г г,г

где 7 j  — оператор дифференцирования у-го порядка по нормали к гладко­

му участку грани дК^ КЭ.

Необходимым и достаточным признаком внешних конечнозлементных ап­
проксимаций пространств Соболева H'^ (12 ) является условие [2] ^ 9 ^  ^

где — предельно плотное в пространстве семейство некоторых конеч­

номерных подпространств.
Определим условия, которым должны удовлетворять функции из прост­

ранств C H^(K)  для того, чтобы выполнялось соотношение (1) .

Перепишем соотношение (1) в виде

І9
h ' '^Ph "  г  %  о I  ‘ ^

2 - " р ^)с/ 7 = 0 ,

(2)

где flrf = п п о < / Р »  е/ / ”(/сМ,Р^ е X *  и
 ̂ дК дКгЛ

К — смежные КЭ.
Предположим, что носителями базисных функций {д.  ̂j  , К  Л- <  /г̂ ., 0 <  

< /  <А77— 1 пространства являются подмножества межэлементных границ 
Г  разбиения г . Тогда условие (2) принимает вид
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Vr G/W( г ),vp‘ е Z’*, Vp̂  € 

J ( 9 j i, у ]  р '  +  9 І І ,  Ту  P ^ ) d y  =  О,

 ̂Г
1 < к < к . ,  0 < /  < ш - 1 .

(3)

Рассмотрим отдельный КЭ /Ĉ  6  т и смежные с ним КЭ K^.  Обоз-
начим через G подпространство, натянутое на базисные функции д. 
такие, что supp ( д. . ) C дК .У/̂

Тогда из соотношения (3) следует, что

дК 1 ( V ^ P f =  О-

Vp' eP ' ,  1 < / < Л / ;  0 < j < m - ^ ,

(4)

где f̂fy , j  , 1 <  f <  , О< / < m — 1 — базис пространства .

Для того чтобы условие (4) выполнялось, в пространствах Я ' ,  К / <  /V 
должны существовать функции такие, что для некоторых произвольных чисел’

О</</77-1
у , г  к

!  ̂ S'j fTj pV7 =Qŷ  , 1 </<л/. (5)
а/с

Так как базисные функции 5̂  ̂  ̂ , 1 <  f <  , О < / <  л? — 1 фиксированы, то

интегралы (5) являются непрерывными линейными формами на пространстве

/V^ (/С) (здесь и далее используем обозначение К  вместо АГМ . Обозначим их 
символами V? (р), введем новую индексацию и перепишем равенства (5) в виде

(р) = а . , К /  < / l/ f, ( 6)

где M =  card { — множество функционалов v?(p).

Структура базиса КЭ определяется по следующей теореме.
T  е о P  е M  а. Пусть множество линейных форм ^p. , 1 < /  < М , определен­

ных в соотношениях (5) , линейно независимо на п р о с т р а н с т в е dim (Я^) =

=  N. Тогда можно представить в виде прямой суммы двух подпространств

(7)

где

= ^ p  е  Я ^  I ifi. (P) = 0 ,  к /  </w ); (8)

P^ — некоторое дополнение к P^, изоморфное фактор-пространству P^IP^ •
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в пространстве существует базис| L  1^/ , удовлетворяющий
условию  ̂ ^

Ч  ) =  (  о, і фк.

Любой элемент р &  однозначно представим в виде

M  N - M
P = 2  (р) pf  + 2  а (P)Pf  ,

i = \ ' ' Zt=I * *

(9)

( 10)

где (р) , 1 <  Ar <  Л/ -  M — некоторые коэффициенты; {р ^  j , 1 <  Ar <  Л/ — /W- 
некоторый базис пространства .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что отображение F :  P^ , опреде­
ленное формулой F  (р) =  ( yjj ( р ) ( р ) ),  сюрьективно. Действительно, 
если предположить обратное, то существует вектор а =  (а^, ..., ) E  а

M к^ 0 ,  такой, что Z  а. у?, (р) =  0 для любого р E  P , т,е. функционалы (л. ли- 
/=1 '  ̂ ' 

нейно зависимы, что противоречит принятому условию.
Выберем в пространстве /?^ канонический базис из векторов 

у которых /г-я компонента равна единице, остальные компоненты нулевые. В 
силу сюрьективности отображения F  для каждого можно найти элемент

Pf̂  ^  P такой, что F ( p ^ )  =  Тогда существует последовательность линей­

но независимых элементов р^ р^ E  P ^ , удовлетворяющих условию (9) .
у

Обозначим через P^ подпространство, натянутое на элементы Pj , К /  <М.

Тогда подпространство P^ , определяемое характеризацией (8) , является
дополнением к подпространству P . Действительно, любой элемент р E  P ^

^ M
можно представить в виде р = р ,  +P^ , где р , =  Z  (р) р^ Е: P ) р —1 2  1 .  _ . /  / 2 ^ 2

=  P — Z  у?. ( P  ) р .^ E  P^ , Представление единственно, так как если 0 =  р+
/ = 1 ' ^ ^

M M
+ P j ( P j G P ^ . P j ) , T 0 P j  =  2   ̂ ^  ^c.<Pi^(pf ), От-

сюда с . = ^ р { р )  =  о, 1 </г , т.е. р. =  0, р, =  0. Таким образом вы раже-

ния (7) и (10) справедливы.
Назовем функционалы <р.,  ̂ M и , 1 < /г < Л/ — M соответственно 

граничными и внутренними степенями свободы К9,
Требование линейной независимости набора функционалов (р) на про­

странстве рК эквивалентно требованию Р^-полисольвентности множества 
граничных степеней свободы КЭ, которое формулируется следующим образом:
для любого набора а. в пространстве P ^  существует хотя бы одна функция,

 ̂ кудовлетворяющая условиям (6) , В частном случае, когда dim (Р ) = c a r d ( 2 J ,к
определение рХ.полисольвентности совпадает с классическим определением 
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P  -унисольвентности множества [1 ,3]  . В случае, когда d im(P  ) >

>  card ( ) , множество Z ^  является Я^-полисольвентным и Р^-унисольвент-

ным. При этом в пространстве P^  может существовать не одно, а множество 
подпространств P^ , на которых множество Z ^  Р^-унисольвентно.

Окончательно определим согласованный по подпространству внешний КЭ 

как четверку множеств ( К,  P ^ , P^ ) , где К  — замкнутая область в с 

непустым множеством внутренних точек и кусочно-гладкой липшицевой гра- 
ницей; G ~  конечномерное пространство функций, определенных на грани- 
це области К\ P  — конечномерное пространство определенных на области К
функций, на котором P ^ -полисольвентно множество Z ^  граничных степеней 
свободы КЭ; P^ -  ПС 
вентно множество Z .

ксвободы КЭ; P^ — подпространство пространства P , на котором Р_-унисолыZd Zś

2, Рассмотрим построение базисов {л  , {р^}^ I ^ '  <  М, К  /г <  N- M  из 
приведенной выше теоремы.

HyCTbjp^j ,  1 < /г <  Л/— базис пространства P ^ . Справедливы соотноше­
ния;

N
\ j p e p  P =  Z b p -  

к= I  ̂ ^
( 11)

л/
у?, (р) =  Д   ̂ (Р^ ) , I < /  <  м.

^  -- вектор граничных степеней свободы КЭ.
' i = I

(12)

где Ь^ — некоторые коэффициенты. ^

В матричной форме соотношения (12) имеют вид

Rb'^=^ę\ (13)

где R  — матрица размерности M у. N] P =  (b^)^^_^ — вектор коэффициентов;

у? =

Перепишем уравнение (13) в виде

(14)

где и — клетки размерности M у M \л M у ( N — M ) соответственно.

Пусть матрица R^ — неособенная. Этого всегда можно добиться переста­
новкой столбцов матрицы Я  в случае, если ранг»матрицы Я  равен М, т.е. если 
множество граничных степеней свободы КЭ Р-полисольвентно. Умножая урав­
нение (14) слева на матрицу Я ^ \  получим

b l =  R-^
^ X

(15)
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Перепишем выражение (11) в матричной форме

P -  Ф , + ф, ь ;  ,

M
1 ' •'к'к= 1

(16)

, Л/
гдеФ, =  ( p j ; i  , ; %  =  ( P k h = N - M ^ r

Подставляя выражение (15) в (16) , получим разложение элемента р ^  P 
по элементам нового базиса

p =  Ф^Я-^ (17)

Сравнивая представления (9) и (17), видим, что базисные функции про­
странств и P^ определяются выражениями соответственно

M

Р . = 2   ̂ P-/i% '

M M

P̂ J = P j ^  -  f^^Pl '■/л 4 . / '  1 </ <Л/ -  M ,

где , 1 <  / <  /И, К  Ar <  /W — элементы матрицы R ~^; 1 <  А- <  /W, 1 <

<  Л/ -  M — элементы матрицы .

3. В качестве иллюстрации эффективности метода ниже представлены ре­
зультаты решения задачи Вебера о концентрации напряжений при кручении 
круглого вала с полукруглой выточкой, полученные с использованием согла­
сованных по подпространству КЭ. Задача имеет точное решение [ 4 ] .

Рис. 1. Разбиение сечения вала на 
конечные элементы

На рис. 1 показано разбиение половины сечения вала на два КЭ, представ­
ляющих собой многоугольники, вписанные в контур сечения. Расчеты проведе­
ны при следующем выборе пространств:
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V / с е г  р ' ^ = р  (К) ,

g '< = п п
д к  дК г Л

где через Я . ( * ) обозначено пространство полиномов /-й степени, определен­
ных на соответствующей области.

Отношение радиусов вала и выточки R l r  =  5.
При решении задачи в процессе формирования матриц жесткости внутрен­

ние степени свободы КЭ выражались через граничные степени свободы (кон­
денсировались) . Поэтому порядок разрешающей системы линейных алгебраи­
ческих уравнений для данной задачи определялся числом гладких участков 

 ̂ межэлементной границы и для выбранного разбиения был равен пяти. Ма­
шинное время расчета одного варианта на ЭВМ ЕС 1035 составило от трех до 
пяти минут.

Сопоставление результатов расчета с точным решением задачи показало, 
что для порядков аппроксимации к =  4; 5; 6 функции напряжений на КЭ раз­
ница между полученным и точным значением коэффициента концентрации ка­
сательных напряжений на дне выточки оказалась равной е =  —57, —10,5; 
+2,7 % (соответственно). Таким образом, при высоких порядках аппроксима­
ции функции в пределах КЭ высокая точность расчета напряжений может быть 
достигнута при весьма грубом разбиении области на КЭ.

Предлагаемый метод применялся и показал высокую эффективность при 
решении других задач механики, в частности задач изгиба пластин.
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Ю.В. ВА С ИЛЕВИЧ

П РЕД С ТА В Л ЕН И Е ОБЩ ИХ ФОРМУЛ С ТА ТИ Ч ЕС К О Й  ТЕРМ О УП РУГО С ТИ  
Д Л Я ТРЕХ М ЕРН О ГО  О РТО ТРО ПНО ГО  ТЕ Л А

Ниже приводится новое представление компонентов напряжений и пере­
мещений для трехмерного ортотропного тела через произвольную квазигар- 
моническую функцию при стационарном распределении температуры.

Пусть u , v , w — компоненты перемещений, отнесенные к осям декартовых 
координат X, у, z; о..\л е. .— компоненты напря>кений и деформаций, удовлет­

воряющие уравнениям закона Гука [1 ]
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