
При последовательной замене каждых 10 массовых долей смолы ЭД-20 
дибутилфталатом коэффициент неньютоновского поведения состава посте­
пенно увеличивается (при 30 и 40 долях пластификатора достигает единицы), 
резко уменьшается исходная мера консистенции. Замена 10, 20, 30 и 40 массо­
вых долей смолы дибутилфталатом при температуре 20 °С вызывает умень­
шение меры консистенции в 10, 54, 362 и 1016 раз соответственно.

Если для чистой смолы мера консистенции в интервале температур 
20...48 °С понижается почти в 200 раз, то замена 10, 20, 30 и 40 ее долей 
пластификатором уменьшает этот показатель в 58, 38, 15 и 10 раз соответст­
венно. Мера консистенции состава с соотношением массовых долей смолы и 
пластификатора 60:40 при температуре 48 °С составляет всего 0,2 Н«м"^.с^,  
что в 10 670 раз меньше этой основной вязкостной константы для чистой смо­
лы при температуре 20 °С.
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3. М ЕХ А Н И КА  ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРД О ГО  ТЕ Л А

УДК 539.3

В.А. ИБРА ГИМ О В, В.А. НИ Ф А ГИ Н

СХОДИМОСТЬ М ЕТО Д А  РА ЗЛО Ж ЕНИЯ ПО ПА РА М ЕТРУ Н А ГРУЖ ЕН И Я  
В ЗАДАЧАХ УПРУГО ПЛА С ТИЧЕС КО ГО  ДЕФО РМ ИРОВАНИЯ С ТЕРЖ Н ЕЙ

В работах [ 1 , 2 ]  на основе метода разложения по параметру нагружения
[3] решены двухмерные осесимметричные задачи 1 для плоскости с круговым 
отверстием при различном нагружении границы в рамках теории приращения 
деформаций для упрочняющего упругопластического тела. В общем случае 
получение любого члена разложения оказывается затруднительным, поэтому 
вопрос о сходимости рядов относительно параметра нагружения X, представ­
ляющих решение, остается открытым.

В предлагаемой работе дается доказательство существования решения и 
сходимости метода разложения по параметру нагружения в задачах упруго­
пластического деформирования стержней. В качестве физических уравнений 
приняты определяющие соотношения теории пластичности с упрочнением.

1. Пусть длинный круглый стержень постоянного поперечного сечения от­
несен к цилиндрической системе координат г-г  , причем ось z  совмещена с
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осью симметрии стержня. Стержень подвергается скручиванию и растяжению 
крутящим моментом M и растягивающим усилием Л/соответственно. Предпо­
лагается, что из компонент напряжений только и а отличны от нуля.

Принимая обозначения статьи [1] ,. запишем:

»  =   ̂ о . - S ,  =  I  = S 22 3  ̂ 2 ^

е =  е =  — 1 1 22
1
2 =^22

( 1)

Для несжимаемой среды в равно нулю, следовательно, 
Определяющие соотношения теории пластичности имеют вид [3]

SS  = 5 е
Z  ^

где =  2е.. е ..

/А5Г^ е ; hS =Ье  - 4 5 Г ^ е
Z  Zip Zp

Перемещения точек стержня представим в виде 

и, =  f  ( z , X ) ; и =  со ( Z ,  X ) л ,
Z  P

где f  (z, X ) , со ( Z, X ) — искомые с})ункции. 

Очевидно, что

( 2 )

p z

ди------ Ł. =  f ' :
дг Z '

Л У - +  1
ди ___z_

 ̂ 2 dz г
) = (3)

=  3/7 2 + ^,2 ^2

Из (1) —(3) следует, что

Sa = S f '  -  A { 3 8 f i ^  + ) f ’ ;

5а , = — rSco' — А OSf '^  +г^бсо'^) — со'г.
pz  2  ^ ^ ^ 2 ^ J

(4)

Уравнения (4) проинтегрируем по области S  поперечного сечения стержня, 
предварительно умножив второе уравнение на г . Одновременно учтем следую­
щие представления для момента M, усилия N и площади поперечного сечения S :

M = U o  rds; N =  SS O^ds; S  =  U  ds . (5)
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Введем также обозначения

а, =  - S ;  а = -  AS;  а, =  - А  f f  r^ds;

=  -  J J r^cfs ; а =  —  J J ds; F  ( г ,  X ) = f  ' ;O b o  ^
(6)

Q I Z ,X)  =  .

Тогда, учитывая (5),  (6) , для неизвестных функций F  ( z , X) и ^  ( z , X  \ 
из уравнений (4) получим:

' 8N = a^ 8F  ~ {a^F8F^  + a^F8n^) ;

8М = а ^ 8 а -  (a^Q.8F^ +a^ęi8a^
(7)

Для получения статически определимой задачи присоединим к (7) уравне­
ние равновесия стержня при данной системе нагрузок

dN/dz + T = 0 ,  (8 )

где T =  Т (  Z ,X)  — заданная функция, определяемая касательным усилием г 
на боковой поверхности стержня.

Из (8 ) следует, что
Z

/ V ( z , X ) = J  Т ( г } ,Х )  dr) .

Таким образом, полная система уравнений для данной упругопластичес­
кой задачи примет вид:

Z
■2 ___ ^

 ̂ Z  ^
3^T8F^  +a ^F -  a^df  =  - 5  / T  (т] ,X) dr\ \

+а^^26^2^ -  а^6^2 = - 5 М ( z,  X ). (9)

Примем к (9) метод разложения по параметру нагружения. Функции F  и 
2̂ будем искать в виде

F ( z , X )  = Z  F.  ( z ) X ^ , ^ 2 ( z , X )  = Z  ^2Jz ) X^ . ( 10)
к= I '' к= \

Здесь и далее в качестве верхнего предела суммирования принимается беско­
нечность.

Тогда

= Ъ ЬХ ^ ;  = X C Х'’ ; 
п  ^ 2  п = 2  ^

( 11)

Ь . Л  И . С „ =  s '
/77=  I

(12)
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Подставляя разложения (10) —(12) в (9) , получим:

к = \
с/Х + э Е  F . X V S  |„X” - ‘ dX

■зГ=  i ■ „= 2

- а  б( S  F  ) = -5Л /;
1 к= I ^

2  S2, X  ̂ Б  X X " " ‘ + а, 2  П Д * Б   ̂ Х " - * £ / Х -э i  i i  Л " i  х „  
3 f c = i  'f n = 2 "

- а  5 ( 2  n . X * ) = - 5 / W ,
 ̂ * =  I ''

s * = i " < ^  „ = 2  "

(13)

где

X =  nb ; i  =  nc . n n
(14)

Интегрируя соотношения (13) при нулевых начальных условиях, имеем:

а, 2  ( —  2  Х „/"„
 ̂ т = 2 /77 + 1 п =  2 "  а’ + * - ' ’

-■ ## #

+ а 2  ( — 2  | „ F ^ _  )Х'” ^‘ - а , 2  F , X *  =  -/V;
^ /7 j= 2  /77+1 /ł = 2  "  +

a, 2  ( - L  2  x „ n

k -  :

/77=  2  A77+1 /7 =  2 /7 /77 + 1 - / 7
)X'/77 + 1 (15)

 ̂ /77

+ a 2  ( ~ -  2  J X ' ” ^ ^ - э ^ 2  S2,X* =  -yW.
* /n = 2 /77+1 n = 2 "  ■ *4 = 1

Выражения (15) удобно представить в следующем виде:

« = * / Л  I ' = » * ' ’ " ' » '
/f + 1

А: =  2

- а  2  ( F  + f / i >) Х*^ ‘ ;
 ̂ Zt= 2 ^

M =  a^."2jX  + a^S2/ " - а з 2_  j n ^  + f t f > ) X * + ‘ -

•аз2_  + ^(2) , ,

(16)
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где введены обозначения

Д ^ > ( г Д )  =  l V x „ F , _ ^ ( z ) - .  я / ')  ( z , X)  =

к-\

М 17)

к -  1
/ ? Р ( г Д ) = і  2  X A _ „ U ) ;  7>,(^>U.X) =

к  п= 2

к~1
=  - 2

к  п- 2

В (16) учтено, что для первых приближений [1]

^  ( 1) ^  р(\) ^  0; р (1) =  /> О) =  0;

0; =  0 .1 2  I 2

Далее рассмотрим виды нагружения в пространстве М, N, при которых 
возможны следующие разложения:

Л / ( г , Х ) = 2  /V. ( Z ) X * ;  /W(^, X)  =  2  /W. (z)X*.
k = i  k = i

(18)

Заметим, что в простейшем случае ряды (18) могут вырождаться в конеч­
ные суммы, например при простом нагружении.

Подставив (18) в (16),  придем к соотношениям

(19)

Рекуррентные соотношения (19) при заданных разложениях (18) позво­
ляют определить искомые коэффициенты рядов (10), т.е. решить задачу.

Для доказательства сходимости предлагаемого метода необходимо пока­
зать, что радиус сходимости рядов (10) относительно параметра X положите­
лен. Из равенств (19) с учетом (14),  (17),  (18) получим

д / г - 1  А7-1
( а , + а з ) Г ^  =  -Л/, -  - 2- 2  2  ( п Я _ Я _  . .Я .

к  А7=  2 т =  1 /77 п —т к —п

д к П - \

к  л =  2 т = \  пг п т к п
(20)
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(Эз+а^) ^  ^^2 m= I *

- Л  і ‘ ‘ s ‘
Ar л= 2 m = 1

Получим верхнюю оценку коэффициентов F^,  по естественной норме 

I I F ^ I I =  max I F ^  I; || 12J I  =  max | I ( А: =  1,2,  3. . . ) . (21)

Из (20) и (21) следуют очевидные неравенства:

I l F l K - ! ----- ( ||Л/ Il+ s ‘ +
^2 к п =  2 т -  1

+ " £ ‘ » l l ! 2 „ l l l | J 2 „ _ „ l l l | f , _ J I I :
к  п =  2 т — 1

1 а / г -1  л - 1
C , .  I K - ! -  ( I I / H J I +  2  2  /7 H F

д +а3 5 к  п =  2 т =  1

а к - 1  л - 1
+ - ^ S  2  п Il П_|| Il S2

к  л =  2 Л7= 1 Л 1 "  "  Л — Л7 1 | П , _ л  II)

(Ar =  3 ,4 ,  5 , ...).

Для краткости обозначим также

m a x{||FJ| ,llJ2Jl,| lA /^^2l|/(a ^  + a3) }  =  С<‘ > ; 

max {|| F J M I nj|,||/Hj^^2 l|/(a3 + a j )  = c f >  .

I I F _ ^ l l l l S 2,_ J l-b

(22)

(23)

Поскольку для любого Z Il F^ Il ^  , Il 12̂  II <  достаточно по­

казать сходимость мажорирующих рядов, коэффициенты которых опреде­
ляются рекуррентными соотношениями

(О ^ (0  1 ' L - I  (/)^(/) ^(/)
С , = C  

где учтены оценки (22) , (23) ,

2  2  п С '^ С ]
п =  2 т =  1

(/ = 1 ,2 ) ,  (24)
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Соотношения (24) могут быть записаны в следующем виде;

(О (О (О
2  C C ( / = 1 , 2 ) ,

3 а̂  + а  ̂+ а^=^ "1 ""а “"a

Для оценки области сходимости мажорантных рядов

I  C
к= 1

(!)
к ^ c f x ‘

(25)

(26)

рассмотрим вспомогательную задачу о представлении в виде степенного ряда 
решения у(х) уравнения

x^f(y) =  a, (27)

где f  — некоторая аналитическая функция.
Будем искать решение, которое стремится к а при условии, что х стремит­

ся к нулю. При достаточно малых значениях х функция /  будет аналитической 
в точке X = O .  Следовательно, решение уравнения (27) можно искать в виде 
ряда:

у — ^ а, X { а Ф 0 ) .
А:= 1 ^ ^

Решение указанной задачи дается формулами Бюрмана—Лагранжа [4] для об­
ращенных степенных рядов

-1
2  [ 

1

1
--------  V - J T -  M I

f j y k - l  (у) X =  O

X

(28)

где ф {у) = !>  а у^
к= 1 ^

В частности, полагая

f (y) == У̂  ; X^
3 * =  1

1, 2), (29)

из (26) , (28) и (29) получим следующие выражения для коэффициентов; 

(/•) 1

к\
I i m

п - о  п\ 3

х у ^ " ) . (30)

После преобразований получим

^ ■ ^ ^ = 0; C-1.ГП 2  А77 + 1

( З ат?) !

( 2 ш + 1 )  \т \
2 J т
3

C другой стороны, нетрудно убедиться, что подстановка рядов (29) в 
уравнение (27) приводит к соотношениям
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Б  X* -  -  ^ с (') C ^  с('> X* =  э ( / = 1 , 2 ) ,  (31)

которые совпадают C равенствами (25) для коэффициентов .

Все формальные преобразования справедливы в случае равномерной схо­
димости рядов в соотношениях (30) , которая обеспечивается условием

2 ___  ______
I — I <  1, т.е. на любом промежутке в интервале ] — \Аз/2; \ f  2/2 [,

3
Таким образом, мажорантные степенные ряды (31) для оценки разложе­

ний по степеням параметра нагружения примут вид 2   ̂  ̂ с ра-
/7 7=  О

диусом сходимости г =  \/27з . Поэтому сходимость решения задачи обеспечи­
вается по крайней мере для интервала ] ~ г , г  [ .

2. Рассмотрим задачу об изгибе с кручением стержня. Пусть достаточно 
длинный круглый стержень постоянного поперечного сечения находится в уп­
ругопластическом состоянии под действием изгибающего момента кото­
рый действует в одной из плоскостей симметрии, и крутящего момента 
Полярная система координат г , z  и совмещенная с ней прямоугольная систе- 
ма X i,  Х2, Х3 располагаются также, как в задаче 1. Примем обычные статичес­
кие и кинематические гипотезы:

о Ф  0; а # 0 ;  е =  - К  (z) х/, £ ^  (z) г .Z ifZ Z 1 IfiZ 2

Остальные компоненты тензора напряжений равны нулю. Из условия несжи- 
маемости получим =  е^^/2 = - e J 2 ,

Тогда

=бе^ - А 5 Г ^ е ^  ;

5S  = 5 е  - > ^ 5 Г ^ е ,  ,Zip Zip J

где =  2e.je.. =  Зе^ + х]  + П

5Г^  =  3х^ 8К^  + г  

Обозначим

(32)

<̂ 2 ' ^ 2 3 = / / а з з Х ^ с / 5 ;  M^=Ua^^rds^,

а = -5  / / x j  </s; а =  ~  А j  S X* ds; а = -  А j  !  x^ r^ds ; 

^  U r ^ d s ;  a ^ = Ą s S  r^ds. j

(33)
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Умножая члены уравнений (32) н а х ^ , г  соответственно и интегрируя их 
по области поперечного сечения с учетом (33), получим для неизвестных 
функций К  (z) , О. {z)  уравнения

-  а К ;

ЬМ^ ==а^дП- ( а ^ Ш К ^  + а ^ Ш П ^ ) ,

Добавим к (34) уравнения равновесия стержня

dM^ dQ
---- I ^ Q ( Z )  = 0; -----+C7(z) = 0 ,

dz dz

(34)

(35)

где Q (z) — перерезывающая сила; q(z) — распределенная поперечная нагруз­
ка,

После интегрирования уравнений (35) получим полную систему уравне­
ний для данной упругопластической задачи относительно К  (z, X), ^2(z, X),  
Из (34) , разлагая K ( z ,\)  (z, X) й ряды по параметру нагружения и выпол­
няя необходимые преобразования, имеем

(2) (1) /14
=  (a, + a j  + (а, +aзД^(^>),•

.(3) (36)

Как видно, уравнения (36) с точностью до обозначений совпадают с урав­
нениями (19) , поэтому доказательство сходимости проводится так же, как и 
в задаче 1,
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