
Если при применении МЭМ в качестве ведущего звена используется проме­
жуточный эксцентрик J , а в качестве обобщенной координаты — угол по­
ворота его относительно толкателя, то функции положения (<̂ 34)  и
/4 =  могут быть найдены из уравнений (5) и ( 6) , скоростные парамет-
ры -  по формулам COj =  и =  <«̂ 34* 4( 34) , а ускорения -  по фор­

мулам 6j =  ^34̂ 5( 34) + W^4/ 'j(34) йа  ̂ =  63/ 4( 34) + ^ L * 4( 34) • ПрИ ЭТОМ 

неизвестные передаточные функции i  ̂ и и их производные 3̂4̂
и ^4( 34) определяют соответственно из соотношений (5 ), (6)  и (16 ), (17)

путем подстановки вместо индекса 3 индекса новой обобщенной координаты 
34 и вместо углового параметра равного ему значения + 7г/2. Очевид­

но, что со 4̂ =  СО3 . При задании =  const получаем =  О .
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УДК 583.6

В.В. БЕЛОВ

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ОДНОКОМПОНЕНТНОЙ 
ПЛОТНОЙ ПЛАЗМЫ

Трудности описания равновесных систем заряженных частиц связаны в 
первую очередь с дальнодействующим характером межчастичного взаимодей­
ствия. В случае разреженных сред расходимости, обусловленные кулоновским 
потенциалом, удается устранить либо с помощью разложения, например по 
плазменному параметру [ 1] , либо суммированием специального класса диа­
грамм [ 2 ] .

В работе [ 3] расходимости устраняются с помощью условий общей и ло ­
кальной нейтральности. Определенное продвижение в сторону больших 
плотностей позволяет осуществить метод коллективных переменных [4 ] , 
который приводит к своеобразным групповым разложениям.

Получим уравнения для кулоновских систем без предположения о нали­
чии малого параметра. Рассмотрим простейший вариант однокомпонентной 
плазмы на однородном компенсирующем фоне, что обеспечивает электронейт­
ральность этой системы. Пусть совокупность из N  тождественных частиц зани­
мает объем F .Е е  потенциальную энергию будем считать парной аддитивной 
функцией.
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N  /-1

/=2  /=1

где Ф — кулоновский потенциал.
Функции распределения (ФР) групп из 5, s =  1, 2 , ... частиц определяются 

интегрированием конфигурационной части гиббсовского распределения 
ехр (-]3̂ дг) по координатам остальныхЛ/̂-5 частиц [ 1] :

Zj O .....О  =  ; ^/ ( s+ l )  ... Jc/7Vexp(-/Jt/^) (I)
Отсюда следует, что функции соседних порядков связаны между собой интег­
ральным соотношением

/ j ( l , . . . , s )  =  / < Z ( s + l ) / j ^ j ( l , . . . , s , s  +  l )  , (2 )

а конфигурационный интеграл имеет вид

=  Jdl.,. f  dNexp(-pUj^)=  / л /  ( 1) .
V V

Если ввести теперь функцию ( I ,  —, с помощью соотношения из [ 5]

exp[-|3vJ, (1 . ...,S) ] =  Q-  / d(s + 1 )... SdNexpl-P 2 ’
V V 1=1

то ФР (1) МОЖНО представить в виде

Ą (1 ..... S )  =  G ^-*exp  {-/?[ .... S)]} . (3 )

Здесь Q — нормировочный множитель, определяемый соотношением

Q = S r f le xp [-^ v> i(l)] , (4 )
V

следовательно,

Qn  = ^  ’ (5)
Подстановка (3 ) в (2 ) связывает введенные функции соседних порядков:

ехр[-)3(^) (l,...,s )] =  Q-  ̂ /c/(s+ł)exp(-/3[ 2 Ф(г, s+1) +
 ̂ V L /= I

+ V’s+i ( I , - .  S+ I)] }  . (6)

т. e. получается цепочка интегральных уравнений при 5 =  1, 2, ... Ее замыка­
ние можно осуществить на основе следующего представления для </? [ 5 ] :

5 N s  
= 2

и=1 N-n
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в работе [ 3] использовалось похожее представление, отличающееся коэффи­
циентами при там они равны единице. Введете новых функций со позво­
ляет реализовать своеобразную процедуру последовательных приближений: 
первому приближению соответствует условие =  О для s >  2, второму — 
условие =  О для 5 >  3 и т. д.

В первом приближении система ( 6)  сводится к системе двух уравнений:

N-2
е х р [ — /<^2ехр{ -/3[Ф(1,2)  + — -<р (2 )+со (1 ,2 ) ] } ,

А'—1 V N - I

с о ^ (1 ,2 )

ехр {-0  [ — / ‘^Зехр{ - 0[ Ф( 1, 3)  +

(7 )

+ Ф (2,3) + ̂  (3 ) + (1.3) + (2,3) )  ] }  .

Перейдем к термодинамическому пределу. При этом (1) =  const,
поскольку одночастичная ФР должна перейти в равномерное распределение; 
Q Vexp Подынтегральные выражения необходимо регуляризовать,
вычтя из каждого единицу, и, кроме того, прибавил к обеим частям второго 
уравнения системы (7 ) одинаковые выражения. Затем, разложив экспоненты, 
содержащие показатели 0 (N “^), в ряды и устремив N-> ^  и V-^ ^  , получим

2|3«р, =  -y "V ^ / 2[e x p [-S 2( l , 2) ]  -  , (8)

П (1 ,2 ) +|Зи-‘ /с/ЗФ(1,3)П(2,3) =  /ЗФ(1,2) -  

- i ; " * / d 3 | e x p [-J 2 ( l ,3 ) ]  - і } ( е х р [ - І 2 (2 ,3 ) ]  -  l }  , (9 )

где Q =  р ( Ф +  CJ )̂ ; V — удельный объем.

Уравнение (9 ) определяет функцию Q , через которую выражается не 
только радиальная ФР, но и свободная энергия j3F  =  -In Q ^  (с помощью соот­
ношений (8) , (4 ) и (5 ) ) .

Прежде чем приступать к решению такого сложного нелинейного интег­
рального уравнения, как ( 9 ) , следует выяснить, в каком отношении находит­
ся оно C уравнениями, полученными ранее. Непосредственное сопоставление 
возможно лишь в некоторых предельных случаях, например при наличии ма­
лого параметра, каковым для кулоновских систем в определенных условиях 
является плазменный параметр е =  v/R^ , где Rj^ =  ( у/ (ДтгіЗе )̂ )  — дебаев­
ский радиус; е — заряд частицы.

Ддя определения относительной величины членов уравнения (9) запишем 
его в безразмерном виде, выбрав в качестве единицы длины дебаевский ради­
ус:

Q (r )  + (4тг) /(7^S (/J(S) I r -SD =

=  efi(r)/(4TT) -  e-^ f  d ^ s [e x p [- n (s ) ] - l }  {e x p [-J 2 ()r -s l)] -  l }  . (10)
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Здесь учтено, что рФ(д) =  ę̂ ê ją =  в^(г)/(4тг), г = q/Rj  ̂ , р̂(г) =  1/г .Решение 
уриинения ( 10) будем искать с помощью разложения по степеням е: 2̂ =  

+ ... Подставляя это разложение в уравнение ( 10)  и приравни­
вая члены при одинаковых степенях е , получаем, что 12̂ ®̂ =  0, а уравнение 
для имеет вид

( г )  + (47r ) - ‘ / t/^svj(s )n (‘ >(|r-s|) =  

=  ^ (г )/ (4 я )  -/t/^sj;2(‘ > s n (* > (| r - s | ) . (11)

Для отыскания решения последнего уравнения воспользуемся преобразо­
ванием Фурье, определяемым соотношением

/ (к ) =  (2я ) Sd^rf(T) ехр(-/к. г ) . (12)
Поскольку интегралы в уравнении (11) являются свертками двух функ­

ций, то, применив к обеим частям этого уравнения преобразование ( 12) ,  по­
лучим:

П(к) +2тг^^(к)П(к) =  1?/(47г) - ( 2 7 г)^ ? 2 ^ (^ ) .

Решение этого квадратного уравнения не представляет труда:

12(/г) =  —^ ’̂  2п^!р(к) + [ ( I  + 2п^^(куў

+ 87г^ад]1/^}/(2(2тг)^). (13)

Если теперь учесть явный вид фурье-образа кулоновского потенциала 
(р(к) =  \1(2тгк )̂  ̂ то станет очевидным, что нужно выбрать верхний^знак пе­
ред радикалом, ибо только такой выбор обеспечивает убывание 0 {̂к) при 
к ,C учетом этого соображения равенство (13) можно представить в виде

П(Аг) =  2 (2тг)“ ^[^^ + 1 + ,
/ч/

И, следовательно, в силу четности ^2(^)

^ ( 1) ( ; . ) =  J(i^/:i;2(^ )exp (/k»r) =

=  2 7гг>“  ̂ J dkk'^(k){QX^{—ikr) — ехр(г^г)] =  
о

kQx^{ikr)dk
=  - 2т г - _ / л ш д а е х р ( й г )  =

Для дальнейших преобразований продолжим подынтегральную функцию в 
комплексную плоскость и рассмотрим интеграл по замкнутому контуру
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(C )  ( О  z 4 l + ( z 4 6 z 4 l ) V 2 *
к =  Rez . (15)

Функция / ( z )  -> о при Jz I -> OO и имеет особые точки (точки ветвления), 
определяемые уравнением + 6z  ̂ + 1 =  0. Корни этого уравнения:

=  / \/  3 -  V 8  Zj =  - І  \ /Т

Z, =  - г \ / з +

\ f W , Z = i \/ 3 + \f% ,

(16)

Поскольку параметр г , стоящий в показателе экспоненты в (15 ), поло- 
жителей, контур C нужно замкнуть в верхней полуплоскости комплексной 
переменной z , в которой находятся две точки ветвления Z^ и Z^ . Для того 
чтобы функция/ (z )  стала однозначной, проведем разрез, соединяющий эти 
точки. Тогда контур C будет выглядеть так, как представлено на рис. 1.0н 
состоит из отрезка действительной оси [ -R,  R] , двух четвертей и 
окружности радиусом R , двух полуокружностей и радиусом , охва­
тывающих точку Z^ , окружности Cg радиусом , по которой обходится точ­
ка Z , и двух отрезков мнимой оси.

Таким образом, внутри замкнутого контура C нет особых точек функции 
/ (z )  и по теореме Коши [ 6] интеграл (15) равен нулю:

О =  ^f(z)exp(irz)dz =
(C )

R b+f̂
=  / +

^+Pi b -p .

-R  (C j ) R (С^) Ь-р^ (Cg) fl+Pj (C4) Ь+р^ (Cg
(17)

где (Z =  |Zj I; b=  |Zg|.

Поскольку значение интеграла не изменяется при любой деформации кон 
тура, перейдем к пределу R , р  ̂ О, р  ̂ ->0. При этом отличными от нуля 
оказываются лишь первый, пятый и седьмой интегралы. На правом берегу раз­
реза Z -  гу , а < у  <Ь  , поэтому {ẑ  + 6z^ + I )

при переходе на левый берег разреза знак правой части последнего выражения 
меняется на противоположный.

C учетом сказанного выше получим из (17)

Рис. 1. Контур интегрирования



/
kexp(irk)dk

I  , .  7 -0 !.^  5 I ^ r  , 7 5ч >
- ~  l+/r^+(fc''+6fc^+l ) ‘ /̂  “ ’ в (i- j'^ X + (;^ ^  -а^хь^ —у^)

ИЛИ, имея в виду значения корней (1 6 ),

7 .  i  ? ^ - . [ ( , . _ , > Х » = - У ) 1' '> е х р (- о . )Ф =
- .  l + t H ( t 4 S i 4 l ) ‘ P  2 ,

/ Ь—д 1̂ 2
=  — ех р (-а г ) / О  + а )" ‘ (  j'O' + 2а )  [ Ь* — О  + a)^ ]V  exp(~ry)dy .

Подставив последнее соотношение в (14 ), получим решение уравнения
( 11) :

( г )  =
ехр(—or)

4 JT̂ г
f  (у+а)~^и 0 + 2а) [ Ь^-(у+ау ]| */^exp(-rj^)dj'.

(18)

Полученное выражение отличается от дебаевского потенциала fr , к 
которому приходят в работах [ 1 , 2 ]  , и в  этом нет ничего удивительного. В ра­
боте [ 1] решается интегродифференциальное уравнение, и в нем одна из час­
тиц (та, по координатам которой осуществляется дифференцирование) играет 
выделенную роль, в используемом же здесь интегральном уравнении (9) все 
частицы равноправны. В работе [2 ] дебаевский потенциал пол)^ается в ре­
зультате суммирования кольцевых диаграмм. Впрочем, как отмечается в той 
же работе, расчет термодинамических величин с помощью дебаевского потен­
циала приводит к заметным отклонениям от экспериментальных данных даже 
при очень низких концентрациях.

В заключение отметим, что формула (18) обеспечивает нейтральность сис­
темы из некоторой частицы и окружающего ее облака.
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