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Г.С. КРЫЛОВ, В.М. КОХАНОВСКАЯ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
ТОЛСТОСТЕННОГО БРУСА В ПРОИЗВОЛЬНЫХ ОСЯХ

Для определения нормальных напряжений в произвольном сечении бруса 
по существующим формулам необходимо установить вид сопротивления, а 
также найти положение главных центральных осей сечения и вычислить 
геометрические характеристики относительно этих осей, что создает опреде­
ленные неудобства, особенно для стержней со сложными составными сечени­
ями.

Предлагаемая в данной статье формула для определения нормальных на­
пряжений универсальна и позволяет получить решение в произвольной системе 
координат одновременно для всех видов сопротивления. Ее вывод основан на 
гипотезе плоских сечений и отсутствии бокового давления между волокнами 
бруса.

1. Рассмотрим прямой брус под действием произвольных нагрузок. Урав­
нения, определяющие внутренние силовые факторы через нормальные напря­
жения, имеют вид:

N =  J O d A  P M  =  J O y d A  , M  =  / o x d A  . ( 1)
л  А  ' А

Согласно гипотезе плоских сечений, плоское поперечное сечение до дефор­
мации (Ac?z =  0) остается плоским и после деформации {Mz  =  ах + by + с ) . 
Параметры деформации а, Ь ,сне могут быть одновременно равны нулю, если 
существует деформация.

Относительная деформация в окрестности рассматриваемого сечения

A d z  а х by C
е =

dz  dz

На основании закона Гука и при отсутствии давления между волокнами бруса 
 ̂ ^  ^ AX + by+ C ^= о, =  о, O  ̂ =  о  =  е Е =  ------ ---------E  . (2)

Так как отношение
AX + by + C dz 

НИИ, то уравнения (1 ) с учетом (2 ) примут вид:

не зависит от координат точек в сече-
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N =
ах + by  C А 

G
M = -----------  „

ах + by . C А

/ (ax + by + c)dA ,
А

f у (ах + by + с) dA , 
Л

f X (ах + by + с) dA .

(3 )

 ̂ ах + by + C А

Введя геометрические характеристики сечения

=  IydA , S^.= J XdA , =  fy^dA

J = f  X^dA, J = ( xydA , 
Л А

(4 )

где , S y -  статические моменты площади поперечного сечения относительно 
произвольных осей Ох, Oy, , J^y — моменты инерции поперечного сече­
ния относительно тех же осей, выражения (3 ) можно записать так:

N =
О

( aSy + bŜ  + сА) ,
ах + by + C

M^ =
о

ах + by + C

M , =
о

( a J y  + b J ^ y  + C S у
ах + by + C

Сгруппировав члены, составим систему относительно параметров а, Ь, с : 

a(Nx -  )  + b(Ny -  aS^) +c{N  -  оА) = О,

а{М^х -  аJ )  + Ь {М^у -  aJ^) + с(М^ -  aS^ ) =  О,

а{МуХ - а  J^) +Ь{МуУ -  aJ^y) +с {Му -  oSy) = О .

Для того чтобы параметры а, Ь и с не обращались в нуль одновременно, 
необходимо и достаточно, чтобы определитель, составленный из коэффициен­
тов при этих параметрах, был равен нулю:

N - о А Ny -  (75̂ Nx - OSy

-OS^ M^y-OJ^ M^x = 0. (5 )

-  OS, -  оJ M x -  а Jу У у-^ ^y У У
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представим условие (5 ) как определитель разности двух матриц 

\РХ -  aF| =  О,

где P — матрица-столбец внутренних силовых факторов N , ; X — мат­
рица-строка координат исследуемой точки: X = [ I  у д :]; F  — симметричная 
матрица геометрических характеристик сечения с определителем, отличным от 
нуля:

F  = ху

ху

C учетом того что определитель произведения двух квадратных матриц 
равен произведению определителей этих матриц, имеем

\РХР-  ̂ -  a F l  =  О ,

где E — единичная матрица третьего порядка. Это означает, что о является соб­
ственным значением матрищ>1 PXF'~  ̂ , Поскольку решение однозначно, то а =  
=  T^{PXF'‘^), где — след матрйід>і PXF~‘  ̂ . Выражению для о можно при­
дать более удобный вид:

о =  XF'-^P (6)
Относительно главных центральных осей S - S  =  J =  О и матрица 

геометрических характеристик примет диагональный вид. В этой системе ко­
ординат формула (6) для определения нормальных напряжений запишется

P
Q  =Z ^  ^  ----- у  ^

Данная формула для сложного сопротивления прямого бруса имеется во 
всех учебниках по сопротивлению материалов и тем самым подтверждает пра­
вильность вывода матричной формулы.

2. Для кривого бруса под действием произвольных нагрузок получаем 
несколько иной результат. Уравнения равновесия остаются прежними (см. 
уравнения ( 1) ) ,  гипотеза плоских сечений также справедлива. Однако длина 
волокна в кривом брусе является функцией расстояния до центра кривизны. 
Поэтому при выделении элемента двумя поперечными сечениями, пересекаю­
щимися в центре кривизны под углом dip , длина волокна, удаленного от оси 
на расстоянии р , dz = pd\p ,

Относительная деформация волокна

б =
а х by - ĉ

pdif

Так как P зависит от координат д: и у  в сечении, то отношение
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Op
а х by C

E

dif
(7 )

будет инвариантным.
Вынеся левую часть уравнения (7 ) из-под знака интеграла в уравнениях 

равновесия ( 1)  ,получим: .

N  =
Op 1

а х by C ^ P
/ — (ах + by +c)dA ,

op Vj[f = ---------------j - ( a x b y  + c)dA ,
 ̂ ax by C A P

op XjU =  --------------  J _  (ax + by c)dA .
 ̂ ax by + C P

Введем обозначения интегралов по аналогии с выражением ( 4 ) :

dA dA dA
=  ̂ -TT ’А P i ' T  '

. dA , dA dA
= f  —

А P
J* =Z { ------ J  =

’ ^  Л P '
f  xy
A P

Геометрическая характеристика сечения, отмеченная символом * ,  имеет 
размерность на единицу ниже, чем соответствующая геометрическая характе­
ристика сечения для прямого бруса. Подставляя введенные обозначения в вы­
ражения внутренних силовых факторов и группируя члены, составляем систе­
му относительно параметров а ,  Ь, с :

a ( N x - o p S p  + b ( N y - o p S l )  + c ( N - o p A * ) О,

а(М^х -  орГу)^ Ь(М^у -  ор Г )  + с(М^ -  apS^) =  О , 

а ( МуХ- арГ )  + Ь(МуУ- орГ^)  + с ( M ^ орS*) =  0 .

C учетом свойств определителей и того, что определитель матрицы геомет­
рических характеристик, отмеченных символом * , не может быть нулевым, 
находим напряжения по аналогии с выражением (6) .

В силу единственности решения можно записать:

1 -1 
а = -  (XFA* Р )  .P

Матрица внутренних усилий в кривом брусе остается такой же, как и в 
случае прямого бруса, а матрица геометрических характеристик составлена из 
величин, отмеченных звездочкой.
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Если ввести среднее значение радиуса кривизны , то Л *  ~ A/R̂

У К о  • J* J /йху ху ' О

S*=.

л .
а = iXF-^P).

В системе координат общего положения =  О и матрицы F  и
примут диагональный вид. В этой системе координат ^

(

M v MyX
)• (8)

P  j  J' ' x̂ ' ŷ
Принципиальное отличие формулы ( 8)  от существующей в литературе со­

стоит в том, что гиперболический закон распределения напряжений в сечении 
вдоль координаты х по формуле ( 8)  характерен для всех слагаемых. Этот за­
кон обусловлен различием длин волокон в начальном состоянии. В силу стати­
ческой неопределимости задачи вычисления напряжений условие совместности 
деформаций приводит к поправке на различие в длинах волокон, которая 
определяется отношением среднего значения радиуса кривизны к радиусу кри­
визны данного волокна. В настоящее время считается, что эта поправка отно­
сится лишь к чистому изгибу кривого бруса в плоскости кривизны.

Вопрос о справедливости формулы ( 8)  равносилен вопросу о выполнимо­
сти гипотезы плоских сечений в кривом брусе при сложном сопротивлении и 
может быть решен только экспериментально. Обычное испытание на изгиб с 
растяжением и проверкой формулы ( 8)  не дает ответа на этот вопрос, так как 
составляющая напряжения от продольной силы мала в сравнении с составляю­
щей от изгиба и ее уточнение попадает в пределы погрешности измерения.

Для решения вопроса рассмотрим изгиб кривого бруса в плоскости, пер­
пендикулярной к плоскости кривизны (рис. 1) .  Согласно формулам сопро­
тивления материалов, для кривого бруса, имеющего форму кольца с радиуса­
ми: R  ̂ =  0,08 м, внутренним R  ̂ =  0,04 м и средним R  ̂ =  0,06 м, нормальные 
напряжения на поверхности кольца равны, так как а =  ^хУІ'^х и а =  о
для у ̂  = =  h /2.

По полученной авторами формуле ( 8)  а =
M^y R.

Viwvi у  ̂= у hj l

О =  в

0,06
0,75 —

h

Jx 0,08 ~ 2 ’

м , у . 0,06 M
X

‘ ■ ч

Л

Jx 0,04 ” 2

Отсюда имеем, что нормальные напряжения на внутренних волокнах поверх­
ности кольца в два раза больше, чем на наружных.

Для экспериментальной проверки справедливости формулы (8)  была из­
готовлена установка, состоящая из стального кольца с наружным диаметром
/)  ̂ =  0,16 м, внутренним =  0,08 M и толщиной h =  0,02 м. C помощью
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Рис. I. произвольное сечение кривого 
бруса

кО
МПа
30

ł 20
6

10

о.1
Рис. 2. график изменения величины напря­
жения по ширине кольца

болта, продетого в отверстие и втулку, кольцо жестко прикреплялось к под­
ставке. На диаметрально противоположной стороне кольца с помощью шарика 
прикладывалась сосредоточенная сила P = 2 кН. В сечении, перпендикулярном 
к диаметральной силовой плоскости, измерялись напряжения в пяти точках на 
поверхности кольца с помощью проволочных датчиков омического сопротив­
ления, По полученным данным построен график, приведенный на рис, 2, 

Результаты измерений показали, что нормальные напряжения по ширине 
сечения подчинены гиперболическому закону и на внутренних волокнах на­
пряжения в два раза больше, чем на наружных. Из этого следует, что более точ­
ной является формула (8) .

Нормальные напряжения для толстостенных прямых и кривых брусьев от­
носительно произвольных осей и начала координат определяются по формуле

а =  к(ХР^^Р)  ,

где P — матрица-столбец внутренних силовых факторов; X — матрица-строка 
координат исследуемой точки; — обратная матрица геометрических ха­
рактеристик; к — коэффициент: к =  RJp\ — средний радиус кривизны; 
P — радиус кривизны волокна исследуемой точки. Дчя прямых брусьев коэф­
фициент/: следует принять равным 1.

Матричный вид формулы для определения напряжений обеспечивает боль­
шую компактность записи, универсальность, дает возможность для широкого 
использования ЭВМ в инженерных расчетах, так как программы перемноже­
ния и обращения матриц, а также нахождения их собственных значений входят 
в библиотеку стандартных подпрограмм большинства ЭВМ.

Для вычисления нормальных напряжений в произвольных осях сечения ав­
торами составлена программа SIGMA на языке ФОРТРАН для ЭВМ ЕС 1035, 
C помощью которой можно определять напряжения при различных видах на­
гружения, а также для сечений разных степеней сложности.


