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ОБ одном  ПРЕДСТАВЛЕНИИ ОБЩИХ ФОРМУЛ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ИЗОТРОПНОЙ ПОЛОСЫ

в данной статье дается представление общих формул термоупругости для 
изотропной полосы, несколько отличное от известных формул Н.И. Мусхели- 
швили для полуплоскости и плоскости C разрезом на отрезках прямой [ 1] . 
В качестве примера рассматривается задача о давлении штампа на полосу, ле­
жащую на жестком основании. Решение этой задачи другими методами пред­
ставляет большие математические трудности [ 2] .

1. Общие формулы для сплошной полосы. Пусть изотропное тело занима­
ет в плоскости комплексного переменного z = х іу область S~ , ограничен­
ную прямыми L (y  =  0 )n Z .j (y  =  -К ) . Обозначим через S'̂  полосу 0 < у  < h  ,

Предположим, что тело находится в упругом равновесии под действием 
нагрузки на L и L J при стационарной температуре T =  2Re (2 ) ,  где (z  )  — 
комплексный потенциал температурного поля Т{х, у). Будем считать, что 
компоненты напряжений и производная по х компонент перемещений опреде­
ляются по формулам:

+ а =  2 [ Ф ( 2 ) + Ф ( г ) ]  ,

Oy - I T ^ y  =  Ф (г )  - Ф ( г )  + ( Z - Z )  Ф (z)+ ^ (z) ,

(1)
(2)

д

дх
2jLi — (w + iv) =  кФ(г) + Ф (z )  -  (z  -  z )Ф  (z )  -  >P(z) + (3)

ідс Ф (z )  — кусочно-голоморфная функция, определенная в области US'*” ; 
Ф (г ) — голоморфная функция, определенная в области S~ ; д , к , j3 — извест- 
Ii ыс положительные коэффициенты [1 ,3 ] .В  дальнейшем будем предполагать, 
*ио напряжения в бесконечных точках области 5“  равны нулю, а температура 
f =  const . Кроме того, будем считать,что в некоторых точках на L и
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компоненты напряжений могут иметь особенности интегрируемого поряд­
ка и температура T (х, у) ограничена во всех точках области S~ ,

Чтобы найти выражение ^^ (z )  при заданных граничных условиях на L и 
L J для температурного поля T (х, у) , воспользуемся формулами [ 3 ,4 ] :

Pq(Z) + = Т+ІГ) ,

F (z) +€F{z ) =  ^ (Г  +II?) ,
дх

F ( Z )  ^ eF{z) =  - / V  (Г +  /77) , 
ду

(4 )

где € =  ± 1; г](х, у) — вспомогательная гармоническая функция, гармониче­
ски не сопряженная C функцией Г (х , у )  ; F^{z) =  J F (z)dz ; F (z) — голо­
морфная функция, определенная в областях и 5^ . При этом, как легко ви­
деть, связь между F^(z) и ^ ^ (2:) определяется соотношением =

Используя формулы ( 1)  —(4 ),  можно найти решение многих граничных 
задач термоупругости для рассматриваемой области. При ^ 0( 2̂ ) =  =
=  0 ( 1)  — (3) представляют собой известные формулы Мусхелишвили для по­
луплоскости [ 1 ].

Рассмотрим в качестве примера изотермическую задачу о давлении штам­
па на полосу, лежащую на жестком основании, при условиях:

= о на L  + L j V= -8  па L'
(5 )

а = о на L" , v = 0 на L ,
X % 1 ,

где (|хI <  л ) — промежуток на верхнем контуре полосы L , определяющий 
область контакта штампа с полосой; — остальная часть L \ Ь — const -  
осадка штампа.

На основании формул (2 ), (3 ) при =  0 и условий (5 ) получаем

граничные условия для функций Ф (2)  и ^ ( z ) :

Ф” (х ) - Ф ^ (х )  + Ф “ (х ) =  О на 

1 т [Ф " (х )  -  Ф ^ (х ) + Ф "  (х )  ] =  о на L ' , 

1т [кФ “  (х ) + Ф ^ (х ) -  Ф "  (х)] =  о на L ' ;

1 т [Ф (т ) — Ф( t )  — 2ікФ\і) + Ф (Т ) ] =  о на , 

1 т [к Ф (0  + Ф (7 ) + 2/ Л Ф ^ - -  Ф (7 П  =  0 на ,

(6)

(7 )

где T =  X - ih\ T =  X + ih; Ф”  ( х ) , Ф^ (х ) и (х ) -  предельные значения 
функций Ф (2)  и ^ ( z )  т L со стороны областей 5“ и 5 ”̂ .

Из равенств ( 6)  и (7 ) следует, что Ф (z )  и ^ (z )  должны принимать веще­
ственные значения шЬ \  Кроме того, функция Ф (^ ) должна принимать веще­
ственные значения на контуре L  ̂ . Учитывая это, полагаем:
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OJCо OO 
/

q{r)dT
^ -OO cthcofr ' )  

Ф(г) = C [F (z)+/co Л
( 8 )

где
F (Z )  =

CO shCOZ X {li) (й)du

2iriX(z)c^ shcowshco (w — z)

coshcoz
/

ojX (u)du ą(j)dT
(9 )

2niX(z) Ĵ n frshęowshco(w -  z)-r-oo c th co (r--w )’

JT(z) =  y/sh^ojz -  sĥ oja ; со=тг/2Л ; -  произвольная вещественная по-
Огоянная; q (т ) ~  произвольная вещественная функция, удовлетворяющая уо  
повию Гельдера.

Функции (8)  удовлетворяют условиям (6) при любом q(r )  ,В  этом не­
трудно убедиться, если учесть соотношения:

F-(X) -  F^(X) = - ф - ( х )  на L"  ,

Х~ (х) =  (х) =  —iR(x) на jL' ,

Х " ( х )  =  Х'^Сх) =  eR(x) на L" ,

где R (х ) =  Vlsh^ -  Sĥ  coal ; е =  I для х >  а , е =  —1 для х <  -  а . 
Так как

F ( t )  = - F ( T )  = - F ^ ( X )  , Ф ( 0  = C j Z j ( X )  +/^?( X ) ]  ,

гае
(ochojx X(u)K(u)du ,  ̂  ̂ -----

г̂ (х ) = ------------f , ------------------------, M x )=  V  Cĥ  Sĥ  сод ,
 ̂ InN(X) Г ' Shcowchco(M-X)

г . ,  ч “  q(T)dr  _   ̂ ео OO q(r)dT
^ ( “ )  =  “  / ~ 7 — :— : ;  - ^ iW =  ”  /

-OO C theo (T -M ) OO theo(r -  х )

то для выполнения условий (7 ) необходимо, чтобы функция ? (х )  удовлет- 
иоряла интегральному уравнению

ео d п
q ( x ) -----—  = —  ( -------- ) .

TT dx dx N(X)

Зная ̂  ( х ) , контактные напряжения на Z ' и L  ̂  найдем по формулам: 

Oy =  Сд[/Г(х) + 2 б (х )  — 2ео//?(х)] на L ' ,

S ' =  ^oI -  2̂ 1 W  -  2co/N(x)] на Z j .

(10)

(И)
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где

Q(PC) =
coshcoA: X(u)K(u)du

I2тгЯ(х) J Ii Shcowshco(W-X)

Значение с можно найти, применяя формулу

/ а (х ) dx + P = 0.
— /7 ^

ИЛИ / а ( x ) d x +  P = O ,
--OG ^ (1 2 )

где Oy (х ) — функция, определенная одним из выражений ( И ) ; р — модуль 
силы давления на штамп, направленной вдоль оси у  .

Если ширина полосы h сравнительно большая (но конечная), с неболь­
шой погрешностью можно считать, что ^ (х ) =  0. В этом случае Ф (г )  = 
=  ZCOCq/X (z ) .  Следовательно,

Oy = -2<x>cjRix) т L ' ,

Oy = -2o3C^I'N(x) на I j .

При этом Cq также определяется на основании любого из соотношений (12).
2. Общие формулы для полосы с разрезом на средней линии. Пусть об­

ласть S , занимаемая телом, есть полоса шириной Ih , ограниченная прямыми 
L ^ iy -  h )  и L^(y = —h) и разрезанная на отрезках L*j^= aj b̂j ,̂ к = I , h , 
оси Ох, Верхние и нижние края разреза на этих отрезках обозначим L и L . 
Для нахождения термоупругого состояния тела в области S в зависимости от 
граничных условий на следует воспользоваться формулами
(1 )- (3 ),за м ен и в  в них Ф (2)  на - H ( F ) .
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В.В. КОЮЛЕВИЧ

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ АНИЗОТРОПНОЙ КВАДРАТНОЙ 
ПЛАСТИНКИ, ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ВОКРУГ ОСИ СИММЕТРИИ, 

РАСПОЛОЖЕННОЙ В СРЕДИННОЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим тонкую сплошную квадратную пластинку, обладающую 
Прямоугольной анизотропией, которая вращается с постоянной угловой ско­
ростью со вокруг одной из осей симметрии квадрата, расположенной в сре­
динной плоскости.
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