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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ УПРУГОГО 
КОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА, ВРАЩАЮЩЕГОСЯ C ПОСТОЯННОЙ 

УГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ Ю КРУГ СВОЕЙ оси
Первая попытка решения данной задачи предпринималась еще в 1889 г. 

математиком С. Кри (по имени которого она и получила название ’’задача 
Кри” ) [ 1] . Однако решение было получено при условии равенства нулю лишь 
главного вектора напряжений на торцах цилиндра, т. е. когда
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Условия отсутствия касательных и нормальных а̂  напряжений были вы­
полнены точно. Поиск путей выполнения условия в каждой точке торцов при- 
Iioдит к бесконечной системе алгебраических уравнений [2 ] . Построение 
іамкнутого решения на основе операторного разложения функции в неортого- 
нальный ряд обнаружило очень сильное осциллирование при выполнении крае- 
иых условий, что искажает действительный характер распределения напряже­
ний [ 3 ] .

В настоящей статье получено решение данной задачи при точном выполне­
нии всех краевых условий методом ортогонализации с помощью рядов 
I Фурье—Бесселя.

Используя ряды для перемещений, рассмотренных в работе [ 4] , после не­
которых преобразований в результате применения закона Гука, получаем сле­
дующие формулы для напряжений:
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Здесь G — модуль сдвига, v — коэффициент Пуассона, h R — высота и ра­

диус цилиндра соответственно, — функции Бесселя,/q(a:),/ j(x)  -

модифицированные функции Бесселй, р — плотность материала, со —угловая 

скорость, — корни уравнения (X^ )  =  О > ^  — оператор суммирования.

Полученные формулы для напряжений показывают, что условия равнове­
сия внутри тела с учетом инерционной нагрузки выполняются точно. Краевые 
условия на поверхности цилиндра вьшолняются следующим образом: 1)  каса­
тельные напряжения равны нулю на торцах и цилиндрической поверхности

Iirnz
за счет множителей sin И / (  — —  )  д ля  каж дого т и л ; 2) нормаль- 

 ̂ R
ные напряжения о на торцах равны нулю за счет сходимости ряда по т для

каждого п , т. е. Iim о. =  0; 3) нормальные напряжения а̂  на ци-
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линдрической поверхности равны нулю за счет сходимости ряда по m и «

т. е. Iim а
т- о̂о
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r^R
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Расчет напряжений вьшолнялся для цилиндра h = R ,у которого площадь 
торцов равна площади боковой поверхности. Если при вычислении напряже­
ний в центре цилиндра достаточно вычислить несколько коэффициентов , 
то на поверхности обнаруживается очень медленная сходимость рядов. Для 
улучшения сходимости рядов на поверхности цилиндра необходимо использо­
вать формулы суммирования рядов, полученные из условий равновесия на 
торцах
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и на цилиндрическсмй поверхности
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Сравнение вычисленных напряжений в центре цилиндра и в некоторых точ 
ках его поверхности с результатами Кри обнаруживает их сильное расхожде 
ние, особенно по напряжениям о  ̂ . Так, согласно приближенной теории, напря*
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Рис, I. графики напряжений (сплошные 
пинии -  результаты точного решения, штри­
ховые — результаты приближенного решения)

женил г= о
^=O

=  1 9 -
aG

G , а на основании данных формул =  0,47 . Кро­

ме того, характер изменения напряжений по приближенному решению да­
лек от истинного. Напряжения о  ̂ вдоль оси цилиндра при приближенном ре­
шении постоян1п>1 и не равны нулю на торцах. Точное решение показывает, что 
эти напряжения в центре цилиндра принимают наибольшее значение, а на его 
горцах обращаются в нуль (рис. 1)  .

Радиальные и окружные напряжения о  ̂ и Oq п о  приближенной теории по­
лучаются несколько заниженными. Так, согласно приближенному решению.
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В заключение отметим несостоятельность принципа Сен-Венана для случая 
короткого цилиндра, особенно при вычислении осевых напряжений .
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