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Г.А.Геращенко

УТОЧНЕНИЕ мода;лЕй конечного элемента 
в ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

в последние годы для расчета континуальных систем широко . 
применяется метод конечных алемвнтов в перемещениях [ I ,  2* б ] . 
Порядок получаемой системы канонических уравнений и сходимость 
метода существенно зависят от выбора расчетной модели конеч­
ного элемента, т .е .  числа степеней свободы и поля перемещений 
в вем. В многочисленных предлагаемых моделях основное внима- 
вне уделяется соблюдению условий оппопшости континуума, усло­
вия же равновесия, как правило, не рассматриваются [ з ]  • В 
предлагаемой модели соблюдали оба указанных условия.

Рассмотрим для определенности задачу расчете пологих 
ободочек C использованием прямоугольного элемента (рис. I ) .  
Реакции в связях можно определить по формуле 

а I

где TlijSi,T a l, -  погонные усилия, вызванные
® _ единичным смещением связи у  ;

"" деформации срединной поверх- 
V  ̂ ’ кости в единичном состоянии I .

Варарив последние через перемещения U i , tOi по 
общеизвестнит формулам творим тонких ободочек [3] , предста­
вим реакции в виде суммы

+ S t + S s ^ S .  .
сжагаемые которой определяются по формулам
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Выражения B квадратных скобках интаграла S, представля 
Ю!Г собой левые часФй однородных уравнений равновесия аламанта. 
Если KX удовлетворить точно или с высокой стапаньт приближечип, 
то $ , можно полонить равным нулю и определять реакция как 
работу контурных усилий на соответствуюг^их им доремвщеикях, В 
этом смысле формула (5) показыБвет нем тот идеал, к которому 
нужно стремиться при назначении поля перемещений.

Самый простой элемент имеет 
20 степеней свободы [^ J  t по пять 
стопеней в каждом из четырех узлов- 
три линейных перемещения , Va , 
V iJ . вдоль осей X   ̂ и ч T   ̂

два угла поворота •Wh . • Wfv 
носительно осей х  % у (р и о ;!) . 
Тангенциальные Ц. , і г  н нор­
мальные и) перемещения элемента 
принимаются независимыми друг от 
друга и выражаются через узловые 
перемещения (при принятии соглаще-
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Рис•I ,Прямоугольный 
конечный эле­
мент оболочки 
двоякой кривизны

ния о суммировании А,9йнштвйна) следующим обрезом:

Ф д * )* -д .х ;

(в)

где
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(7)

При своей просіоге завйоимоо5и (6) o6flasaiat рядом недос- 
тагков. Саиий оуцзственйый из mix, вз вав взгляд, заключаегоя 
в 50И, что они построены без учета уравнений равновеоля и кри­
визн элемента, воледстзяо чего условия равновесия (в  дифферен­
циальной форме я для всего элемента в целой) не выполвявтоя. 
йелду тем имеется в с вн о к ёо с ть  построить более гочнуй модель, 
сохранив для элеавята те ке 20 степеней свободы.

Пола «іеремецеййй элемента будем считать состоящим из двух 
частей! основного, опрздзляекого фориулакк (6 ;^  и некоторого 
дополнительного. Шенао о помощь» последнего и осуществляется 
увязка условий равновесия.

Дополнительное поле взремещевий Mosao првдотавать, напри­
мер, в виде линейной комбинации произведений синнетрячнкх и Ko- 
сосимметричных функций:

где

и.Чх,у}-А,;г'1»к(У}Фе(х); 
У'‘(х,і))«ЗкіФк(У)4’іСзс}; 

W(x,y)=CKtFH(y)FtW, (к,Ы2,5) ,

^»W»-g»(2x*-3ax+a*x);
Fjt(x} ■ ~ Д х ^ -2 а х * + а Ы * }  5 

FjC*)* ~s(2x*-5ax<+4a*x»-a»x^}.
Функций ^9 ), 8 также первые производные от Fj(х) и

Fji (ж) ймеют нулевые значения на контуре алемента. Коэффици-

(8)

І9 )

ужее н т ы  ж е  Af(t t В Ht ,Cici  к  о т л и ч и е  от U  
не являются узловыми перемещениями. Они определяются из реше-
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йия системы IZ  линейных уравнений, обесценивающих минимум со-- 
тенциальной энергии дефоруации элемента или минимальную невяз­
ку уравнений равновесия, Матрица этой системы имеет симметрич­
ную структуру о большим числом нулевых элементов, а при отсут­
ствии кривизны кручения (  ̂ 0) и вовсе вырождается в квазй-
диагоиальную с блоками 3x3, Поэтому ее обращение осуществляет­
ся весьма просто.

Матрицу жеоткостк вдамента удобнее всего (с точки аренмя 
машинной реалйвадий алгоритма) представить в блочном виде

Ei
fleijOO 
Rid,OO
Rn,DO

Здесь все блоки имеют одинаковую размерность 5x5 м объеди­
няют в себе реакции, возникающие в связях узла га при единич­
ных смещениях связей узла а  ( т ,  а  « 0 0 ,  01, 10, I I ) ,  Они могут 
быть построены по единой формуле

^ ** ^ т , п  + ^̂ гп ^ n .) ( I I )
где Riti^a -  матрица 5x5 (работа усилий основного состояния а  
на перемещениях основного состояния га ) ;  -  матрица 5х
X lZ  (работа усилий дополнительного состояния при »
« С|(£ « I  на перемещениях основного состояния m ) |  -
матрица 12x5 (эначендя коэффициентов Л|̂ £ , в состоя­
нии а  )•

Применение предлагаемой уточненной модели конечных элемен­
тов существанио снижает их расчетное число, уменьшает порядок 
системы йойонячеоких уравнений и улучшает сходимость метода*

Рассмотренная методика распроотранима на другие типы конеч­
ных элементов*
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НАПРЯІЕННО-ЛЕФОРМЙРОВАННОЕ COCТ0ЯНИЕ 
БАЖЙ-СТЕНКЙ HA ОРТОТРОШЮМ ОСНОВАНИЙ

B данной работе излагается итерационный метод определе­
ния деформаций и напряжений балки-стенки на грунтовых основа­
ниях, обладающих различной степенью анизотропии. Для этого р е- 
щается пространственная задача теории упругости анизотропного 
тела в перемещениях о применением кокечно-разноотного метода, 
предложенного Е.Ф,Винокуровым [ 2 ]  . Грунтовое основание ап­
проксимируется пространственной решеткой с шагом ДХ‘Ду-АХ , 
а балка-отенка -  плоской сеткой о шагом ДХ-А9 (о м .р и с .I) .

йэ-за неопределенности решения теории упругости по краям 
штампа первая точка сетки в балке-стенке расположена не на ее 
границе, а на расстоянии, равном , что в свою очередь
облегчает решение задачи при составлении уравнений равновесия.

Основные уравнения для определения перемещений и осадки 
жесткого штампа в ортотропном основании изложены в работе 
где грунтовое основание представлено моделью слоя конечной 
толщиш. Однако экспариментельными исследованиями установлено, 
что у ІІЙАЭШХ ІМДОВ грунтов по краям штампа, даже при незначи-
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