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К о р ш у н  Л.И., К л и м о в а  Л.Б.

ОПТИМИЗАЦИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИ И ФИЗИЧЕСКИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ШАРНИРНО-СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ

Рассматривается задача оптимизации произвольных шарнирно­
стержневых систем заданной геометрии с учетом их деформиро­
ванной схемы и возможности работы растянутых элементов в 
упруго-пластической стадии. Учитываются условия жесткости 
системы, а также конструктивные ограничения на площади попе-
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^ючных сечений всех элементов. За критерий оптимальности при­
нимается в общем случае минимум стоимости материалов несу­
щих конструкций в деле. Частными случаями, вытекающими из 
общего, являются случаи минимизации веса или объема несущих 
конструкций. В случае физической нелинейности предполагается 
однократное простое внешнее воздействие при активных дефор­
мациях элементов. Внешнее воздействие включает сочетание на­
грузок, температур и начальных деформаций элемен’А в .

Независимыми переменными параметрами, на множестве ко­
торых отыскивается оптимальное решение, считаются линейно- 
независимые вектор усилий X и вектор опасных напряжений ^  .

качестве зависимых переменных, дискретно изменяющихся в 
процессе решения задачи и определяющих учет деформированной 
(•хемы конструкции, принимаются компоненты вектора дополни -  
тельной узловой нагрузки

A P  =  ( Д Р ^ , . , . , Д Р ^ , . . . , Д Р Р  ,

где индексы а  и 1 -  номера и количество узлов системы.
C учетом сказанного физическую модель задачи оптимизации 

гформулируем следующим образом. Среди множества L  конст­
рукций C заданными расчетной моделью, внешним воздействием 
и свойствами материалов требуется отыскать такую конструк­
цию, характеризующуюся вектором переменных параметров

Y  = ( Х  , б  ) ,

которая бы находилась в области допустимых решений R  и об­
ладала минимумом стоимости материалов в деле. Таким обра- 
(юм, речь идет об отыскании глобального, но реального мини­
мума целевой функции, при котором Y  в  R  C L  . Реальность 
Глобального минимума определяется учитываемой системой ог­
раничений задачи R =  j^Y ] Р (  Y  ) = О, g (  Y ) ^  о | .

Обеспечение устойчивости сжатых стержней осуществляется 
Цгерационным путем. Материал системы принимается идеальным 
упруго-пластическим. Кроме того, учитывается то обстоятель­
ство, что для сжатых элементов металлических ферм, как пра­
вило, появление пластических деформаций связано с потерей ус­
тойчивости этих стержней. В связи с недопустимостью потери 
устойчивости сжатых элементов недопустимым считается и раз­
витие в них пластических деформаций. При учете данного обсто­
ятельства, как уже отмечалось в литературе f i ] ,  в ряде случа­
ев для ферм минимального объема работа растянутых элемен­
тов в упруго-пластической стадии может оказаться неосущест -  
1ИМОЙ, в то время как для других случаев она вполне реальна.
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При наличии ограничений по жесткости количество стержней, 
работающих в упруго-пластической стадии, может оказаться 
меньшим п +1 ( п -  степень статической неопределимости), 
так как с последовательным включением ó пластическую работу 
новых растянутых стержней ограничения по жесткости могут пе­
рейти в разряд активных. В связи с этим расчет оптимальных 
шарнирно-стержневых систем по первым двум расчетным пре­
дельным состояниям C учетом упруго-пластической работы
растянутых элементов в общем случае не будет соответствовать 
расчету по физическому предельному состоянию.

Предлагаемые метод и алгоритм рассматриваемой задачи 
оптимизации^ сводятся к следующему.

1. При 6. -  б .  , i = 1 i I б”. > О где <5 . -  предел те-
J І Т * '  J tкучести материала элементов; <о j -  предельные значения на­

пряжений, решается задача оптимизации с учетом деформирован­
ной схемы сооружения и линейно-упругрй работ.ы материала и

* ( l )  ^ * ( l )  )
находится оптимальное решение: ^

-  оптимальное значение площади*  ̂ поперечного сечения 
j *̂ -го стержня на первом шаге. При этом в растянутых стерж­
нях C линейно-независимыми усилиями = бГ* Обозначим 
подмножество этих стержней через К ' .

Если к(^ ) = 0, то упруго-пластическая работа растянутых 
стержней фермы в оптимальном решении неосуществима. При 
к ( V # ^ и к ( I) п+ 1  имеет место физическое предельное 
состояние, при котором в к.\ч стержнях как минимум усилия 
равны N- = б  . Pj , ] е к ( ^ )  » а действующая нагрузка яв­
ляется пІ>еделыіо^. Ъ  этом случае процесс оптимизации являет­
ся завершенным. При K \V  и к ( п + 1  выполняется сле­
дующее действие.

* ( 1 ), J eK  принимаются за
итерация оптимизационного расче-

2. Усилия N. = 6 .
JT Jвнешние силы и выполе 

та C учетом деформировмной схемы и линейно-упругой работы 
материала фермы с п-к'^ ' лишними связями. В получаемом 
на второй итерации оптимальном решении  ̂ ^  ^
будет иметь ,место подмножество стер)}ш^й мощностью

kV  ̂ \  для которых (9 j = (9j Если К ' = 0  , то решение окон­
чательно. В противном случае переходим к действию 3.

3. Для управления дальнейшим ходом итерационного процес­
са определяются взаимные перемещения ( у д а л е н и я ) у з л о в  
фермы, между которыми распрлаг^тся стержни с номерами 
J е  .Если для любого J е  KS ^   ̂ } т ’ то это
означает, что во всех стержнях из пластические деформа-
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ции сохраняются на прежнем уровне либо нарастают. Следова­
тельно, выбранная ранее схема перехода стержней в плас­
тическую стадию работы не требует уточнения и нужно перехо­
дить к следующему действию. В противном случае путем повто­
рного выполнения второй итерации оптимизационного расчета 
уточняется подмножество и число и выполняется за­
ново действие 3. Принципиально возможно неоднократное уточ­
нение • /!.у

4. При к'^*^=п+ 1 -  к ' ' на рассматриваемой итерации 
имеет место физическое пре д ельц е  состояние, при котором до­
полнительно как минимум в к^^ '̂ стержнях M =бг. р *  . В 
этом случае процесс оптимизации является завершенным. При 
k*^*v^ (n+  1 ) -  к^^ ' выполняется третья итерация, начиная с 
действия 2 , C той лишь разницей, что к - к  степень стати­
ческой неопределимости равна п -  ю ^ ' - k ' ^ ^ V  а значение
к (Ш)  сопоставляется со значением п + 1 - к^^ к^^  ̂ . Далее 
выполняется следующая итерация и т.д.

Выполнение S -й итерации начинается с действия 2 алго-
S -  1  / S -  1  Zj A

ритма при параметрах к = к (^ )  , п -  ^^к^  ZI к̂ "̂ ^
^ N = I

Итерационный imouecc продолжается до тех пор, пока либо 
не получим к \ ^ ' =0 , что означает неосуществимость пре­
дельного физического состояния в принятой постановке, либо не 
будет соблюдаться условие

К '

свидетельствующее о наступлении физического предельного сос­
тояния конструкции.

Как видно из приведенного алгоритма, его основу составля -  
ет решение задачи оптимизации с учетом деформированной схе­
мы сооружения и линейно-упругой работы материала. Решение 
данной задачи осуществляется путем последовательного приме­
нения алгоритма оптимизации шарнирно-стержневых систем в 
линейно-упругой постановке [ 2 ]  и метода дополнительной наг­
рузки для деформационного расчета ферм, разработанного В.Н. 
Корноуховым [3 ] .  Идея такой линеаризованной постановки для 
решения задачи оптимизации с учетом геометрической нелиней­
ности была высказана авторами ранее [4 ] .

Предложенный алгоритм решения этой задачи состоит в сле­
дующем.

4 3ак,6245 49



i .  Находится оптимальное решение ( F   ̂ ) длй шарнир­
но-стержневой системы в линейно-упругой постановке.

C учетом изложенной задачи и формы записи статических ус­
ловий равновесия, принятой в работе [  з ] , представим матема - 
тическую модель рассматриваемой задачи оптимального проек­
тирования в линейно-упругой постановке в виде следующей об­
щей задачи математического программирования: 

минимизировать целевую функцию

* (1 )

v (  х , б )  = в*~ б'_  ̂ ^ № ё

при ограничениях

-1 X

N  ^ Х ^  I l =
X

Il ^

N ^ (% j  S(N^^) “ "^ N + S E t^ +  А )  =0 ;

S ( № )  -^N+SEt_^ + A) ^  Ў;

6 + E  ^ O ;

№ )  " ^ N  + 6 “  E  A 0 ;

№ )  Ё  -  Fik 0 .

( 1 )

(  2 a 

(26 )

( 2 b )

(2r)

( 2д)

( 2ę )

B выражении (1 ) ,  (2 )  B=S"^ -  матрица стоимостк
элементов с единичными площадями; с  , , E -  диагональные
г -мерные матрицы соответственно удельных стоимостей мате­
риалов элементов в деле, удельных весов материалов и модулей 
упругости первого рода материалов элементов; A=|[A^,A]sj j|- 
-(2 1  г ) -мерная матрица условий статического рашю-
весия C подматрицами размерности 21 п  H 2 1 ) ^ ( r - n ) j
соответствующими линейно независимым и линейно завйсймыім 
усилиям; р - (  21>^<->)-мерная матрица внешних сил; S f F t t ^  = 
~ Il НД"^ -мерные матрицы-столбцы соответственнс 
длин, минимальных допустимых площадей поперечных сечений, 
температурных деформаций и полных начальных деформаций эле-

, б "  -диагональные г -мерные матриць;ментов.
на-опасных напряжений и допустимых максимальных значений 

пряжений в элементах при растяжении и сжатии; N=|jx,N Il"̂ - 
( гхоо  ) -мерная матрица продольных усилий элементов с ^под­
матрицами размерности ( П)^а>)  и ( г -  п )хсо линейно не-
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зависимых и линейно зависимых усилий; n S  J f-диа­
гональная г-мерная матрица опасных усилий, м е р -
ная матрица предельных допустимых значений перемещений сис­
темы; S  = || / S jB j“ ^  Il -диагональная г-мерная матрица при­
веденных длин элементов; Е, ё  -  соответственно матрица-стол­
бец и г -мерная матрица с единичными элементами; N, -
- (г  п ) и { г  3 )-мерны е матрицы усилий от соответствую­
щих единичных сил, которые могут быть выражены через под­
матрицы А г ,со , S -  соответственно число стерж-

ограни-ней, количество внешних воздействий и число узлов с 
ценными величинами перемещений.

При использовании математической модели ( 1 ) - ( 2 )  для оп­
тимизации шарнирно-стержневых систем с учетом упруго-плас -  
тической работы растянутых элементов в принятой постановке 
W = I h b  зависимостях ( 2 ) ( N ^ ) ^ N  = E .

В системе (2 )  (2а ) -  условия статической совместности 
(условия равновесия), (26 ) -  условия кинематической совмест­
ности (совместности деформаций), ( 2в) -  условия допустимой 
жесткости, ( 2г, 2д) -  условия прочности и устойчивости эле­
ментов, ( 2е ) -  конструктивные ограничения на площади попе­
речных сечений элементов.

Задача (1 ) относится к нелинейным много экстремальным
задачам ма^гематического программирования, характеризующими- 
ги большим количеством смешанной структуры ограничений, а 
также большим числом и свободным характером переменных па­
раметров. Нейосредственное применение к решению этой задачи 
известных методов математического программирования связано 
е существенными математическими и вычислительными труднос­
тями, Построение практического метода оптимизации ферм в 
указанной постановке возможно на основе определенных пред­
варительно выявленных свойств множества R .

Выполненный качественный анализ задачи ( 1 ) при оо = 1 , 
©пущенный в статье, позволяет выделить следующие качествен­
ные особенности множества R  :

1) R =  и  G  , q  = І Т т ,  (3 )
где Gr -  подмножество переменных параметров, каждое из ко­
торых характеризуется определенной картиной знаков усилий

 ̂ ^ Я\  ̂ •
2)  подмножества G r являются выпуклыми в случае нали- 

ния одного внешнего вомействия;
3 ) из всех прдмножеств G-^ , q  = 1 , m

подмножества G-Я -  Я =
можно выделить

.,гп в , которым соответствуют так
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называемые £б]] наиболее вероятные картины знаков (HBKT^q). 
Ими названы осуществимые картины знаков усилий, соответст­
вующие тем из подмножеств G *q ,q= l,m , пересечение ко­
торых определяет вектор (точк^

X=^x*| v (5 ^ , =minv(x,ey = R r ) )  .

4 ) среди всех НВКЗ существует такая картина

(4 ) 

знаков

(I  C I = U r ,  q = l,m *0 ; , которой соответствует m in m inim o -

rum[v( Y)1 Y €  R  J = V (X * , (5 * ) .

Назовем эту картину знаков оптимальной (ОКЗ). Лля пред - 
варительного выявления ОКЗ представим условия совместности 
деформаций (26 ) в следующем виде:

N ^ (s  g n ^ N K ^ r S E + S E t ^ + л )  = q = I7 m 0 ,  (5 )

где Sgn N Kf^ V* -  г -мерная диагональная матрица, заменяющая
* л г

матрицу ц б г " ' к | |  , R .= m a x [R ^ , . . . ,  R^ j  -  макси - 
мальная величина расчетного сопротивления материалов элемен- 
тов.

Наибольшая степень напряжения стержней имеет место для 
той НВКЗ (Iq  = » при которой абсолютная величина д  ^
минимальна. Следовательно, выбор ОКЗ необходимо подчинить 
следующему условию

І 1 ,  I = IU XX i^  I A . ,  I , • • • !  1 а _ .1  >•••» II = [T ĵ  U k  |=тіп[|д^|\...,| aJ .....
K A

Под тіп ||л^|, q I .  имеем B виду к-ю матрицу-столбец,
между максимальным элементом которой и максимальными эле­
ментами остальных I д _ I существует следующее соотнощение;

' Ч ' ___  ч
maxUikJ =niin|^max |, 4*1 •

На основе выявленных свойств множества R h b  развитие 
ранее разработанного метода оптимизации [ '^  предлагается сле­
дующий практический метод двухэтапного решения задата ( 1 ).

Первый этап. Для определения вектора (4 )  минимизируется 
целевая функция ( 1 ) при равнопрочном решении и неучете огра­
ничений задачи, за исключением ограничения на неотрицатель­
ность площадей поперечных сечений. Решение дмной задачи 
путем ведения дополнительной переменной у\ =|| >••• >

Il сводится к решению следующей задачи линейно­
го программирования:
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минимизировать линейную функцию 

при ограничениях

j v ) _ g T | L - i  ^  ^ . - 1
N, XTNx X ^ О; ( 9 а )

(8 )

4 О; V =  Г Г ^  ,

где B = B r (О) J , - !
R  •

(9 6)

(9в )

По результатам данного решения ( X *  ) формируются все 
IIIiKSf каждая из которых включает неповторяющуюся совокуп- 
ипсть знаков в стержнях с ^ ; (  X * )  =O и одинаковые знаки в 
и( тальных стержнях, определяемые из соотношений

Sgn  N j =

/ \ î< ̂  >
| N .(X * )1

По выявленным Tq, q  = £ mВ используя соотношения

( I O )

( 6 ) ,
(7) ,  устанавливаемся ОКЗ — I* .

Второй этап. Методами выпуклого программирования, эф- 
іікікгйвнымй для задач с нелинейной целевой функцией и линей­
ными ограничениями, с учетом выявленной і *  , решается одно- 
жстремальная задача (1 ) .  Учет I *  осуществляется умноже­

нном усилий и напряжений на соответствующие знаки ( s g n  N. ) 
H введением в систему ( 2 ) условий неотрицательности перемен­
ных.

На данном этапе итерационным путем выполняется уточнение 
«озффиииентов продольного изгиба ( Г  ) для сжатых стержней. 
По полученным значениям б ” и N  определяется P * (U ,

Использование выявленных свойств множества R  и монотон- 
нп<;ть метода обеспечивают получение глобального экстремума 
Hi'Левой функции с определенной степенью точности за конечное 
'HK ло шагов,

II. Формируется вектор приведенной нагрузки, включающей 
тданную комбинацию внешних нагрузок и найденную дополни -
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тельную узловую нагрузку. Формирование вектора выполняется 
по следующему алгоритму:

1, Для конструкции C полученными оптимальными площадям! 
известными методами строительной механики определяют проек­
ции перемещений узлов u э v  на координатные оси.

2. По найденным значйиям перемещений из условий равно ■ 
весия элементов в деформированном состоянии определяютсі 
проекции дополнительной узловой нагрузки на координатные оси, 
компенсирующей влияние деформированного состояния на сило во» 
распределение в конструкции.

"^rl -U гГІХ
^ r l

^ r l 1 X
V  "

г ' ^ r l J S

(  Ь1, - и  )' I r '
г1

г1

N
( v ^ - V r ) -  ( u^ -u^ )

rl

rl

r l  -■ "^rl

в  выражениях (1 1 )  T  
ных сил на координатные оси; х^р

( 11’

ГІХ’ "^rly -  проекции дополнитель -

г1 проекции длины
стержня г1 на координатные оси; S^p — соответственно 
длина и полное продольное усилие в стержне; u ^ ,u  ,V^, V  

перемещения концов стержня в направлении соответствующих ко­
ординатных осей.

3. Выполняется формирование вектора приведенной нагрузки

P^= P -fA P  =

где

^ l y

P  л р  
т Х  т Х

P  л р  
т У  т У

t
л Р  = ^  гХ 1=1 ГІХ’ Л Р  _ =  гУ

t

1=1

(12)

T ГІУ •
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in. Осуществляется оптимизационный расчет конструкции с 
учетом вектора приведенной нагрузки в линейно-упругой поста­
новке по описанному в пункте 1 алгоритму и проверяется усло­
вие окончания итерационного процесса оптимизации

N + 1 ) _ N )

V * ( N )
'100% ^  е (13 )

При несоблюдении условия ( 1 3 )  итерационный процесс опти­
мизации повторяется, начиная с пункта ! . •

Для подтверждения эффективности разработанного метода и 
(шгоритма оптимизации шарнирно-стержневых систем в деле сни­
жения их материалоемкости приведем иллюстрационный пример.

Расчетная сх^ма рассматриваемой системы с действующей на 
нее нагрузкой представлена на рис. 1 .

Материал элементов 1 -2 ,3 -1 ,3 -2 -  идеальный упруго—пласти­
ческий C Е=21 c0a,R=2  IO  МПа. Материал остальных элементов -  
идеальный упруго-пластический с Ej^= 15сП а,К =1125М П а.

1' а б л и ц а  1 .

і ^е ^ней Напряжения, 
(e'j ), МПа

Площади попе­речных сечении,
(Ь '),

Усилия 
( N j ) ,  кН

01-06 +546,3 0 ,0 0 0 10 0 +54,63
02-06 +1125,0 о ,003639 +4050,0
0 1-0 2 + 026,2 0,000486 +12,84
03-02 +2 1 0 ,0 0,018862 +3961,0
03-01 + 026,2 0.000486 +12,84
07-01 +546,3 0 ,0 0 0 10 0 +54,63
07-03 +1125,0 0,003639 + 4050.0

Объем материала V  = 0 ,2 7 1 3 8 6  м '
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Т а б л и ц а  2 .

Номера „ стержней
Напряжения 
( 6'j ), МПа

Площади попе- 
]^чных сечений
( F ),

Усилия 
(N ), кН

j

0 1 -0 6 +490 ,8 0 ,0 0 0 10 0 +49 ,08
0 2 -0 6 +1 12 5 ,0 0 ,0 0 3 2 8 2 +3 68 0 ,0
0 1 -0 2 +059 ,2 0 ,0 0 0 4 8 6 +29,01
0 3 -0 2 +2 10 ,0 0 ,0 1 6 8 2 2 + 3 5 3 2 ,0
03 -0 1 +031 ,8 0 ,0 0 0 4 8 6 +15,57
07 -0 1 +600 ,9 0 ,0 0 0 10 0 +6 0 ,08 8
0 7 -0 3 + 112 5 ,0 0 ,0 0 3 2 2 3 +3622 ,5

3
Объем материала V  = 0 ,2 4 3 2 3 5  м .

Т а б л и ц а  3.

Номера „ стержней
Напряжения
(б". ),  МПа 

J

Площади попе-; 
речных сечений,
( P j ) .  м2

Усилия 
(N .  ) ,  кН

0 1 -0 6 1 1 2 5 ,0 0 ,0 0 0 0 5 3 60,09
0 2 -0 6 1 1 2 5 ,0 0 ,0 0 3 2 8 2 3 6 9 2 ,2 5
0 1 -0 2 2 10 ,0 0 ,0 0 0 1 3 7 28,79
0 3 -0 2 2 10 ,0 0 ,0 1 6 8 2 2 3 5 3 2 ,6 2
0 3 -0 1 2 10 ,0 0 ,0 0 0 1 3 7 28 ,79
07 -0 1 1 12 5 ,0 0 ,0 0 0 0 5 3 60,09
0 7 -0 3 1 1 2 5 ,0 0 ,0 0 3 2 8 2 3 6 9 2 ,2 5

V  “  0 ,2 3 9 6 9 5  M .

Результаты оптимизации системы с учетом линейно-упругой 
работы материала представлены при неучете деформированной 
схемы в табл. 1 и при учете деформированной схемы в табл. 2 .

Некоторое нарушение симметрии в результатах счета, пред­
ставленных в табл. 2 , объясняется незавершенностью итерацион­
ного процесса оптимизации в связи с незначительным изменени­
ем целевой функции.

Сопоставление результатов показывает, что неучет дефор­
мированной схемы при оптимизационном расчете приводит в дан­
ном случае к увеличению объема материала на 11,5%.
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Результаты оптимизации с учетом деформированной схемы и 
Viiруго-пластической работы элементов представлены в табл. 3 
II говорят о том, что система находится в предельном физичес- 
MiM состоянии. Неучет деформированной схемы и упруго-пласти- 
'ич кой работы материала приводит к увеличению объема мате­
риала на 13,2%.
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А.А.К рючко  в

ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗГИБА КРУГЛЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИ-ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 

ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНЫМ МЕТОДОМ

Круглые и кольцевые пластины переменной жесткости из 
нимпозитных материалов с радиально-кольцевым армированием, 
‘II рппиченно применявшиеся ранее в некоторых областях строи­
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