
Полученные результаты могут найти применение при реше­
нии ряда контактных задач теории упругости.
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РАСЧЕТ БАЛОЧНЫХ П Л И Т , ЛЕЖАЩИХ НА УПРУГОМ КЛИНЕ 
СО СВОБОДНЫМИ ГРАНЯМИ

В исследовании [11 приводятся выражения для компонент 
напряжений в плоском клине со свободными гранями от дей­
ствия нагрузки, приложенной к границам клина. Пользуясь ими, 
можно получить выражения для относительных перемещений 
граней клина от действия нормальной сосредоточенной силы Р:

Р ( 1 - V ) A W ln -L  - E L lz lA
•к E

L ^ ( у ,а )

C O S  ( у 1 п - 2 ^ )

Ў
2.

d y ;

V
Y = Ik

= -   ̂ В(=<.)1п-

c o s ( y

2Р(
7ГЕ

СК7

/ 2̂̂ dy; ( 1 )

Ь  ( у . ^ )  ^ . ь ^Су . с. )  =
J- о о  о2 2 2 Sh 2<^у-у sin 2сА

22
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где 2 »̂  .—  угол раствора клина; а. —  расстояние от вершины 
клина до силы; г —  точка, где определяется перемещение; 
E,V —  модуль упругости и коэффициент Пуассона материала 
клина.

Методом специальной аппроксимации [2 ]  функций L ^ ( у ,  d. ) 

и ( у ,  оЬ ) можно получить следующие выражения для пере­

мещении:
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[величины перемещений, вычисленные по формулам ( 2 )

( 2 )

для
_  TT , совпадают с результатами О.Я.Шехтер, приведенны­

ми в работе [зХ  Отметим, что выражения (2 )  дают точные 
решения для случая упругой полуплоскости ( «с = ТХ/2 ).

Рассмотрим плиту, лежащую на упругом клине в условиях 
плоской деформации (рис. 1 ).  Требуется определить внутрен­
ние усилия в ее сечениях, распределение реактивных давлений 
в контактной зоне от заданной нагрузки (см. рис. 1 ).  Прини­
маются следующие предпосылки: 1 ) касательные напряжения в 
контактной зоне не учитываются; 2 ) для плиты считаются 
справедливыми гипотезы изгиба; 3 ) связи между контактной 
поверхностью плиты и клином считаются двусторонними.

Сначала рассмотрим случай жесткого штампа. Искомый за­
кон распределения контактных давлений определится из следую­
щего уравнения;
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J ' p ( x ) l n  l ^  - X  [cbc -  p ( x )  In x d x  =

( 3 )

где ^  , tięj— соответственно угловое и линейное перемещения

левого края штампа; х = х/1 , і ; = ё ,/ 1  -  безразмерные

координаты; 1 —  полуширина штампа, ^
Уравнение (3 )  подстановкой t  я  X l n _1 приводится

к следующему;
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Очевидно, величина C на напряженное состояние 

влияния не оказывает.

Рассмотрим следующее соотношение [ 4 ] :

1п|е-^^- = 1пуо|z - t | + -^/>( z + t )  +

штампа

(5 )
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Учитывая, что в большинстве практических случаев штамп 
не вплотнзпо примыкает к вершине клина, выражение (5 )  для

представим в следующем виде [4 j:

I n l  J= 1п^э| z - t  1+ (  Z  +  t )  +
; - t ) 2 k

( 6 )
оо

+ .2:к=1 ^ ^
к . 1
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где ^2к. ~ Бернулли
Учитывая наличие логарифмической особенности в выраже­

нии ( 6 ) и соотношение [з ,  б ] ,
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I n  I z - t  I d t  =J  / і -t^  ------ T  ( z )  , m =l, 2,...,_ I  '  m m 'm
где = c o s (m  a r c o s  z )  -  полином Чебышева I  рода,

будем искать решение (4 )  в виде

t
X

Р ( t ) = 71 - t

OO - чг А  T  (t ) . т = о  m m'
( 8 )

Рис. 1. Схема нагрузки и плиты, лежащей на 
клине.

Подставляя равенство ( 8 ) в (4 )  и учитывая свойство орто­
гональности принятых полиномов Чебышева и соотношение ( 7 ) ,  
приходим к уравнению относительно переменной z  . Согласно 
способу ортогональных многочленов [̂ 2 J умножаем все члены

2 —  ^  *  

этого уравнения на ' T ^ ( z ) ( l - z  ) 2 -  0 ,1 ,2 . . . ) и ин-
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тегрируем в предепах[]-1 ,;^ .Получаем бесконечную систему от­
носительно неизвестных коэффициентов A jj^ (m = l,2 ,3 „..) и пере­
мещений штампа. Полученную систему можно решить методом 
усечения 1̂  ̂ . Первый член разложения ( 8 ) находится из урав­
нений равновесия. В нашем случае они следующие:

/ Pр ( х )  d x  = —  ; У  х р (  х )  d x  =
P H

Ь _  * ь 1
где H -  расстояние от вершины клина до приложенной 

(см. рис. 1 ).
Из выражений (9 )  следует:
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где

гумента. Уравнение (1 1 ) необходимо добавить к бесконечной 
системе для определения 1 *2 ,3 ,...) и перемещений
штампа.

-  . Я Е 1В табл. 1 приведены величины у» для опреде-
°  2 P (1 - V ^ )

пения поворота жесткого штампа под действием центрально 
приложенной сосредоточенной силы Р.

Особый интерес представляет случай поступательного пере­
мещения штампа [ 2 ] .  В этом случае с учетом первых пяти 
членов разложения ( 8 ) можно получить
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А  -  -3^2____  А  •
"  5760  1 ’

A ^ = -
P

5760
А  .о ( 12 );

Точка приложения силы, вызывающей поступательное пере­
мещение штампа, определится из выражения (1 1 ) ,  Внутренние 
усилия в сечениях штампа находятся интегрированием напряже­
ния по формуле ( 8 ) :
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Постоянные интегрирования, входящие в выражение 
определяются из краевых условий

C = -----
о 2 *

2 2  ^^ _ P  , , Ь П
С . = — —  Ь 1+ ---- -—

т
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е ^ Га  R ( - 1 )  - L о
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P
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(13 ),

( 1 4 )

- A R  ( 1 ) 1 ,  Н < Х  <Сс . т = 1  m m m '

При вычислении изгибающих моментов по формулам 
полезно воспользоваться следующим разложением Г ’ 

t
е = I ( ) +  E I ( - ^ ) Т  ( t ) .^   ̂ т =1  m' X '  m'

(1 3 )

Рис. 2. Эпюры контактных 
давлений под жесткой пли­
той при ее поступательном 
перемещении 
Ь =0,5; C =2,5.

На рис. 2 приведены графики распределения реактивных 
давлений для некоторых видов клина при поступательном пере­
мещении штампа. Пунктиром показано решение для полуплоско­
сти Г з1 •

В процессе расчета плиты конечной жесткости возникают 
определенные трудности, вызванные решением дифференциально­
го уравнения изгиба при задании реактивных давлений в кон-
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гактной зоне в виде представления ( 8 ).  Поэтому задачу будем 
[іешать методом Б.Н.Жемочкина С э ]. На это автору бьшо ука­
зано О.Я.Шехтер и М.И.Бронштейном при обсуждении данной 
работы. Запишем выражение для определения относительных пе­
ремещений точки грани клина от действия единичной нагрузки, 
распределенной по участку d  , с  . Получается в результате 
интегрирования ( 2 ):

2ч

-  п е (  c - d \  =

р( г, С, d, аС) =( C- d ) S In Г +

s k + 1
OOiSi к ( s k + l )  ’

Р (  г, с , d,oC) = s (  d - c  + C In  c - d  In  d ) +

г > c

CO
+ Г
^ к =1

г \ S k - I  s k - 1
■ d

к ( s k - 1 )

Р (  г, с , d, оС) = s (  г -  C + C In c  -  d  In  г ) +

г < d : (1 5 )

+ г 

d <  г <Сс

OO

к̂ 1
(

d \ s k + 1 
г
к  (  Sk  + 1 )

-  1
г ч S k - 1

+ г
(-У -  1

к = 1  к (  S k - 1)

где c - d  -  ширина участка.
Плиту разбиваем на 20  равных участков и между ней и 

клином в середине каждого участка устанавливаем жесткие 
стержни, через которые осуществляется контакт плиты с упру­
гим клином. Принимается, что усилие в каждом стержне вызы­
вает равномерно распределенную эпюру реактивных давлений в 
пределах каждого участка. Полученная статически неопреде­
лимая система решается смешанным методом. За неизвестные 
принимаются усилия в стержнях, линейное и угловое перемеще- 
ІШЯ края плиты. Коэффициенты при неизвестных в системе ка­
нонических уравнений смешанного метода зависят от упругих 
перемещений клина и прогибов плиты. Последние определяются 
обычным способом СэЗ. Перемещения клина вычисляются по 
выражению (1 5 ) .  Дальнейшие расчеты выполнялись с исполь­
зованием ЭВМ 'М инск-22М ".
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Рис. 4. Эпюры контактных давле­
ний под плитой конечной жесткос­
ти от действия равномерно распре­
деленной нагрузки:

Ь = 0,5; C =2,5; л= 1 ^

На рис. 3, 4 приведены эпюры реактивных давлений в кон­
тактной зоне плиты при некоторых значениях параметра р  и 
показателя гибкости /3 [ s j .  Считалось, что сила приложена 
к центру плиты (рис. 3 ) и плита загружена сплошной равно­
мерно распределенной нагрузкой (рис. 4 ).  Пунктирной линией 
показано аналогичное решение для полуплоскости f s j .

Полученные результаты могут найти применение при расче­
те фундаментов сооружений, расположенных вблизи горных
склонов.
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РАСЧЕТ РЕГУЛЯРНЫХ СИСТЕМ 
C ЗОННО-УНИФИЦИРОВАННЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

Рассматриваются пространственные стержневые системы ре­
гулярного строения, допускающие принятие шарнирно-стержне- 
ІЮЙ расчетной модели и проведение расчета в линейно-упругой 
постановке. К таким системах могут быть отнесены конструк­
ции типа структур. Регулярность строения структур обеспечи­
вает им высокую технологичность в производстве и монтаже.но 
!приводит к недонапряженности многих элементов. Один из спо­
собов учета этих противоречивых факторов — зонная унификация 
■ щеменгов конструкции, т.е. назначение размеров элементов 
одинаковыми в пределах определенных геометрических зон.

Задача нахождения оптимального количества зон, их разме- 
IWB и конфигурации в плане, а также соотношения площадей 
поперечных сечений элементов между зонами чрезвычайно сло­
жна. Однако исследования [ І ,  2 3 показывают, что для струк­
турных конструкций нерационально иметь более 4... 6 различ­
ных типоразмеров. Этот фактор, а также наличие значительно­
го количества исследований зависимости напряженно- деформи- 
іюванного состояния структур от конструктивной схемы, нагру­
зок и опорных закреплений позволяют во многих практических 
случаях считать известными количество и геометрические па­
раметры зон унификации. Также будем считать известными ге­
ометрическую схему и материал конструкции, а узловую наг­
рузку -  произвольной, но заданной в виде нескольких расчет­
ных сочетаний. Ставится задача -  найти в пределах применя- 
омого сортамента такие значения площадей поперечных сечений 
млементов в зонах, чтобы объем системы был минимален и со-
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