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Р .И .Ф урунж иев

КОНТАКТНЫЕ КОНЕЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В РАСЧЕТАХ 
КОНСТРУКЦИЙ НА ОСНОВЕ СУПЕРЭЛЕМЕНТОВ

В расчетах конструкций методом конечных элементов на 
основе суперэпементоБ расчетная схема конструкции расчленя­
ется на отдельные части в соответствии с топологическими, 
функцирнальными и другими особенностями [ 1  -  4  J , В ре­
альных конструкциях между их отдельными частями может 
иметь место податливый контакт. Известные методы расчета 
на основе суперэлементов предполагают наличие только жест­
кого взаимного контакта между частями конструкций. Такой 
контакт -  частный случай податливого сопряжения, когда по­
датливость равна нулю. Кроме того, эти методы предполагают 
формирование специальных подматриц, которые зависят от ха­
рактера границ между отдельными частями конструкции и в 
конечном счете от ее индивидуальных особенностей.

В нашей статье рассматривается методика стыковки мате­
матических моделей отдельных частей конструкции с исполь­
зованием так называемых контактных конечных элементов 
(ККЭ ), позволяющая непосредственно по матрицам жесткости 
отдельных частей конструкции формировать матрицу жесткости 
системы в целом и учитывать при этом податливый контакт 
между отдельными частями, >^сткий взаимный контакт при 
этом учитывается по методике, аналогичной учету граничных 
условий в методе конечных элементов.

В основе методики лежит процедура введения между смеж­
ными узлами конечноэлементной модели отдельных частей кон­
струкции специальных контактных конечных элементов [  4 j.  В 
случае непосредственного жесткого примыкания вводятся фик­
тивные ККЭ бесконечной жесткости. При численной реализа­
ции жесткость последних принимается конечной достаточно 
большой величиной. Для улучшения обусловленности матрицы 
жесткости системы предлагается процедура преобразований, по­
сле которой большие величины, создаваемые в отдельных слу­
чаях ККЭ, оказываются на диагоналях матриц.
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Потенциальная энергия деформации элементарного 
равная работе внутренних сил, представляется в виде

W  =
S S  S

ККЭ,

( 1 )

где g g  , Д  S -  соответственно жесткость (реакции от еди­
ничных перемещений) и относительная деформация S  -го  эле­
ментарного ККЭ. На основании теоремы Клапейрона матри­
ца жесткости рассматриваемого элементарного ККЭ, соответ­
ствующая вектору относительных перемещений, который пред­
ставлен одной компонентой а равна

= ё .

Аналогичная матрица жесткости элементарного ККЭ, 
ветствующая вектору перемещений смежных узлов ККЭ, 
ставляется в виде {[4 ^

Tl -1~

- 1

(  2)

COOT-

пред-

(.3)

Подставляя в выражения (2 )  и (3 )  податливости растяжения -  
сжатия, сдвига, кручения и др., можно формировать матрицы 
жесткости для различных типов ККЭ. Суммируя разнообразные 
элементарные ККЭ с учетом нумераций компонентов переме­
щений, можно формировать сложные ККЭ. Как показано в ра­
боте [4^ , сложением элементарных ККЭ растяжения-сжатия и 
сдвига может быть получен, например, комбинированный ККЭ 
C такими свойствами и матрицей жесткости, как и конечный 
элемент, сформированный в работе . Аналогично может 
быть построен комбинированный ККЭ со свойствами, подоб­
ными свойствам контактного элемента, приведенного в статье
[6] .

Рассмотрим методику формирования матрицы жесткости сис­
темы на основе суперэлементов с применением ККЭ. Примем 
границу между частями конструкции не в виде одиночной ли­
нии, как это делается в процессе традиционных методов раз­
бивки на суперэлементы (рис. 1, а ), а в виде двух линий, как 
показано на рис. 1, б. У злы , лежащие на граничных линиях, 
принадлежат только одной из примыкающих частей конструкции. 
Введем между смежными узлами примыкающих частей кон­
струкции контактные конечные элементы (рис. 1, б ).
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Рис. I. Способы разбивки расчетной схемы конструкций 
на суперэлементы:
1 — граничная линия; 2—1 граничная линия; 3 — II Граничная ли ­
ния.

Сгруппируем компоненты перемещений внутренних и внеш­
них узлов и соответствующие подматрицы жесткости частей 
конструкции в отдельные подсистемы. Уравнения метода ко­
нечных элементов без учета ККЭ тогда представляются сово­
купностью отдельных подсистем алгебраических уравнений. 
Совместность этих подсистем обеспечивается прибавлением к 
матрице жесткости совокупности таких уравнений соответству­
ющих подматриц контакта, составленных на основе матриц 
жесткости ККЭ Qs]] ;

f p ] ,  t  ■ ' J ,

, где  [ к р ] , -
У + 1

^p+ 2 •••

^ў+З...

® / )+ 4  J

( 4 )
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диагональная матрица жесткости ККЭ на границе j размер­
ностью m X m ; m -  число ККЭ на границе j ; g g  
жесткость j -го  ККЭ; j -  порядковый номер граничной ли­
нии; P  -  порядковый номер последней компоненты переме­
щений внутренних узлов предыдущей части.

Для простоты и большей наглядности разобьем расчетную 
схему конструкции, показанную на рис. 1, на две части. Мат­
рицы жесткости отдельных частей конструкции относительно 
векторов перемещенийf  U.I TĴ  | и размер-

L 1
ностью соответственно п

H . -

1 1 , 1 к.. Ik.

L gi| gg

II'
L g  

представляются в видё

[ - J n  =

II I к II
gg| gi

, II I , II к._  ̂ I к.. 
Ig  I U

(5)

Матрица жесткости системы форі«Гйруется из матриц жест­
кости (5 )  отдельных частей и подматрицы контакта (4 )  сле­
дующим образом:

[ • ^ ] -

к', i к' I
'к^ I

g i j  ggl I

Ь - - 1 -

' "Ik^^
I g g  gi

----- -J-------- [— — -L — —

T |к" 'к“
I I Ig I il-

У .  I- “ 4- в - U - I  _ _

-------(---P--I--------JJ 1--- ------
I - к  I +1 к^^

P I g g  I
I I +к

_ _ 1 _______ I _____EJ__
I I I к“
I I Ig I 11_

к 1-к 
P I P

-4-

■ 7 Т “Г “ Г '
р1 P I

( б )
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гдеI ‘азмерность этой матрицы ( п̂ . + ) х ( + п ) ,
п, -ь = п +  п _  ( п  _  общее число искомых^^ компо- 

■L II ёік'нт перемещений; п -  число компонент перемещений гра­
ничных узлов).

Заметим,что для случая разбивки, показанного на рис. 1,а, 
матрица жесткости представляется в виде

[ к ]  -
С ? )

ИЛИ

[ . ] -

к".
U

T
к ' '

11

i к'
. I I

в і

I  I .  I IC -I к.
g i j  I g

* J
+ к

+

I I

( 8 )

в зависимости от принятого порядка компонент соответственно 
в виде [  u j I  или [  .

’ '  ис-L i  g  1 л  < - 1  I ^  S Jмерность этих матриц п  х  п  , где п -  общее число 
комых компонент перемещений конечноэлементных узлов 
темы.

Как видно из вьфажения для матрицы жесткости ( 6 ) ,

/1 OtJrin̂ ./
I  .Ра з-

сис-

gg** О ( S  = 1,2, .,,, m ),  т.е, отсутствии взаимного
при 

кон­
такта, система уравнений метода конечных элементов распа­
дается на ряд отдельных независимьк подсистем. Это соот­
ветствует отсутствию некоторых связей или самостоятельной 
работе отдельных частей конструкций. При мо­
делируется податливое сопряжение между частями конструк­
ции. Если же величина жесткости KK Э имеет бесконечно боль­
шое значение, т.е, g g  = оо , т о  моделируется жесткий
контакт. При численной реализации жесткость соответствующе­
го ККЭ принимается конечной большой величиной.
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Трудности в вычислениях могут возникнуть из-за плохой 
обусловленности матрицы жесткости системы, порождаемой 
большими внедиагональными членами, которые могут созда­
ваться ККЭ в случаях, когда преодоления
этих трудностей полученную матрицу (6 )  можно преобразовать 
таким образом, что эти большие величины оказываются на 
диагонали матрицы жесткости.

Преобразуем компоненты перемещений узлов, лежащих на 
одной из пиний границы, в относительные перемещения меж­
ду смежными узлами, принадлежащими различным частям кон­
струкции, Зависимость эта имеет следующий вид;

и ”  = + Д U, ( 9 )

где -  компоненты перемещений смежных уз­
лов, лежащих соответственно на граничных линиях I  и II (рис. 
1, б ). В качестве степеней свободы ККЭ тогда рассматрива­
ются относительные перемещения между смежными узлами 
границы [ б ] .  Матрица жесткости ККЭ состоит из одного 
элемента и имеет вид, представленный выражением ( 2 ) ,  Мат­
рица жесткости конструкции в целом строится относительно 
вектора перемещений, в которой компоненты перемещений од­
ной из граничных линий заменяются относительными переме­
щениями соответствующих компонент смежных узлов. Эта
матрица может быть получена из матрицы жесткости конст­
рукции (6 )  путем некоторых преобразований.

Так. например, если в сформированную с использованием
матрицу, соответствующую вектору перемещений

[,ввести преобразование ( 9 ) ,
ККЭ

X g  g
пахучим следующую'матрицу относительно вектора
щений Г u l U ^ A U u l i }  :

ТО

переме-

[ ^ ] .

2 .  к 'U I Ig
T V

I

- ! 
SM -  к

-7 --------------- ^------

+ V l - к  I
I P  I

----- J______ P______ I____________^ _____
“  I . . I I  . . .  . . . I I  . . .  ^ . I I

g g
+ к  -  I к  + к

g i

I , II
L _  _L .

I k ll ~ [ k ll
—I _ i g ______L

( 10)
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('уммйруя далее вторую строку матрицы с третьей, оконча- 
П'льно получаем

M -

X T J -----------  I ~к.. , к.
11 I Ig  I I

~ Т  І 7 І  !
^gi ^ g "^  ̂ g g ^ g g J  ̂ gi

~ ~  I к " 7  “  ! ■

I

к

+к

g g  ‘ g i

t  ,11 ~1 . I l “ t  II
_____I ^ i g ______I___ _ ig _ l_ i i .

( 11)

Полученная матрица содержит подматрицы kj^ ,k|g, к^^
и к|  ̂ , \ }̂  ̂ к^ .̂ , k^I I являющиеся іЙементал

к і •K g i ,
к* и к ‘  ̂ , к"" k i l   ̂ J îi  ̂ являющиеся элементами 
gg  i i  i g ’ g i 

математических моделей соответственно первой и второй час­
тей конструкции, и подматрицу кр  , составленную из матриц 
жесткости ( 2 ) KKЭ.

Как видно, при = О, т.е. -отсутствии связи, соответст­
вующие уравнения матрицы (6 )  становятся взаимно незави­
симыми, Если же сопряжение между частями полностью от­
сутствует, то [  J ~ ^  матрица (1 1 )  распадается на две 
не связанные подсистемы типа первого слагаемого выражения 
(6 ) .

Если жесткости ККЭ соизмеримы с жесткостями конеч­
ных элементов конструкции, то обеспечивается расчет кон­
струкций C учетом податливости сопряжения отдельных частей. 
Наконец, для моделирования жесткого взаимного примыкания в 
подматрице соответствующему элементу к ^  присваиваются 
большие,но конечные значения.Так как элементы жесткости 
располагаются теперь только на диагоналях матрицы жесткости 
системы (1 1 ) ,  то эта процедура автоматически обеспечивает 
очень малые значения для соответствующих компонент пере­
мещений Л и .  Как видно, эта процедура тождественна учету
граничных условий с помощью искусственного приема, пред­
ложенного Пейном и Айронсом Q23 .

Таким образом, для автоматизации процесса стыковки ма­
тематических моделей отдельных частей конструкции и форми­
рования матрицы жесткости системы должны быть сформиро­
ваны подматрицы, соответствующие компонентам внутренних у з -
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[к | і  ]  илов Г Ч а ] 'X̂i -J “ граничных узлов (_ J і подматриц ]_
для каждой части конструкции и подматрица J на осно­
ве исходной информации о характере сопряжения частей.

В общем случае матрицы Г формируются,
ориентируясь на максимальное число граничных узлов. Зада­
вая соответствующие значения жесткости ККЭ нулю или бес­
конечности, автоматически учитываются условия отсутствия той 
или иной связи или жесткого примыкания. Очевидно, что гра­
ничные условия реальных задач можно также трактовать как 
ККЭ. Тогда искусственный прием, предложенный Пейном и Ай­
ронсом 6 J , находит здесь ясную физическую интерпретацию.

Изложенный метод стыковки математических моделей от­
дельных частей конструкции положен в основу разработанного 
комплекса алгоритмов и программ расчета стержневых, плас­
тинчатых и комбинированных конструкций. Программы для
ЭВМ составлены на алгоритмическом языке ФОРТРАН I  У.
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