
HI гы расчета и их сравнение с результатами работ [ 2, 4] приведены 
M габл. 1 . Наши результаты оказались несколько лучше, чем в рабо- 
и* [ 2] , по расходу материала, но при большем количестве итера­
ций. Это объясняется назначением нами слишком строгого крите­
рия сходимости итерационного процесса по объему (0,5 %). Наши 
результаты также несколько лучше, чем в работе [ 4 ] , где задача 
р(‘шалась методами математического программирования.
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ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 
В МЕХАНИКЕ ТВЕРДОГО ДЕФОРМИРУЕМОГО ТЕЛА

Равновесие сплошной среды при отсутствии массовых сил опи­
сывается системой однородных уравнений. В классической (линей­
ной) теории они имеют вид

V .0̂  = 0, (1)
ч i IcЗдесь и компоненты тензора напряжении о , и ковариантная 

производная V • отнесены к начальным векторным базисам — ос­
новному F. и взаимному произвольной криволинейной системы 
координат.

Общее инвариантное решение системы (1) в компонентах тен­
зора функций напряжений было дано Б.Финци (1934) ,  А.Ю.Крут- 
ковым ( 1 9 4 9 ) , В.И.Блохом (1950) [1]  :

где Xm ti _  т:Ш ;:t
m̂nXsf ( 2 )

(г̂  X ) — компоненты дискриминантного тензора;
”  вторая ковариантная производная; Xgt “  компоненты тен­

зора функций напряжений. В качестве последнего может быть взят 
любой симметричный тензор, компоненты которого и их производ­
ные требуемого порядка — непрерывные функции.
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При переходе к общей (нелинейной) теории различают началь- 
__ 3 векторные базисы г. , и базисы в деформированном состоя­
нии T*, г* . Они связаны между собой прямым и обратным преобра­
зованиями:

ные

г * =  ̂ Pl (3)

Коэффициенты прямого преобразования находятся через ком­
поненты метрического тензора и тензора дисторсии:

=  m ^ у  
1 1

(и̂  — компоненты вектора перемещения). Якобиан прямого прей 
образования D= | а | полагается отличным от нуля, что позволя­
ет определить коэффициенты обратного преобразования как

=(1/0 )ЭВ/Эа^ .

Тензор напряжений нелинейной механики определяется в бази­
се г • . Если еще и ковариантные производные вычисляются в мет­
рике деформированного состояния (мы будем помечать их звез­
дочкой) , то уравнения равновесия [ 2] по внешнему виду совпада­
ют с ( 1 ) :

0 . (4)

Естественно, что и решение Финци—Круткова—Блоха остается спра­
ведливым:

_ і к _■s.mti'vnsk V* n ^ t (5)

(компоненты дискриминантного тензора также определены в 
базисе г . ) .

Структура уравнений (4) и их решения (5) достаточно проста,
однако их использование в приложениях к частным задачам о рав­
новесии твердых деформируемых тел неудобно-по разным при­
чинам. Например, в решаемых задачах, как правило, известны пер­
воначальные положения точек тела и ограничивающих его поверх­
ностей. Поэтому граничные условия (статические, кинематические 
и др.) проще всего задаются в начальном векторном базисе.

Что касается уравнений равновесия, то их вид в начальной мет­
рике известен [ 3] :

( 6 )V. ( a^j^Da' ^)  =  0.

ik —*(напряжения о относятся по-прежнему к базису г • ).
Представляет определенный интерес и решение ( 5 ) , преобразо­

ванное к начальной метрике.
Развернутые выражения ковариантных поизводных второго по­

рядка громоздки, в литературе их приводят исключительно для 
векторов.
Применив аналогичную методику к тензорам второго ранга, 
получим
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Эх“ Эх'
-  _ Г Р  V *  у - T P ' s ? *  Y - Г ^  V * Y  -n ns m " vt  n t ^ m ' ^ p s  mn P ^ s t

_ r P V * v  - T ^ V ’ yms n ^pt  m t n '^ps

9 Г Р

Эх"
+ Г'* ГР )x ,ns mq^-^pt

ЭГ^ ̂ nt  *Q * * * ♦ ♦
(--------+ Г ГР )x -  (ГР ГР , -Ь ГР ГР )хnt mq^^ps ns mt  nt m s ^ p q

Эх™

По определению символ Кристоффеля второго рода
* Эг* 
рР = —^  ' гР .

Эх^

(7 )

( 8)

Используя преобразования (3) и определение (8) в начальной 
метрике, будем иметь

Ъа"
ГР = 7 ) , f l P r P =  E- + а'Г,*^)|ЗР

ns г  *• Эх® n Is г
Эх®

Переходя затем от обычной производной к ковариантной и вво­
дя обозначение

Y  = (3 ,р у  i  ,' ns ' l̂ n s

окончательно получим

fp  =  рр + уР .ns ns ' ns

C использованием этого выражения удается легко преобразо­
вать и ковариантные производные первого порядка:

V m ^ p t  ”  %пр ^  qt ~  ^ m t  ^ p q  ’

Теперь все величины, входящие в ( 7 ) , в принципе определены. 
Несложные, но довольно громоздкие выкладки дают окончатель­
ное решение уравнений (6) в виде

-<tV^Xps-7^s7ntXpq)-

.VpXpt-T^„Vp X^t-

(9)

Отсюда могут быть получены решения для частных вариантов 
теории. Например, полагая D = 1 и О, приходим к решению
(2) линейной теории. Далее по сложности идет квадратичная тео­
рия. В ней коэффициенты решения (9) надо определить с точно­
стью до первой степени перемещений и их производных. C этой точ­
ностью, в частности, получаем

D = 1 + V  ; 7^ = \7 •Vp ^ms Vms
27



Тогда для квадратичной теории

îk _  ^mti ̂ nsk
[ ( 1 - 2 V  -  V  u P V x . -

- V  U ^v X , -  V  .uP\7 X J  •mn p'^st ^nt  m ^ st ^

Тензор функций напряжений используется в решении трехмер­
ных задач и является обобщением функции Эри в плоской задаче и 
функции Прандтля в задачах на кручение стержней.
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ОПТИМИЗАЦИЯ СТАЛЬНЫХ ВЕРТИКАЛЬНЫХ 
РЕЗЕРВУАРОВ ПО ВЕСУ

В последние годы в связи с увеличением пропускной способно­
сти магистральных нефте- и нефтепродуктопроводов наметилась 
тенденция к увеличению вместимости резервуаров,

В ЦНИИпроектстальконструкции разработаны проекты резер­
вуаров C оптимальными габаритами (высотой, диаметром и полез­
ным объемом). При этом в резервуарах объемом 10—100 тыс.м^ за 
оптимальную принята высота 18 м [ 1] . Резервуары относятся к ин­
женерным сооружениям, работающим в сложном напряженно- 
деформированном состоянии [ 2] .

Цель настоящей статьи — разработка и реализация методики 
определения оптимальных значений геометрических параметров, 
обеспечивающих минимум показателя веса при выполнении усло­
вий прочности и устойчивости резервуаров большой вместимости 
со стационарным сферическим покрытием. При этом габаритные 
размеры считаются заданными. Для решения поставленной задачи 
была построена оптимизационная модель выбора наилучших зна­
чений параметров резервуара, для которой целевая функция — по­
казатель расхода материала на конструкцию (рис. 1 ) — имеет вид

V = 2 ^ ( V c T

H/h^
E ( I )
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