
где “  горизонтальное перемещение верха опоры со свобод­
ной вершиной от единичных силы(Т) и момента М; — угол
поворота опорного сечения верха опоры со свободной вершиной 
от единичных силы и момента; — горизонтальные переме­
щения верха опоры от расчетных значений горизонтальной силы и 
момента с учетом упругого защемления; — угол поворота
опорного сечения верха опоры от расчетных значений горизонталь­
ной силы и момента с учетом упругого защемления;  ̂ 2 “  со­
ответственно горизонтальная и вертикальная реакции в опорных 
частях от единичных деформаций, зависящие от материала и их ис­
полнения.

Полученные результаты могут найти применение при расчете 
Незростверковых опор транспортных сооружений.
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ОПТИМИЗАЦИЯ сложных ШАРНИРНО-СТЕРЖНЕВЫХ 
СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

НЕОБХОДИМЫХ УСЛОВИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ

При решении задач оптимизации конструкций методами мате­
матического программирования приходится многократно выпол­
нить анализ их напряженно-деформированного состояния. Кроме 
toro, алгоритмы, реализующие методы математического програм­
мирования, сложны и существенно замедляют сходимость в 
окрестности искомого экстремума. Все это требует значительных 
іатрат времени ЭВМ при оптимизаций сложных многоэлементных 
• тержневых систем.

Наоборот, решение задач оптимизации конструкций как 
обратных задач строительной механики приводит к простым 
иыстросходящимся алгоритмам. Оптимальность решения при этом 
«иязывается не с удовлетворением наилучшим образом критерия
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оптимальности, а с удовлетворением выдвинутых требований к на­
пряженно-деформированному состоянию оптимизируемой систе­
мы. Выдвигаемые требования могут иметь ясный физический 
смысл (равнонапряженность или полнонапряженность элементов) 
или быть формализованы (необходимые условия оптимальности — 
условия Куна—Таккера). Однако строго обосновать такой подход 
не удается, хотя оптимальное решение, как показывают численные 
исследования, в большинстве случаев достигается.

В работах [ 1,2] так же, как и в данной, задачи объемной опти­
мизации сложных стержневых систем решаются как обратные за­
дачи строительной механики. В качестве дополнительных условий 
оптимальности используются квазиравнонапряженность [1 ] и усло­
вия Куна—Таккера [ 2] . Каждое из нарушенных ограничений на 
перемеидения, начиная с наиболее активных, удовлетворяется от­
дельно. В предлагаемом ниже решении, как и в [ 2 ] , в качестве ус­
ловий оптимальности приняты условия Куна—Таккера, но в отли­
чие от [2] решение получено в усилиях, а не в перемещениях. Кро­
ме того, все нарушенные ограничения на перемещения удовлетво­
ряются одновременно, что в общем случае сокращает объем необ­
ходимых вычислений по сравнению с [ 1 ,2] .

Таким образом, в настоящей работе, используя необходимые 
условия оптимальности — условия Кунна—Таккера — решается 
задача минимизации объема линейно-упругодеформируемых шар­
нирно-стержневых систем. Учитываются условия прочности и 
устойчивости элементов, а также равновесия и совместности де­
формаций системы и ее допустимой жесткости. Показана возмож­
ность учета условий дискретности и унификации элементов.

Применительно к нормам проектирования металлических кон­
струкций математическая модель задачи имеет следующий вид:

min V 
F

max

1
2
i= I

1
2
i= I

F.L .

N..N.13 ig
E.F.

Ц -  [ Y j ] < 0 , j =

F. >  max(
a . R .

-N."

Ф. m. R.“ i i ł
), i = l ,

( 1 )

( 2 )

(3)

где V — теоретический объем элементов системы; L-, F., F^^ -
соответственно длина, площадь поперечного сечения и ее минималь-

Niq — усилие Hно допустимое значение для і-го элемента; N-II1-м стержне, вызванное соответственно единичной силой, приложен 
ной по j -му направлению и q-м сочетанием нормативных значении 
нагрузок; E-, R- — модуль упругости и расчетное сопротивление

предельное значение перемещения 
Nj” — соответственно максимально и
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минимально возможные усилия в і-м элементе, вызываемые расчет­
ными сочетаниями нагрузок; а- , , пт — коэффициенты соот­
ветственно ослабления сечения, продольного изгиба и условий ра­
боты І-ГО элемента; I, J, Q ~  количество соответственно элементов 
в системе, направлений, перемещения по которым ограничены, и 
сочетаний нормативных значений нагрузок.

К математической модели (1) —(3) следует добавить в форма­
лизованном виде условия статической и кинематической совмест­
ности системы. Но они не представлены здесь, так как не фигури­
руют ни в ниже полученном решении задачи, ни в промежуточных 
выкладках, однако подразумевается их обязательный учет.

Сначала решим задачу минимизации целевой функции (1 ) при 
учете только ограничений на перемещения (2). Функция Лагранжа 
для них имеет вид

Л = Z F.L. +
і=1

J
2 Г, ( 

j- 1

I N..N и iq
л H F.1 1

Ц -IY,]). (4)

“ ■ функция Лагранжа и множитель Лагранжа, связанныйгде А
C j-M ограничением на перемещение. 

Запишем условия Куна—Таккера:

ЭА
Эт.]
= О,

ЭА
ЭН.

max

= L.
J
2 г. 
j - i  ^

N . N. i] iq
E.F.I I

N.. N’U iq 

EF^

Ц - I Y j l  =
1 N.. N'
2

i= i E.F.I I

j =  I, . .

L. =  0 , I :

[Y,]

I , . ..,I,

где — номер сочетания нормативных нагрузок, вызывающего 
наибольшее перемещение по j-му направлению.

При^зятии частных производных от выражения (4) по F- вели­
чины N-- , N- полагались константами, что обусловлено малым 
влиянием вариации одного параметра на напряженно-деформиро­
ванное состояние системы.

Применяя далее методику работы [ 3 ] , получаем рекуррентные 
твисимости, связывающие значения множителей Лагранжа на 
(к-1 )-й и к-й итерациях и оптимизируемых параметров на к-й и 
(к+1 )-й итерациях:

к- 1   ̂ 1
Nl̂  n !' j

[Yjl І -1  E .F

рк+ 1 _  рк J 2

Ц )  ■ . j

i= I J

n !' Nl  ̂ j i13 IQ̂
кч2Ej(Ff) 
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Теперь таким же образом решим приближенно задачу миними­
зации целевой функции (1 ) при учете ограничений (3) . Приближен­
ность решения заключается в том, что из необходимых условий оп­
тимальности используются только условия равенства нулю част­
ных производных по множителям Лагранжа. В результате получаем 
следующее выражение:

Hk+1 ^ рк Г 
i i к

(n ;

а. R.

(-N")*'

m*'R.

I

(7)

i = I, I .
При показателе степени в выражении ( 7 ) , равном единице, по­

лучаем известное выражение последовательного итерационного 
перерасчета значений параметров системы.

Предлагаемый алгоритм оптимизации рассматриваемых систем, 
объединяющий оба полученных решения, представленных выраже­
ниями (6), (5) и ( 7 ) , заключается в следующем.

1. При исходном приближении оптимизируемых параметров ■— 
площадей поперечных сечений элементов — определяются усилия в 
них. Исходные значения параметров рекомендуется принимать оди­
наковыми, если они не регламентированы другими условиями.

2. По выражению (7) при j3 = 1 определяются требуемые зна­
чения площадей сечений, и при этих значениях находятся усилия в 
элементах и перемещения по направлениям, по которым они огра­
ничены.

3. Начальные значения множителей Лагранжа в выражении (6 ) 
назначаются пропорциональными степени нарушения ассоциирован­
ных C ними ограничений на перемещения и такими, чтобы наиболь­
шее по i = 1, ..., I значение в квадратных скобках в (6) было не 
меньше единицы. Затем подобранные таким образом значения мно­
жителей умножаются или на отношения полученных значений пере­
мещений к их предельно допустимым значениям, или на заданный 
множитель, больший единицы.

4. Далее в итерационном цикле выполняются следующие дейст­
вия:

а) проверяется выполнение ограничений на перемещения и схо­
димость итерационного процесса по объему (объемы системы на 
двух смежных итерациях не должны отличаться более, чем на за­
данную величину). Если оба условия вьшолняются, то оптимальное 
решение найдено, в противном случае расчет продолжается;

б) по выражениям (5) пересчитываются значения множителей 
Лагранжа для нарушенных ограничений на перемещения;

в) по выражениям (6) определяются значения параметров, тре­
буемых по условиям допустимой жесткости;

г) по выражениям (7) определяются значения параметров, тре­
буемые по условиям прочности и устойчивости C учетом ограниче­
ний снизу;
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д) из значений, найденных по выражениям (6) и ( 7 ) , для каж­
дого стержня выбирается большее. При этих значениях выполняет­
ся расчет стержневой системы и действия, начиная с пункта а) , по­
вторяются.

Элементы реальных стержневых конструкций должны удовлет­
ворять условиям унификации и дискретности. Учесть эти условия 
можно после получения оптимального решения. Однако лучшие ре­
зультаты достигаются, если условия дискретности и унификации 
учитываются в процессе поиска решения, т.е. в пункте д) алгорит­
ма, перед тем как выполнить анализ напряженно-деформированно­
го состояния системы, необходимо привести сечения элементов в 
соответствие заданному сортаменту и произвести их унификацию.

Описанная методика реализована в программе для ЭВМ на язы­
ке ПЛ/1 и иллюстрируется примером.

Рис. 1 . 72-элементная ферма. 
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П р и м е р .  Оптимизировалась 72-элементная ферма (рис. 1 ), 
заимствованная из работ [ 2, 4] . Расчет производился на два незави­
симых сочетания узловой нагрузки: 1) = P̂  = 22,5 кН; Р^^”
= —22,5 кН; 2) Р̂  ̂ = -  Рз^ -  Р^  ̂ = —22,5 кН, где Р^  ̂ — си­
ла, приложенная в узле 1 по направлению оси X. Аналогичный 
смысл имеют и другие индексы. Перемещения узлов 1—4 ограничи-
вались до ± 0,645 см по направлениям осей X, Y, Z. Для всех i = 
= 1, .. . ,  I принималось E- = 68950 МПа; R -=  172,5 МПа; =
= 0,645 CM ;̂ а- = 1 ; = ш -= const = 1. Показатели степени ^ы- 
ли |3 = TC = Г] = 2. Учитывались условия унификации элементов, т.е. 
они были предварительно разбиты на 16 групп, и на каждой итера­
ции площади сечений элементов назначались одинаковыми внутри 
группы по наибольшему требуемому значению площади в группе. 
Принадлежность элементов к группам унификации, а также резуль-

Т а б л и ц а  1 .

Расчет оптимизации 7 2-элементной фермы

Номера Номера элемен- Площади сечений элементов в группе, см ‘
TOB в группе

унифи- данная р абота( 2 ] I р абота( 4 1
кации работа

1 2 3 4 5

1 1, 2, 3, 4 0 ,980 0 ,964 1,02
2 5, 6 , 7, 8 4 ,510 4 ,022 1,71
3 9, 10, 11, 12 10 ,260 7 ,791 7 ,15
4 13, 14, 15, 16 11,00 11 ,566 13,4
5 33, 34, 41 , 42 , 49 ,

50 , 57 , 58 3,901 3,676 3,83
6 35, 3 6 , 4 3 , 4 4 , 5 1 , 2,511 3,375 3,54

52, 59, 60
7 37, 3 8 , 4 5 , 4 6 , 5 3 , 3,147 3,360 3,74

54, 61, 62
8 3 9 , 4 0 , 4 7 , 4 8 , 5 5 ,

56,  63,  64 2,891 3,370 3,25
9 17, 18, 25, 26 2,044 2,861 2,20

10 19, 20, 27 , 28 0,645 0 ,645 0 ,645
11 21, 22, 29 , 30 0 ,645 0 ,645 0,645
12 23, 24, 31, 32 0 ,645 0,645 0 ,645
13 65, 69 6,202 3,350 3,920
14 66, 70 0 ,645 1 ,266 0,975
15 6 7 , 7 1 0 ,645 0,645 0,645
16 68, 72 0 ,645 0,645 0,645

о
Объем системы, см 62092 63316 63683

Количество итераций 15 13 22
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HI гы расчета и их сравнение с результатами работ [ 2, 4] приведены 
M габл. 1 . Наши результаты оказались несколько лучше, чем в рабо- 
и* [ 2] , по расходу материала, но при большем количестве итера­
ций. Это объясняется назначением нами слишком строгого крите­
рия сходимости итерационного процесса по объему (0,5 %). Наши 
результаты также несколько лучше, чем в работе [ 4 ] , где задача 
р(‘шалась методами математического программирования.
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ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 
В МЕХАНИКЕ ТВЕРДОГО ДЕФОРМИРУЕМОГО ТЕЛА

Равновесие сплошной среды при отсутствии массовых сил опи­
сывается системой однородных уравнений. В классической (линей­
ной) теории они имеют вид

V .0̂  = 0, (1)
ч i IcЗдесь и компоненты тензора напряжении о , и ковариантная 

производная V • отнесены к начальным векторным базисам — ос­
новному F. и взаимному произвольной криволинейной системы 
координат.

Общее инвариантное решение системы (1) в компонентах тен­
зора функций напряжений было дано Б.Финци (1934) ,  А.Ю.Крут- 
ковым ( 1 9 4 9 ) , В.И.Блохом (1950) [1]  :

где Xm ti _  т:Ш ;:t
m̂nXsf ( 2 )

(г̂  X ) — компоненты дискриминантного тензора;
”  вторая ковариантная производная; Xgt “  компоненты тен­

зора функций напряжений. В качестве последнего может быть взят 
любой симметричный тензор, компоненты которого и их производ­
ные требуемого порядка — непрерывные функции.
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