
Данная однопараметрическая задача определения предельной 
нагрузки P допускает естественное обобщение на случай много­
параметрической нагрузки, оптимизация которой производится 
аналогично.
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ПРОЕКТР1РОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО РАСХОДУ МАТЕРИАЛА 
ФЕРМ C УЧЕТОМ НАДЕЖНОСТИ

В статье исследуются вопросы оптимизации фермы с позиций 
надежности. Рассматривается задача оптимизации шарнирно-стерж­
невой системы C учетом надежности [ 1 ] . В качестве случайных ве­
личин, входящих в математическую модель оптимизируемой сис­
темы, выступают прочность материала, с одной стороны, и напряже­
ния в стержнях — C другой. На основании центральной предельной 
теоремы можно полагать, что напряжения в элементах системы 
подчиняются нормальному закону распределения, поскольку на 
них влияют многие взаимно независимые случайные факторы, на­
пример погибы, отклонения в размерах, отклонения в значении и 
местах приложения нагрузки, в расположении опорных закрепле­
ний, в их податливости и т.д. Принимаем, что прочность также име­
ет нормальное распределение. Оптимизируемой функцией является
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георетический объем шарнирно-стержневой системы. Ограничением 
и задаче оптимизации служит вероятность безотказной работы сис- 
Г(»мы, которая представляет один из показателей надежрюсти.

Плотности вероятностей одномерного распределения прочности 
и напряжения выражаются формулами | 2] :

f(R) =
R

exp ф К -  R 
2  ̂ R )̂ 1

l’(S)
S V 2тг

ехр| 2 ^

где R и S — математические ожидания, а R и S — стандартные от­
клонения прочности и напряжения.

Введем новый случайный вектор У = R — S. (1) .
Формула (1) — основная расчетная формула надежности системы 
( 3] и выражает ту мысль, что прочность элемента системы всегда 
больше, чем возникающее в нем напряжение.

Учитывая свойства математического ожидания и дисперсии сум­
мы независимых случайных величин, получим

Ў = R S , У = R + S.

Вероятность безотказной работы элемента можно записать вы­
ражением [ 2 , 3 ] :

Q . - P ( Y  > 0 ) =  /  ----------
Уі -Уі

exp [ -  -  (■

Введем новую переменную Z- =
Уі -  Уі

У:
После преобразований получим формулу надежности элемента:

Q. ------ /  ехр (
7.

Ф(Т,),

где Ф (7. ) — функция Лапласа, а 7. = ( R j -  Sj)/VR^ + Sj — ар­
гумент этой функции.

Чтобы определить вероятность безотказной работы статически 
определимой системы, можно воспользоваться формулой безотказ­
ной работы последовательно соединенных элементов. При этом си­
стема разрушается по слабейшему элементу. Вероятность безотказ-

11
ной работы системы находится по формуле Q =  П Q., (2),  где

І= 1
Q- — вероятность безотказной работы отдельного стержня. При 
этом имеется в виду, что вероятности отказов элементов выступа­
ют как независимые события [ 1, 3, 4] . Обоснованность такой пред-
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посылки для многомерного случайного вектора вполне оправдана, 
ибо определение корреляционной связи между проекциями векто­
ра вызывает серьезные математические трудности. В задаче оптими­
зации выражение (2) представляет ограничение типа равенства. Це­
левая функция есть теоретический объем сооружения

V = L = I  F.I., i = ГТп.
 ̂ *

Требуется найти оптимальную точку F , чтобы [ 5]

V (F *)  = minV(F) ;  D = ( f  : <p(F) = о} .
FeD

Длина стержней и их площадь — величины детерминированные. 
Для отыскания оптимального решения используют метод множи­
телей Лагранжа. Лагранжиан целевой функции имеет вид

L =  S F L + X(Q - U Q . ) ,
і= і   ̂  ̂ і=і  ^

где X — множитель Лагранжа.
Запишем условия стационарности функции (3) :

(3)

3F.  ̂ ’
3L
ЭХ =  0 .

Раскрывая последние, получим 
X 3 ( Q -  n q . )

'i -  ------- = «•
Выполним необходимые преобразования с целью исключения 

множителя Лагранжа [ 5]

1. -

ХЭ| П Ф(7Л
І=1 ' ЭГ:

Э7 . ЭР.

= L -  ХФ'(7.)Ф(7^)... Ф(7і_і)Ф(7і+ 1) -Ф(7„)Э7;/ЭР( ;

1 ^ і)Ф(Т'і) -  Ф(7і)Ф(7і+ 2> ••• Ф(Т„)Э7;+ і/ЭР;+ I

_  Ф'(7̂ )Ф(7̂ .ы)ЭР̂ .̂̂ /Э7;̂ .̂

W i Ф'(7і+i)‘J’(7i)9Fj/a7.

Учитывая, что S =  N/F, получим 

7 x/ r  + N/p2 =  R - N / F ,

(4)

(5)

где N h N— соответственно математическое ожидание и дисперсия 
усилия в стержне; F — площадь поперечного сечения при условии,
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что она является детерминированной величиной.
Рассмотрим некоторые частные случаи:
а) напряжение — случайная величина, а прочность — детермини­

рованная, тогда _ А --
N N ^ N 7 + N— или F =  —Ц-—  

F R

Найдя производную Э F / Э 7 и подставив в формулу ( 4 ) , найдем от­
ношение  ̂ ^

—  = - ------------------- ::--------- ; (б )
І+1 Ф(7 .+^)Ф(7.)М.К.  ̂^

б) прочность — случайная величина, напряжение — детерминиро­
ванная N 9F NR

R - 7 R  97 ( R - 7 R)2

1. Ф'(7і)Ф(7 .̂ , )Nj  ̂, R.  ̂^(R.-7jRj)'

I.i - i  Ф(7,^l)Ф(7,)N.R.(R,^^-7i^,R,^,)^

в) напряжение и прочность — случайные величины, 
производную неявной функции (5)

P(F, 7 ) =  7 \ / RF^ + N -  R F + N =  О,

( 7 )

Находим

9F
д у

RF^ + N

■■(8 )
)

R \ / R F^ + N -  7 R F  

И, подставляя ее в выражение ( 4 ) , получим
iFf-. J [ R y R , F f ^  N .-7 ,R ,F Jф '(7 .)Ф (7 i^

W i [RiH-1 А .  1 - V  ,)Ф(У,

Таким образом, для отыскания оптимальной фермы необходи­
мо решить систему уравнений, из которых 0 , 5 ( п —1 )п будут типа 
выражений (6) , (7) ,  (8) и одно — типа (2).

Результаты исследования могут быть применены в практике 
проектирования статически определимых шарнирно-стержневых 
систем, для которых распределение напряжения и прочности мож­
но аппроксимировать нормальными законами распределения.
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О РАСЧЕТЕ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 
C УПРУГОПОДАТЛИВЫМИ СВЯЗЯМИ

Соединения элементов стержневых систем по ряду причин не 
всегда удовлетворяют требованиям, которые к ним предъявляются 
и которые закладываются в проектной документации. Напряжен­
но-деформированное состояние системы со связями, статические и 
кинематические характеристики которых изменчивы, может су­
щественно отличаться от состояния системы со связями с детерми­
нированными характеристиками. Для нормальной эксплуатации 
система должна быть работоспособной ( ’’устойчивой”) не только 
при фиксированных параметрах элементов, а й в  некоторой обла­
сти изменения их. Поскольку разбросы характеристик связей но­
сят случайный характер, практически любая задача статического 
расчета и оптимизации таких систем является стохастической.

 ̂ Характеристикой таких связей будем считать их податливость 
5 или жесткость г* = 1/6* . Оценка напряженного состояния 
статически определимых систем должна производиться проверкой 
условий прочности по наиболее нагруженным сечениям, а также по 
сечениям, обладающим податливостью с учетом того, что жесткость 
по сечению является функцией 5 * . Определение перемещений вы­
полняется в обычной постановке с учетом податливости связей. 
Расчет статически неопределимых систем приводит к записи урав­
нений совместности деформаций в виде

(А + 2 А* )Х + В + 2 В* = о ,

где А* , В* — матрицы, определяющие влияние податливости связи 
на коэффициенты при неизвестных и свободные члены уравнений.

Испытания сборных железобетонных элементов (см., напри­
мер, [ 1 ] ) показывают, что деформации узлов сопряжения этих 
элементов при расчетных нагрузках значительно отличаются от де­
формаций, подсчитанных для монолитных узлов, что обеспечивает 
существенное перераспределение усилий в конструкции. Влияние 
податливости связей на напряженное состояние статически неопре­
делимых систем оценить можно численно, если установить воздей­
ствие возмущения матриц податливости (жесткости) и вектора пе­
ремещений (усилий) на решение уравнения AX + B = O .  Если X +

10


