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Реферат. Цель работы – расчетная оценка напряжений в элементах композитной строительной арматуры, обуслов-
ленных различиями коэффициентов Пуассона армирующих волокон и полимерного связующего. Методика исследо-
ваний основана на разработке микромеханической модели межфазного взаимодействия армирующего волокна и по-
лимерной матрицы в элементарной ячейке, представляющей собой полый полимерный микроцилиндр, в котором  
в виде соединения с изменяющимся под нагрузкой деформационным натягом расположен волокнистый армирующий 
наполнитель. Произведена трансформация задачи Ляме к расчетной оценке влияния различий в значениях коэффици-
ентов Пуассона армирующих волокон и полимерной матрицы, а также растягивающих номинальных напряжений  
и объемного содержания волокон в композитной арматуре на изменение локальных напряжений в армирующих во-
локнах и полимерной матрице. Получены аналитические зависимости, связывающие параметры локального напря-
женно-деформированного состояния стенок элементарного цилиндра в окрестностях волокнистого наполнителя  
с комплексом показателей физико-механических свойств материалов полимерной матрицы и волокнистого наполни-
теля (модули упругости и коэффициенты Пуассона), а также объемным содержанием наполнителя. В качестве при-
мера произведен расчет этих параметров для широкого диапазона степеней наполнения стеклянным и базальтовым 
волокном ряда полимерных матриц (эпоксидная и полиэфирная). Показано, что в диапазоне объемного содержания 
наполнителя 0,5–0,7 контактные давления на границе раздела армирующих волокон с полимерной матрицей состав-
ляют от 2 до 6 % от номинальных напряжений растяжения в полимерной матрице в зависимости от сочетания коэф-
фициентов Пуассона волокон и матрицы. При этом окружные растягивающие напряжения в полимерной матрице на 
границе раздела с волокном составляют от 11,6 до 19,2 % от номинальных осевых напряжений растяжения в поли-
мерной матрице для стеклопластиковой и от 10,6 до 17,1 % – для базальтопластиковой арматуры. Результаты иссле-
дований могут быть использованы в научно-исследовательской и учебной деятельности. 
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Abstract. The aim of the work is the calculation assessment of stresses in the elements of composite building reinforcement 
caused by differences in the Poisson’s ratios of reinforcing fibers and polymer binders. The research methodology is based 
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on the development of a micromechanical model of the interphase interaction of the reinforcing fiber and a polymer matrix  
in an elementary cell, which is a hollow polymer micro-cylinder in which a fibrous reinforcing filler is located in the form  
of a connection with a deformation tension changing under load. The transformation of the Lame problem to the calculation 
assessment of the effect of differences in the values of the Poisson’s ratios of the reinforcing fibers and the polymer matrix,  
as well as nominal tensile stresses and the volumetric content of fibers in the composite reinforcement on changes  in local 
stresses in the reinforcing fibers and polymer matrix is made. Analytical dependencies are obtained linking the parameters  
of the local stress-strain state of the walls of an elementary cylinder in the vicinity of a fibrous filler with a set of indices of the 
physical and mechanical properties of  polymer matrix materials and fibrous filler (moduli of elasticity and Poisson's ratios), 
as well as the volume content of the filler. As an example, these parameters are calculated for a wide range of degrees of fil- 
ling with glass and basalt fiber for a number of polymer matrices (epoxy and polyester). It is shown that in the range  
of the volumetric filler content of 0.5–0.7, contact pressures at the interface of the reinforcing fibers with the polymer  
matrix are from 2 to 6 % of the nominal tensile stresses in the polymer matrix, depending on the combination of  Poisson  
ratios of the fibers and the matrix. In this case, the circumferential tensile stresses in the polymer matrix at the interface  
with the fiber are from 11.6 to 19.2 % of the nominal axial tensile stresses in the polymer matrix for fiberglass and  
from 10.6 to 17.1 % for basalt-plastic reinforcement. The research results can be used in scientific research and educational 
activities. 

Keywords: composite construction reinforcement, polymer, reinforcing fibers, Poisson's ratio, contact pressure, local stresses, 
degree of filling 
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Введение

Накопленный в индустриально развитых
странах опыт исследований и разработок сви-
детельствует о том, что композитная строи-
тельная арматура может эффективно использо-
ваться для армирования бетонных конструк-
ций, работающих в условиях контакта с корро- 
зионно-активными средами при строительстве 
морских и речных набережных тоннелей [4], 
подземных коммуникаций, автомобильных и 
железнодорожных дорог [1–3], перронов, а также 
при производстве фундаментных плит и блоков, 
армировании кирпичной кладки [3, 5–6]. Вместе 
с тем многие вопросы механики композитной 
строительной арматуры остаются недостаточно 
изученными [7–9]. Необходим анализ, наряду  
с рабочими напряжениями, возникающими в 
композитах под нагрузкой, также дополнитель-
ных, обусловленных размерными эффекта- 
ми [10–12], химической или термической усад-
кой компонентов системы [13] и др. Вследствие 
различий коэффициентов Пуассона в таких ма-
териалах появляются локальные микрокон-
тактные напряжения, влияющие на эксплуата-
ционные характеристики получаемых изделий. 
Однако этот вопрос разработан в значительно 
меньшей мере, а опубликованные данные 
фрагментарны и противоречивы. В работе [14] 
предложен вариант приближенной расчетной 
оценки таких напряжений в элементах однона-
правленных волокнистых композитов, пока-

завший, что вклад этих дополнительных напря- 
жений мал в сравнении с напряжениями от осе-
вого растяжения и может при технических рас-
четах не учитываться, особенно при исполь- 
зовании углеродных армирующих волокон. 
Однако перенос путем обобщения предложен-
ных в [14] расчетных зависимостей на компо-
зитную строительную арматуру не представля-
ется эффективным, поскольку существующая 
методика предсказывает увеличение растяги-
вающих напряжений в полимерной матрице, 
действующих в тангенциальном направлении, 
по мере увеличения расстояния от границы 
раздела матрицы и волокна, в то время как ре-
зультаты исследований в смежной области – 
теории термоупругих напряжений в компози- 
тах – предсказывают снижение уровня ради-
альных и тангенциальных напряжений в мат-
рице по мере удаления от границы раздела с 
волокном [15, 16]. К тому же имеются принци-
пиальные отличия в механизмах разрушения 
при растяжении стеклопластиковой и базальто-
пластиковой арматуры от типовых композитов 
на основе углеродных волокон. Для углепла-
стиков, как правило, разрушение обусловлено 
потерей прочности волокон, предельные де-
формации при растяжении которых обычно 
меньше предельных деформаций связующего,  
в связи с чем влияние напряжений в связую- 
щем на прочность композита малосуществен- 
но. У стеклопластиковой и базальтопластико- 
вой арматуры ситуация противоположная – 
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Анализ показывает, что Rm на 5 % превыша-
ет радиус вписанной в шестигранник окружно-
сти, который вычисляется как длина перпенди-
куляра, проведенного из центра окружности на 
сторону а шестигранника. Таким образом, ми-
нимальная толщина стенки шестигранной 
призмы на 5 % отличается от толщины стенки 
приведенного цилиндра, что вызовет некото-
рую погрешность расчетов при замене шести-
гранника на цилиндр. 

Поскольку радиус волокон Rf равен радиусу 
внутренней полости элементарного цилиндра, 
наружный диаметр Rm можно вычислить через 
объемное содержание волокнистого наполни-
теля Vf, связанное с радиусами Rf и Rm при по-
мощи следующей формулы: 
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Откуда для внешнего радиуса элементарной 
ячейки можно записать 
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Композитная строительная арматура рабо-
тает преимущественно на растяжение. Рассмот-
рим деформации элементов ячейки с исполь- 
зованием принципа независимости действия 
сил (принцип суперпозиции) при определении 
деформаций волокна и матрицы в радиальном 
направлении. Обозначим действующие в осе-
вом направлении напряжения растяжения в во-
локне и полимерном связующем (матрице) че-
рез σf0 и σm0 соответственно. 

Относительные поперечные (радиальные) 
деформации волокна εfr и полимерной матри- 
цы εmr в зоне контакта с волокном при растяже- 
нии связаны с продольными деформациями че-
рез соответствующие коэффициенты Пуассона. 
В соответствии с принципом суперпозиции на 
основании закона Гука можно записать, что 
поперечные деформации от действия только 
осевых напряжений σf0 и σm0 могут быть опре-
делены как:  
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где Εf, Εm, μf и μm – соответственно модули 
упругости и коэффициенты Пуассона армиру-
ющих волокон и полимерного связующего 
(матрицы). 

Разность Δ поперечных деформаций арми-
рующих волокон и полимерной матрицы, со-
здающих деформационный натяг в сопряжении 
при растяжении системы, составляет 
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Произведем оценку возникающих контакт-
ных давлений в сопряжении волокно–матрица, 
обусловленных различиями коэффициентов 
Пуассона. Поскольку это своего рода сопряже-
ние с натягом, контактные давления рс можно 
вычислить по формуле Ляме [18, 19] 
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Подставив в полученную формулу значе- 
ние Δ из (6) и заменив радиусы элементарной 
ячейки Rf и Rm через объемное содержание во-
локнистого наполнителя Vf, по формуле (4), 
зависимость (7) можно преобразовать к виду 
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Выполним анализ характера распределения 
напряжений в элементах системы. В соответ-
ствии с известным решением задачи теории 
упругости радиальные и тангенциальные на- 
пряжения в армирующих волокнах, не содер-
жащих внутренних полостей, равны между со-
бой и совпадают с контактным давлением рс.  
У элементарного полимерного цилиндра, нахо-
дящегося под действием внутреннего дав- 
ления рс [21, 22], радиальные напряжения σmr  
на внутренней поверхности ( )fr R  являются 

сжимающими и численно равны контактному 
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Как видно из (15), возникающее контактное 
давление прямо пропорционально действую-
щим растягивающим номинальным напря- 
жениям в полимерной матрице σmn и по более 
сложной функциональной зависимости изме- 
няется при изменении модулей упругости и ко-
эффициентов Пуассона материалов волокна  
и полимерной матрицы. Окружные (тангенци-
альные) напряжения σtm в полимерной матри- 
це в точке контакта с минеральным волокном 
могут быть определены по формуле (10), под-
ставив в нее значение контактного давления  
из (15). 

Совокупность полученных аналитических 
зависимостей (10), (11) и (15) позволяет произ-
водить математическое моделирование влияния 
степени наполнения на изменение локальных 
микроконтактных напряжений в полимерной 
матрице, если известны входящие в эти уравне- 
ния показатели физико-механических свойств 
полимерных материалов и армирующих во- 
локон. 

Результаты исследования  
и их обсуждение 

Моделирование и сравнительный анализ 
параметров локального микроконтактного вза-
имодействия произведем на базе наиболее ши-
роко распространенных в промышленности при 
производстве композитной строительной арма-
туры стеклянных и базальтовых волокон, а 
также эпоксидных и полиэфирных смол. Пока-
затели механических свойств волокон зависят 
от вида волокна и сырья для его производства. 
Для стеклянных волокон марки Е, наиболее 
широко распространенных при производстве 
стеклопластиковой арматуры, модуль упру- 
гости Εf и коэффициент Пуассона μf  находят- 
ся в следующих диапазонах: Εf = 70–73,5 ГПа, 
μf = 0,22–0,23 [20–24]. Для базальтовых воло-
кон соответствующие показатели деформа- 
ционных свойств составляют: Εf = 79–93 ГПа, 
μf = 0,23–0,24 [20–24]. 

Деформационные свойства полимерных свя- 
зующих зависят от рода связующего, вида отвер-

дителя, режимов отверждения и других факторов. 
Для полиэфирных смол этот диапазон составля- 
ет: Εm = 2,2–2,8 ГПа, μm = 0,35–0,39, а для эпок-
сидных Εm = 2,5–3,5 ГПа, μm = 0,38–0,40 [20–24]. 
Дальнейшие исследования проведены для пе-
речисленного выше диапазона изменения пока-
зателей механических свойств. 

Поскольку входящие в знаменатель форму-
лы (15) слагаемые имеют различную величину, 
выполним вначале их сравнительный анализ 
путем расчета слагаемого 

  21 2 1 .m
f f f

f

E
V

E
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Результаты определения величины η для 
широкого диапазона изменения объемного со-
держания наполнителя Vf на примере стекло- 
волокна марки Е, базальтового волокна и эпок-
сидной смолы ЭД 20 приведены в табл. 1. 
Расчет выполнен методом верхней оценки,  
поскольку максимальное значение параметра η 
соответствует минимальной величине коэффи-
циента Пуассона волокон (μf = 0,22). Модуль 
упругости отвержденной эпоксидной смолы при-
нят в диапазоне от 2,0 до 3,5 ГПа. Широкий диа-
пазон изменения объемного содержания волокон 
в композите (Vf = 0,50–0,70) принят с целью учета 
продукции не только отечественных, но и зару-
бежных [12, 20] производителей. 

Таблица 1 
Расчетные значения параметра η для системы  
минеральное волокно – полимерная матрица 

Calculated values of the parameter η for  
the mineral fiber – polymer matrix system 

Модуль упругости, ГПа 
Значение параметра η  

при объемном содержании ми-
нерального волокна Vf. 

волокна Еf полимера Еm 0,50 0,60 0,70 

73,5 

2,0 0,0093 0,0074 0,0056 

2,5 0,0116 0,0093 0,0070 

3,0 0,0139 0,0112 0,0084 

3,5 0,0163 0,0130 0,0098 

81 

2,0 0,0084 0,0067 0,0051 

2,5 0,0105 0,0084 0,0063 

3,0 0,0127 0,0101 0,0076 

3,5 0,0148 0,0118 0,0089 
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Как видно из табл. 1, во всем исследованном 
диапазоне изменения объемного содержания ми-
нерального волокна Vf и модуля упругости от-
вержденной эпоксидной смолы значение пара-
метра η является величиной, не превышаю- 
щей 1 % от значений слагаемых (1 + Vf = 1,5–1,7), 
входящих в знаменатель дроби в формулах (14) 
и (15). Этот вывод справедлив также и для от-
вержденных полиэфирных смол, поскольку их 
модуль упругости (табл. 1) находится внутри 
рассмотренного диапазона.  

Таким образом, при технических расчетах 
параметром η, учитывающим влияние модулей 
упругости армирующего волокна и полимерной 
матрицы в стеклопластиковой и базальтопла-
стиковой арматуре, можно пренебречь и произ-
водить определение контактного давления по 
следующей упрощенной формуле: 

  
  2

1
.

1 1 2
m f f

c mn

f m f m f

V
p

V V V

  
 

    
    (17) 

Подставив (17) в (11), получаем аналитиче-
скую зависимость для определения окружных 
(тангенциальных) напряжений в полимерной 
матрице 

  
  2

1
.

1 1 2
m f f

tm mn

f m f m f

V

V V V

  
  

    
   (18) 

 

Осевые напряжения в полимерной матрице, 
на основании формул (13б) и (17), описываются 
следующей аналитической зависимостью 

 

 
 0 2

1 1 2
.

1 1 2
f m f m f f

m mn

f m f m f

V V V

V V V

     
  

    
  (19) 

 

Сравнение числителя и знаменателя в фор-
муле (19) показывает, что они отличаются 
только последними слагаемыми, являющимися 
величинами второго порядка малости в сравне-
нии со слагаемыми (1 + Vf). Это дает основание 
полагать, что фактические σm0 и номинальные σmn 
напряжения, действующие в матрице в осевом 
направлении, будут отличаться незначительно.  

В табл. 2 приведены расчетные значения 
относительных контактных давлений, численно 
равных радиальным и тангенциальным напря-
жениям в волокнах композита, для широкого 
диапазона изменения коэффициента Пуассо- 
на матрицы.  

Таблица 2 
Расчетные значения относительных контактных  
давлений pc/σmn на границе раздела волокнистого 

наполнителя с полимерной смолой 

Calculated values of relative contact pressures pc/σmn  
at the interface of fibrous filler with polymer resin 

Коэффициент  
Пуассона 

Расчетное значение pc/σmn

при объемном содержании Vf 
волокна 

волокна μ f матрицы μm 0,50 0,60 0,70 

0,22 

0,35 0,042 0,033 0,024 

0,37 0,049 0,038 0,028 

0,40 0,060 0,047 0,035 

0,23 

0,35 0,039 0,030 0,022 

0,37 0,045 0,035 0,026 

0,40 0,055 0,043 0,032 

0,24 

0,35 0,036 0,028 0,020 

0,37 0,042 0,033 0,024 

0,40 0,052 0,041 0,030 

Из полученных данных видно, что в диа- 
пазоне объемного содержания наполните- 
ля Vf = 0,5–0,7 контактные давления на границе 
раздела армирующих волокон с полимерной 
матрицей составляют от 2 до 6 % от номиналь-
ных напряжений растяжения в полимерной 
матрице, что можно считать величиной второго 
порядка малости.  

Расчет по формуле (19) показывает, что зна- 
чения осевых растягивающих напряжений в по- 
лимерном связующем превышают на 2,9–6,3 % 
соответствующие номинальные значения (по-
лученные по правилу аддитивности без учета 
упругого изменения площади сечения компо-
нентов и различия коэффициентов Пуассона) 
для стеклопластиковой и на 3,5–5,6 % – для ба-
зальтопластиковой арматуры. Причем меньшие 
значения соответствуют  объемному содержа-
нию волокон Vf  = 0,5, а большие  Vf  = 0,7. 

Вместе с тем представляет интерес расчет-
ная оценка величины действующих в тангенци-
альном направлении растягивающих напряже-
ний, вызванных этим контактным давлением.  
В табл. 3 приведены соответствующие значения 
максимальных растягивающих напряжений, дей-
ствующих на границе раздела полимера с волок-
ном, а также минимальных растягивающих тан-
генциальных напряжений, действующих в сере-
дине расстояния между волокнами. 
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Таблица 3 
Расчетные значения относительных максимальных σtm max/σmn  и минимальных σtm min/σmn растягивающих  

тангенциальных напряжений в полимерной матрице 

Calculated values of relative maximum σtm max/σmn  and minimum σtm min/σmn tensile 
tangential stresses in the polymer matrix 

Коэффициент Пуассона Расчетное значение σtm max/σmn при объемном содержании Vf волокна 

волокна, μ f матрицы μm, 
0,50 0,60 0,70

max min max min max min

0,22 

0,35 0,126 0, 084 0,131 0,098 0,135 0,111

0,37 0,146 0,097 0,151 0,113 0,158 0,130

0,40 0,176 0,117 0,183 0,137 0,192 0,158

0,23 

0,35 0,116 0,077 0,121 0,091 0,125 0,103

0,37 0,136 0,091 0,141 0,106 0,147 0,121

0,40 0,166 0,111 0,173 0,130 0,181 0,149

0,24 

0,35 0,106 0,071 0,110 0,083 0,114 0,094

0,37 0,126 0,084 0,131 0,098 0,136 0,112

0,40 0,156 0,104 0,163 0,122 0,171 0,141

Из табл. 3 видно, что максимальные танген-
циальные растягивающие напряжения в поли-
мерной матрице на границе раздела с волокном 
составляют 11,6–19,2 % от номинальных осе-
вых напряжений растяжения σmn для стеклопла-
стиковой и 10,6–17,1 % – для базальтопласти-
ковой арматуры в зависимости от сочетания 
коэффициентов Пуассона волокна и полимера. 
Минимальные растягивающие тангенциальные 
напряжения, действующие на середине рассто-
яния между волокнами, составляют 7,7–15,8 % 
от σmn для стеклопластиковой и 7,1–14,1 % 
от σmn для базальтопластиковой арматуры. Та-
кой уровень тангенциальных напряжений сви-
детельствует о том, что их роль в разрушении 
композита существенна и в настоящее время 
недооценивается. 

Еще одним представляющим интерес фак-
тором является некоторое снижение окруж- 
ных растягивающих напряжений в полимерной 
матрице в окрестности базальтовых волокон  
в сравнении со стеклянными. Это способствует 
увеличению предельных деформаций при раз-
рыве базальтопластиковой арматуры и указы-
вает на перспективность базальтового волокна 
как армирующего наполнителя для композит-
ной строительной арматуры. 

ВЫВОДЫ 

1. Результаты выполненных исследований
позволили разработать инженерную методику 

расчетной оценки параметров напряженного 
состояния полимерной матрицы в окрестностях 
волокнистого наполнителя в композитной 
строительной арматуре как функций от дейст- 
вующих номинальных растягивающих напря-
жений, объемного содержания волокон, а так- 
же показателей механических свойств волокон 
и полимерных матриц.  

2. Определены значения этих параметров
применительно к широкому диапазону измене-
ния объемного содержания волокон, а также 
показателей деформационных свойств, харак-
терному для промышленно выпускаемой стро-
ительной композитной арматуры.  

3. Показано, что вклад локальных микро-
контактных напряжений в полимерном связу-
ющем на прочность стеклопластиковой и ба-
зальтопластиковой арматуры существенный  
и в настоящее время недооценен. Результаты ис- 
следований могут быть использованы в научно-  
исследовательской и учебной деятельности. 
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